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La  rapidità  con  la  quale  si  è esaurita  la  prima  edizione  delle 
Lezioni  di  Algebra  dell’Egregio  Professore  Tommaso  Mando], 
le  continue  richieste  fattecene , non  che  il  concetto  di  onorare 
la  memoria  di  un  tant'  uomo  , che  da  immatura  morte  ci  fu 
rapito,  ci  hanno  indotti  a farne  la  seconda  edizione,  apportando 
alla  prima  tutti  quei  miglioramenti  che  la  materia  richiede , 
indicati  già  dal  defunto. 

Prima  di  tutto  si  è dato  un  altr’  ordine  alle  lezioni , come 
più  opportuno  all’ insegnamento , includendo  nella  1.a  parte  al- 
cune lezioni,  eh’  erano  nella  2.a,  si  sono  ancora  semplificate 
le  dimostrazioni  di  alcuni  teoremi,  e rese  più  facili  le  soluzioni 
di  parecchi  problemi  ; si  sono  fatte  inoltre  delle  moltiplici  ed 
importanti  aggiunte  richieste  dal  Programma  in  vigore  per  i 
Candidati  all’  ammissione  ne’  Collegi  Militari  ; da  ultimo  si  è 
usata  tutta  la  cura,  perchè  l’edizione  venisse  corretta,  al  che 
siamo  noi  stati  non  poco  agevolali  dall'opera  c dalle  gentili  cure 
di  due  egregi  amici  del  defunto  e nostri. 


lng.  Prof.  F.  Mandoj  - Albanese 
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PREFAZIONE  DELL’AUTORE 

AL LA  PIUMA  LM1\0^L 


Quest'opera  è stala  composta  principalmente  per  uso  degli 
Allievi  del  Collegio  Militare,  a’ quali  da  più  anni  sto  dettando 
lezioni  di  Algebra.  Ma  perchè  la  medesima  potesse  riuscir 
vantaggiosa  a tutti  colojo  che  intraprendono  lo  studio  di  questa 
scienza,  ho  dovuto  necessariamente  estendere  il  numero  delle 
lezioni  molto  di  là  di  quanto  ne’programmi  è prescritto  per 
la  istruzione  di  quegli  Alunni;  esponendo  tutte  quelle  teoriche 
che  sono  indispensabili  per  un  compiuto  corso  elementare, 
da  servire  d’introduzione  al  calcolo  sublime.  E se  da  una 
parte  ho  procurato  che  vi  fosse  tutta  la  possibile  chiarezza, 
anche  a costo  della  prolissità,  dall’altra  nulla  ho  tralasciato, 
tanto  riguardo  alla  semplicità  dc’metodi  e loro  applicazioni, 
quanto  per  tutto  quello  che  di  meglio  o di  nuovo  fin  oggi 
si  è latto  nella  parte  elementare  dell’Algebra. 

Con  pubblicare  adunque  questa  mia  opera , intendo  dare 
a’  Giovani  un  corso  di  Algebra  Elementare  , che  non  pure 
fosse  a livello  dell’attuale  stato  della  scienza,  ma  ancora  si 
prestasse  con  somma  facilità  all’ insegnamento.  Spero  che  sia 
in  ciò  riuscito  : ma  qualora  non  avessi  raggiunto  questo 
duplice  scopo,  avrò  forse  il  merito  di  aver  somministrala 
ad  altri  l’occasione  di  scrivere  e di  riuscirvi. 

Per  la  parte  tipografica  si  è usata  la  più  accurata  diligenza 
perchè  l’edizione  venisse  correttissima,  e credo  che  tale  ella 
sia  in  effetto,  grazie  alle  cure  di  due  rispettabili  amici,  che 
mi  hanno  usala  la  gentilezza  di  associarsi  meco  al  penoso 
carico  delle  correzioni. 
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LEZIONE  I, 

Definizione  dell'Algebra,  ed  esposizione  de' segni  de' quali  si  fa 
uso.  Definizione  del  coefficiente,  dell’esponente,  della  potenza, 
della  radice,  del  polinomio,  e de’ termini  simili. 

4 

1.  Si  è veduto  nell' Aritmetica  che  in  ogni  questione  si  contengono 
due  specie  di  quantità,  cioè  i numeri  dati,  che  sono  le  quantità 
cognite,  ed  il  numero  cercato,  ch'è  la  quantità  incognita.  La  riso- 
luzione della  questione  si  compone  aneli' essa  di  due  parti  distinte; 
la  prima  ha  per  oggetto  di  scoprire  i rapporti  che  hanno  le  quantità 
cognite  con  la  incognita,  ossia  di  determinare  le  operazioni  do  farsi 
sopra  i numeri  dati , per  trovare  il  numero  cercato  ; la  seconda 
parte  riguarda  la  effettiva  esecuzione  di  queste  operazioni. 

La  prima  parte  però , poggiando  sulla  particolare  orditura  del 
problema  , cioè  sul  modo  col  quale  la  quantità  incognita  è com- 
binata con  le  cognite,  è indipendente  da'  valori  particolari  di  que- 
st’ ultime , e resta  perciò  la  stessa  quando  queste  quantità  cam- 
biano di  valore , e quindi  è comune  a tutti  i problemi  che  solo 
differiscono  ne’  valori  de'  numeri  dati.  La  seconda  parte  poi  dipende 
unicamente  da' valori  particolari  di  questi  numeri  dati. 

Ltz.  di  Alg.  1 
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Ma  quando  in  una  questione  si  ragiona  sopra  numeri  partico- 
lari , le  operazioni  da  farsi  su  questi,  aditi  di  giungere  al  valore 
dell' incognita,  eseguendosi  successivamente,  a misura  diesi  avanza 
col  ragionamento,  fanno  perdere  nel  risultamento  Tinaie  ogni  traccia, 
sì  delle  operazioni  eseguite  per  ottenerlo,  che  delle  quantità  dalle 
quali  si  È dedotto;  di  modo  che  conviene  ripetere  lo  stesso  ragio- 
namento c le  medesime  operazioni  ogni  volta  che  alle  quantità  date 
si  assegnano  valori  diversi. 

Per  evitare  questo  inconveniente,  e per  avere  nel  tempo  stesso 
la  risoluzione  generale  della  questione,  indipendentemente  da'  valori 
particolari  delle  quantità  date,  si  usa  in  Algebra  d'indicare  le  opera- 
zioni con  segni , e di  rappresentare  le  quantità  con  simboli  generali, 
senza  precisarne  i valori,  c senza  riferirli  ad  alcun  sistema  parti- 
colare di  numerazione.  Onde  può  dirsi  che  ; 

L Algebra  è la  scienza  che  considera  le  quantità  in  generale , 
senza  assegnare  ad  esse  valori  particolari , ossia  è la  scienza  che 
considera  i numeri  indipendentemente  dal  loro  valore,  e dal  sistema 
di  numerazione. 

2.  Per  rappresentare  le  quantità  con  simboli  generali,  si  fa  uso 
delle  lettere  dell' alfabeto,  c si  è convenuto  d’impiegare  le  prime 
di  esse  a,b,c,  ec.  per  dinotare  le  quantità  cognite,  c le  ultime 
x , y , z , ec.  per  rappresentare  le  quantità  incognite. 

Ma  su  queste  lettere  non  potendosi  eseguire  le  operazioni,  co- 
me si  eseguono  sopra  i numeri , è d'  uopo  d' indicarle  per  mezzo 
de’  segni  convenzionali,  alcuni  de’  quali  sonasi  adoperati  anche  nel- 
l'Aritmetica per  abbreviare  il  linguaggio  ordinario.  Ecco  quali  sono 
questi  segni. 

3.  Il  segno  -+-  che  si  pronuncia  più  serve  ad  indicare  l’addizio- 
ne. Cosi  3-t-5  significa  la  somma  di  3 e 5 , e si  legge  tre  più 
cinque.  Del  pari  b-t-c  vuol  dire  la  somma  delle  due  quantità  b c c, 
e si  legge,  b più  c. 

4.  Il  segno  — , che  si  pronuncia  meno , serve  ad  indicare  la 
sottrazione.  Così  a — 6 dinota  la  differenza  delle  due  quantità  a e b; 
c si  legge,  a meno  b. 

5.  II  segno  X che  si  pronuncia  moltiplicato  per  dinota  la  mol- 
tiplicazione. Così  3x5  significa  il  prodotto  di  3 per  5,  c si  legge, 
3 moltiplicato  per  5. 

La  moltiplicazione  si  dinota  ancora  mettendo  un  punto  tra  le 
quantità  da  moltiplicarsi.  Così  3-5  significa  lo  stesso  che  3x5, 
cioè  rappresenta  il  prodotto  di  3 per  o.  E quando  i fattori  sono 
letterali,  per  maggiore  semplicità,  si  sopprime  anche  il  segno,  ed  il 
prodotto  si  dinota  mettendo  le  lettere  l'una  appresso  all'altra.  Così 
abe,  rappresenta  il  prodotto  de’ tre  fattori  a,b,c,  ed  equivale  tanto 
alla  espressione  axbxc,  che  all'altra  a-b-c. 
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Del  pari  il  prodotto  di  una  lettera  per  un  numero  si  dinota  con 
mettere  il  numero  avanti  alla  lettera.  Cosi  5a  dinota  il  prodotto 
di  a per  5,  e 76cd  rappresenta  il  prodotto  di  bcd  per  7. 

C.  La  divisione  s'indica  mettendo  due  punti  tra  le  quantità  da 
dividersi,  o pure  scrivendo  queste  due  quantità  a guisa  di  frazio- 
ne. Cosi  a : b,  o pure^  indica  la  divisione  di  a per  b,  e si  legge, 
a divisa  per  b. 

7.  Il  segno  = , che  si  pronuncia  eguale,  posto  tra  due  quantità 
serve  ad  indicare  che  queste  quantità  sono  eguali.  Cosi  a — b si- 
gnifica che  la  quantità  a è eguale  all'altra  b. 

8.  Il  segno  > , che  si  pronuncia  maggiore  di , posto  tra  due 
quantità  dinota  che  quella  scritta  a sinistra  è maggiore  dell’altra 
scritta  a destra.  Cosi  a > à significa  che  a è maggiore  di  6,  e si 
legge,  a maggiore  di  b. 

9.  Al  contrario  il  segno  < , che  si  legge  minore  di , dinota 
che  la  prima  quantità  è minore  dell'altra.  Così  a significa  che 
a è minore  di  b. 

10.  Siccome  l' addizione  di  più  quantità  eguali  , ossia  di  una 
quantità  addizionata  più  volte  con  se  stessa , si  riduce  a molti- 
plicare la  quantità  pel  numero  delle  volle  che  si  prende  per  unirla 
a se  stessa,  così  dietro  la  convenzione  stabilita  (5) , il  prodotto  si 
esprime  scrivendo  avanti  alla  quantità  il  numero  pel  quale  deve 
essere  moltiplicata.  Così  a-f-a-i-a-l-a-l-a,  ossia  a presa  cinque 
volte , si  scrive  5a , e si  legge  cinque  a , così  pure  7 ab  si  legge 
selle  ab.  Questo  numero  scritto  avanti  alla  quantità  letterale , si 
chiama  coefficiente.  Dunque: 

Il  coefficiente  è un  numero  scritto  a sinistra  di  una  o di  più 
lettere , e serve  ad  indicare  quante  volte  si  deiie  prendere  quella 
lettera , o il  prodotto  di  quelle  lettere. 

11.  Per  indicare  il  prodotto  di  più  fattori  eguali,  cioè  di  una 
quantità  presa  più  volte  come  fattore  con  se  stessa , si  scrive  a 
destra  della  quantità,  ed  un  poco  al  di  sopra,  il  numero  che  di- 
nota quante  volte  questa  quantità  è presa  come  fattore.  Così  in 
luogo  di  scrivere  aaaaa  si  scrive  a’,  e si  legge  o elevato  a cin- 
que , o più  semplicemente,  a cinque.  Questo  prodotto  a"  ottenuto 
da’  fattori  eguali  a , a , a , a , a si  chiama  potenza  di  a , ed  il 
numero  S scritto  al  di  sopra  si  dice  esponente.  Dunque 

La  potenza  di  una  quantità  è il  prodotto  di  questa  quantità , 
moltiplicala  successivamente  più  volle  per  se  stessa. 

L esponente  è un  numero  scritto  a destra  di  una  quantità , ed 
un  poco  in  alto,  e serve  ad  indicare  quante  volte  questa  quantità 
è presa  come  fattore. 
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Quando  l'esponente  è l'unità  non  si  scrive,  ed  una  quantità  senza 
esponente  s’intende  che  abbia  per  esponente  l’unità. 

Le  potenze  si  distinguono  in  gradi , secondo  il  numero  de’  fat- 
tori eguali  da’  quali  nascono.  Una  potenza  si  dice  di  secondo  grado, 
di  terzo  grado,  di  quarto  grado,  ec.  quando  nasce  da  due,  da  tre, 
da  quattro,  ec.  fattori. 

Da  ciò  risulta  che  il  grado  di  una  potenza  può  essere  indicato 
dal  suo  esponente. 

La  seconda  e la  terza  potenza  di  un  numero  si  chiamano  ancora 
il  quadrato,  ed  il  cubo  del  numero,  e ciò  per  alcune  relazioni  che 
hanno  queste  potenze  con  le  figure  che  in  geometria  si  chiamano 
quadrato  e cubo. 

12.  Una  quantità  per  rispetto  ad  una  sua  potenza  si  chiama  ra- 
dice , e le  radici  si  distinguono  anche  in  gradi , secondo  i gradi 
stessi  delle  potenze.  Cosi  la  quantità  a è la  radice  seconda , o qua- 
drata di  a*  ; è la  radice  terza,  o cubica  di  a1  ; è la  radice  quarta 
di  a*,  ec.  In  generale  si  chiama  radice  seconda,  tersa,  quarta,  ec. 
di  un  numero , quell'  altro  numero  che  elevato  alla  seconda , alla 
terza , alla  quarta , ec.  potenza  produce  il  numero  dato. 

La  radice  da  estrarsi  da  una  quantità  si  dinota  scrivendo  la 

quantità  sotto  al  segno  V r che  si  chiama  radicale , e mettendo 
nell’apertura  il  numero  che  indica  il  grado  della  radice  da  estrarsi; 
questo  numero  si  chiama  indice  o esponente  del  radicale.  Così  la 

radice  quinta  di  a si  rappresenta  con  Va,  e si  legge  radice  quinta 
di  a , e 5 ò l’indice  del  radicale. 

Quando  la  radice  da  estrorsi  è la  seconda , ossia  eh’  ò la  radice 

quadrata,  allora  si  omette  di  scrivere  l’indice  al  radicale.  Così  Va 
significa  la  radice  quadrata  di  a. 

13.  Si  chiama  quantità  algebrica,  o espressione  algebrica  un'espres- 
sione di  una,  o composta  da  più  lettere,  che  rappresentano  numeri,  e 
legate  tra  loro  da  una  o da  più  operazioni. 

Cosi  5o*ò , — jrj — , 8 cVab  sono  quantità  algebriche. 

14.  Le  quantità  algebriche  separate  le  une  dalle  altre  dal  se- 
gno -H  , o dal  segno  — , si  chiamano  termini. 

Un  termine  che  non  è preceduto  da  nessun  segno,  s’intende  che 
abbia  il  segno  -t-  , ed  un  termine  che  non  ha  coefficiente  s’intende 
che  abbia  per  coefficiente  l'unità, 

Una  quantità  che  ha  un  solo  termine  si  chiama  quantità  mono- 
mio, o semplicemeute  monomio  ; composta  di  due  termini  si  dice 
binomio , di  tre  termini  si  dice  trinomio , e così  di  seguito.  In 
generale  si  chiama  polinomio  un’espressione  algebrica  composta  di 
più  termini. 

I polinomi  si  chiamano  ancora  quantità  complesse,  e per  l'opposto 
i monomi  si  dicono  quantità  incomplesse. 
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16.  Due  termini  si  dicono  simili  quando  sono  composti  dalle 
stesse  lettere  affette  dogli  stessi  esponenti,  e differiscono  solo  nei 
coefficienti  o ne' segni.  Cosi  3a‘b‘ , e 5 a’b’  sono  due  termini  si- 
mili, come  ancora  5a46V , e — 2a46V  sono  due  termini  simili. 


16.  Il  valore  numerico  di  una  quantità  monomia  è il  risulta- 
mento  che  si  ottiene  sostituendo  a ciascuna  lettera  il  numero  che 
rappresenta,  ed  eseguendo  tutte  le  operazioni  indicate. 

Cosi  i valori  numerici  delle  quantità  3a*6  c — , quando  si 


fa  a=6,  e 6=4  sono 
3, 6*. 4=3. 36. 4=432  , 


5.6*  5.216 

6 XI-  8 — 


11  valore  numerico  di  un  polinomio  6 la  differenza  tra  la  somma 
de'valori  numerici  de’termini  positivi  e quella  de’termini  negativi. 

Segue  da  ciò,  che  il  valore  numerico  di  un  polinomio  non  varia, 
quando  si  cambia  l’ ordine  de’  suoi  termini  ; poiché  qualunque  sia 
l’ordine  de’termini  del  polinomio,  la  somma  de' termini  positivi 
e quella  de’ termini  negativi  non  variando,  la  loro  differenza  nè 
anche  varia , e quindi  il  valore  numerico  del  polinomio  rimane 
sempre  lo  stesso. 


17.  Una  quantità  algebrica  si  dice  intera,  quando  non  contiene 
nè  il  segno  radicale,  nè  quello  della  divisione. 

Per  l'opposto  una  quantità  è frazionaria  quando  contiene  il  se- 
gno della  divisione.  Cosi  la  quantità  3a" — 4òc  è intera,  e la  quan- 
te 

tità  3a* =j-  è frazionaria. 

o a 


18.  Il  grado  di  un  monomio  intero  per  rapporto  ad  una  lettera, 
è l’esponente  di  questa  lettera  , ed  il  grado  per  rapporto  a più 
lettere  è la  somma  degli  esponenti  di  queste  lettere. 

Quando  si  tratta  del  grado  di  un  monomio  , senza  indicare  al- 
cuna lettera,  s’intende  del  grado  che  ha  il  monomio  per  rispetto 
a tulle  le  lettere. 

Cosi  4a’6*c  è di  terzo  grado  per  rapporto  ad  a , del  secondo 
per  rapporto  a 6 , del  primo  per  rapporto  a c , e del  sesto  ri- 
spetto a tutte  le  lettere. 

Il  grado  di  un  polinomio  per  rapporto  ad  una  lettera,  è il  più 
grande  esponente  che  ha  questa  lettera  ne’  termini  del  polinomio. 

Il  grado  di  un  polinomio  per  rapporto  a molte  lettere,  è la  più 
gran  somma  che  si  ottiene  addizionando  in  ogni  termine  gli  espo- 
nenti di  queste  lettere. 

Quando  un  monomio,  o un  polinomio  non  contiene  una  data  let- 
tera, si  dice  essere  del  grado  zero  rispetto  a quella  lettera. 

Cosi  il  polinomio  3a46’c — 2a’6c“-t-4u6V,  è del  4.°  grado  per 
rapporto  alla  lettera  a ; è del  ù.”  grado  per  rispetto  a 6 ; è del  6.” 
per  rispetto  a c , del  7.°  per  rispetto  alle  lettere  a , 6 ; dell’  8.° 
per  a , e c , del  9.”  per  6 , e c , e del  10."  grado  per  rispetto 
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a tutte  le  lettere.  Lo  stesso  polinomio  è del  grado  zero  per  ri- 
spetto alla  lettera  d. 

19.  Un  polinomio  si  dice  omogeneo  quando  ha  tutti  i termini 
dello  stesso  grado.  Si  dice  razionale  quando  non  contiene  radicale 
alcuno , e si  dice  irrazionale  quando  contiene  qualche  radicale. 
Così  il  polinomio  7a’6*c* — 3a’b’c  4-  2a*6V  è omogeneo  ed  6 ra- 
zionale, ed  il  polinomio  3 a*6 — Sellai»  è irrazionale. 

20.  Si  dice  riduzione  o contrazione  de' termini  simili  di  un  poli- 
nomio, l’ operazione  con  la  quale  un  polinomio  che  contiene  ter- 
mini simili,  si  riduce  al  minimo  numero  di  termini. 

Sia  per  esempio  il  polinomio 

8 abe + 3 a'—  66*4-  2a'b  4-  4 a*-}-  36*—  7a’6  + 1 06’—  5a*  4-  5a'6. 

Poiché  l’ordine  de’ termini  può  essere  variato  (n.  16 ) , perciò 
si  può  scrivere  il  polinomio  in  questo  modo 

8a6c  4-  3a*-+-  4a* — Sa*-t-  36*-+- 1 06'—  66*4-  2a’6  4-  5a’6— 7a’6 , 

e sotto  questa  forma  si  vede  che  la  quantità  a * dev’essere  ripe- 
tuta 3 volte  , più  4-  altre  volte , che  fanno  7 volte , e poi  deve 
essere  sottratta  5 volte , e perciò  rimane  ripetuta  2 volle.  Onde 
i tre  termini  3a*-t-4a* — Sa*  si  riducono  a 2a*.  Del  pari  la  quan- 
tità b‘  dev’essere  presa  3 volte,  più  10  altre  volte,  che  fanno 
13  volte , e poi  sottratta  6 volte  , rimane  addizionata  7 volte. 
Dunque  j tre  termini  36*4-106' — 66'  si  riducono  a 76*.  In  fine  la 
quantità  a'b  dev’essere  addizionata  2 volte,  più  5 volte,  che  fanno 
7 volte , e poi  dev’  essere  sottratta  anche  7 volte , e siccome  la 
somma  è distrutta  dalla  sottrazione,  così  queste  quantità  rimangono 
distrutte,  e quindi  i tre  termini  2a’&4-5a*6 — 7a'6  si  riducono  a 
zero.  Onde  il  polinomio  proposto  prende  la  forma 

8a&c  4-  2a*4-  76’. 

In  generale  : per  ridurre  un  polinomio  che  contiene  termini  si- 
mili al  minimo  numero  di  termini , in  luogo  di  ciascun  gruppo 
di  termini  simili  si  metterà  un  solo  termine  simile  ad  essi , con 
un  coefficiente  che  sia  quanto  la  differenza  tra  la  somma  de’ coeffi- 
cienti preceduti  dal  segno  4-  e quella  de'  coefficienti  preceduti  dal 
segno  — , e dando  a quest’  unico  termine  il  segno  della  maggiore 
di  queste  due  somme. 

21.  Ordimre  un  polinomio  per  rapporto  ad  una  lettera,  signi- 
fica scrivere  i suoi  termini  secondo  l’ordine  crescente  o decrescente 
degli  esponenti  di  questa  lettera,  che  si  chiama  lettera  principale 
o lettera  ordinatrice. 

Quando  il  polinomio  contiene  più  termini  che  hanno  la  stessa 
potenza  della  lettera  principale , si  scrive  una  sola  volta  questa 
lettera  ed  a sinistra,  tra  parentesi,  o in  colonna  verticale  si  scri- 
vono le  quantità  che  moltiplicano  questa  potenza. 
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Così  il  polinomio 

3a*6‘ — 5a6*4-  7a*4-  3«*6*—  86*—  4a46 
ordinalo  secondo  le  potenze  decrescenti  di  a,  prende  la  forma 
7a*-  Wb  4-  3a’6*4-  3a*6J—  5o6*— 86* , 

ed  in  questo  caso  a è la  lettera  principale. 

Del  pari  il  polinomio 

3a*6  + 56* — 86'c  4-  7a6’4-  4a’-t-  oa’c  4-  3 abe  4-  3c* — 2aem  ; 


ordinato  secondo  gli  esponenti  decrescenti  di  a prende  la  forma 
4<z*4-  (36  4-  5c)  a* 4-  (76*4-  36e — 2cm)  a 4-  56*—  86*c  4-  3c* , 
o pure  quest’ altra  forma 


4ct34-  36 
4- 


o’4- 76* 
4-36c 
I — 2c* 


0 4-561 
— 86‘c 
+-3C1 


22.  Da  ciò  segue  che  un  polinomio  omogeneo  c che  contiene 
due  lettere , se  si  ordina  secondo  le  potenze  decrescenti  di  una 
delle  lettere , resterà  anche  ordinato  secondo  le  potenze  crescenti 
dell'altra.  In  fatti,  essendo  il  polinomio  omogeneo,  in  ogni  ter- 
mine la  somma  degli  esponenti  delle  due  lettere  è sempre  la  stessa  ; 
ma  gli  esponenti  della  prima  lettera  vanno  decrescendo , dunque 
que’  dell’  altra  dovranno  andare  crescendo.  Così  il  primo  de’ due 
polinomi  precedenti  è omogeneo  e contiene  due  lettere  a , e 6 , 
ed  avendolo  ordinato  secondo  le  potenze  decrescenti  di  a , è ri- 
masto anche  ordinato  secondo  le  potenze  crescenti  di  6. 

Si  ricava  ancora  che  un  polinomio  ordinato  per  rapporto  ad  una 
lettera , sarà  completo , 0 incompleto  secondochè  conterrà  0 pur 
no,  tutte  le  potenze  della  lettera  principale,  cominciando  da  quella 
del  grado  più  elevato  , e terminando  a quella  del  grado  zero  : e 
nel  caso  che  il  polinomio  è completo,  il  numero  de' termini  sarà 
quanto  il  grado  del  polinomio  rispetto  alla  lettera  principale,  ac- 
cresciuto dell’unità. 

Così  il  polinomio  a* — 3a*b — 5a'6’4-4a*6s4-2a6* — 36*  è di  quinto 
grado,  ed  è completo  rispetto  ad  a,  ed  il  numero  de’terraini  è 5-t— i =6. 

Il  polinomio  3a* — 5a*64-7e*  è di  terzo  grado  per  rispetto  ad  a ; 
ma  è incompleto , perchè  è mancante  del  termine  contenente  la 
prima  potenza  di  a. 


\ 
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LEZIONE  II. 

Dell'addizione  e della  sottrazione  delle  quantità  algebriche. 


AUDIZIONE. 

23.  L'  addizione  algebrica  è quella  operazione  con  la  quale  es- 
sendo date  più  quantità  se  ne  trova  un'altra  il  cui  valore  nume- 
rico sia  quanto  la  somma  de’valori  numerici  di  tutte  le  quantità  date. 

Sieno  in  primo  luogo  da  addizionarsi  le  quantità  monomie  3a*. 
5 à*  , 4 c'd , la  loro  somma  sarà  evidentemente  il  trinomio 
3a,-t-5à,+4c,d, 

il  quale,  perchè  non  contiene  termini  simili,  non  ammette  alcuna 
riduzione. 

Del  pari  sieno  da  addizionarsi  le  quantità 

8 a*6*  , oa*6*c  , 4a6V  , 7a*6V  , 5a'6*  , 3a6V  ; 
la  loro  somma  sarà  il  polinomio 

8a’à’-+-  iiaVc  -+-  4a&V-+-  7a*6*c  4-  5a'6*-+-  3a6*c* , 
cliedietro  la  riduzione  de’tcrminisimilidiventa  1 3a’à'+ 1 ìa'b'c+7 ab'c'. 

24.  Sieno  ora  da  addizionarsi  due  polinomi  rappresentati  da  A e B. 

Per  eseguire  questa  operazione  si  osserverà  che  addizionare  il 

polinomio  B col  polinomio  A significa  unire  al  polinomio  A , il 
valore  del  polinomio  B;  ossia  unire  ad  A l'eccesso  della  somma 
de'  termini  positivi  su  quella  de’  negativi  di  B ; e ciò  vuol  dire 
accrescere  A di  tutti  i termini  positivi  di  B c poi  diminuirlo  di 
tutti  i termini  negativi.  Ora  è chiaro  che  quest'ultima  operazione 
si  ottiene  scrivendo  in  seguito  al  polinomio  A tutti  i termini  del 
polinomio  B , ciascuno  col  proprio  segno. 

Nella  pratica,  per  maggiore  comodità,  si  scrivono  i due  poli- 
nomi A e B 1'  uno  sotto  all'  altro , e poi  su  di  essi  si  fa  la  ridu- 
zione determini  simili. 

Se  i polinomi  da  addizionarsi  sono  tre  A . B , C , in  tal  caso 
si  addiziona  A con  B , e la  somma  che  risulta  si  aumenta  del  po- 
linomio C. 

In  generale  C addizione  algebrica  de' polinomi  si  esegue  scrivendo 
i polinomi  l’uno  sotto  all’altro,  co' proprii  segni,  e poi  facendo 
la  riduzione  de"  termini  simili. 

Esempio.  Proponiamoci  di  addizionare  i polinomi 

2a“  — 7a’b'-h9a‘b‘ — 4u6*+865 
13a’6* — 4u’6*-+-3èV — 1065  -+-4AV 
7aV-t-  Sa'b’+Jab*  — 106'  — 36'c* 

10a*  4-  2a’6* — 9a*6* — 3a64-(-7&,‘ 

12a5  4- 1 5a’6*4-4a*è* — 5 è"  -+-4à*c*. 
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Scriveremo  questi  polinomi  l'uno  sotto  all’altro,  e poi  faremo  la 
riduzione  de' termini  simili , avvertendo  che  i primi  termini  per- 
chè non  preceduti  da  segno  alcuno/ si  considerano  come  se  aves- 
sero il  segno  (n.  14). 


SOTTRAZIONE. 

25.  La  sottrazione  algebrica  è un'operazione  con  la  quale  date 
due  quantità  , se  ne  cerca  una  terza  , chiamata  differenza , che 
unita  alla  seconda  riproduca  la  prima. 

Sia  da  sottrarsi  il  monomio  5a6*  dall’altro  7a,6*,  la  differenza 
sarà  evidentemente  7a’6* — 6 ab*. 

Del  pari  se  dal  monomio  8a*6*c  si  vuol  togliere  l’ nitro  3 a*b*c, 
la  differenza  sarà' 

8 a*b'c  — 3aVc  , ovvero  ’òafb'c. 

Sia  da  sottrarsi  dal  polinomio  a + 6 — e l’altro  d — e-+-f,  dico 
che  la  differenza  sarà 

a -}-6  — c — d-t-e — f. 

In  fatti  accresciuta  questa  quantità  del  secondo  polinomio  d — e-t -f, 
si  ottiene 

a-f-à — c — d-t-e — f-hd  — e-t-f; 

la  quale  quantità  dopo  la  riduzione  de’temiini  simili  diventa  a+6 — e, 
eh' è appunto  il  primo  polinomio. 

Dunque  in  generale  per  sottrarre  da  un  polinomio  un  altro  po- 
linomio, si  scrivono  dopo  il  primo  tutti  i termini  del  secondo  con  i 
segni  cambiati,  cioè  in  ogni  termine  da  sottrarsi  si  cambia  il  + 
in  — , ed  il  — in  4- , e poi  si  fa  la  riduzione  de'  termini  simili. 

Operando  secondo  questa  regola  si  trova  che  la  differenza  de' due 
polinomi 

3a*b’c — 4a’6V — 2a6'c+86V  , e 2a*ò'e— *a*6V— Hab’c—  46V 
è 

3 a‘6*c  — 4a*6’c* — 2 ab’c  + 86V—  2aVc+4a,6’c*+  5 ab'c  -4-  46V  , 
che  per  la  riduzione  de' termini  simili  diventa 
a46*c+  3a6*c+ 12  6V. 

26.  Dalle  regole  dell'  addizione  e della  sottrazione  risulta  chia- 
ramente , che  in  un  polinomio  si  possono  scrivere  tra  parentesi 
alcuni  de’  suoi  termini,  facendo  precedere  le  parentesi  dal  segno  -4-, 
o dal  segno  — , secondochè  i termini  racchiusi  tra  le  medesime 
si  sono  scritti  co'proprii  segni,  o co’ segni  cambiati. 

Cosi  nel  polinomio  a + 6 — c-t-d  — e-f-hg  si  possono  racchiu- 
dere tra  parentesi  gli  ultimi  quattro  termini,  in  questi  due  modi 

a+6 — c + (d — e — f-t-g), 
o pure  a + 6 — c — ( — d + e + f — g). 

Le:,  di  Alg.  - 
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La  ragione  si  è,  che  in  questi  due  polinomi  eseguendo  le  ope- 
razioni accennale  dal  segno  che  precede  la  parentesi , cioè  nel 
primo  l'addizione,  e nel  secondo  la  sottrazione  de' termini  rac- 
chiusi fra  le  parentesi,  si  ottiene  sempre  il  polinomio  proposto. 

Questa  trasformazione  di  un  polinomio  in  due  parli  separale  dal 
segno  +•  o dal  segno  — , essendo  utilissima,  occorre  spesso  in  Al- 
gebra la  necessità  di  doverla  praticare, 

LEZIONE  III. 

Della  moltiplicazione  delle  quantità  algebriche. 

27.  La  moltiplicazione  algebrica  è un’operazione  per  la  quale  es- 
sendo date  due  quantità  , se  ne  cerca  un’altra  il  cui  valore  nu- 
merico sia  quanto  il  prodotto  de' valori  numerici  delle  due  date. 

Dicemmo  al  numero  5 della  prima  lezione  che  il  prodotto  di  più 
lettere , ossia  di  più  numeri  rappresentati  da  lettere , si  dinota 
scrivendo  queste  lettere  l’ una  appresso  all’  altra , senza  interposi- 
zione di  segno  alcuno.  Dicemmo  ancora  che  per  indicare  il  pro- 
dotto di  una  lettera  per  un  numero , si  scrive  il  numero  avanti 
alla  lettera  anche  senza  interposizione  di  segno  alcuno.  Risulta  da 
questa  convenzione  che  il  prodotto  delle  quantità  12  , a*  , ò* , c 
si  rappresenterà  col  monomio  ^a’à’c.  Ed  è facile  comprendere 
che  il  valore  di  questo  prodotto  non  deve  cambiare,  qualunque  sia 
l’ordine  col  quale  si  scrivono  le  lettere  a , 6 , c , per  la  ragione 
che  queste  lettere  rappresentano  numeri,  e per  i numeri  sappiamo 
dall’ aritmetica  che  il  prodotto  non  varia,  qualunque  sia  l’ordine 
col  quale  si  moltiplicano  i suoi  fattori. 

28.  Sieno  ora  da  moltiplicarsi  due  potenze  di  una  stessa  quantità, 

per  esempio,  a*  per  as:  siccome  a*  è quanto  aaaa,  ed  a1  è quan- 
to aaa,  così  moltiplicare  a4  per  a"  vale  lo  stesso  che  moltiplicare  aaaa 
per  aaa,  e per  quello  che  precede  il  prodotto  è aaaaaaa,  ossia  a’, 
perciò  sarà  In  generale  per  moltiplicare  am  per  a"  si 

osserverà  clic  am  indica  il  prodotto  di  m fattori  ciascuno  eguale 
ad  a , e che  del  pari  a”  dinota  il  prodotto  di  n fattori  ciascuno 
eguale  ad  a;  onde  moltiplicare  a”  per  aB  significa  moltiplicare  m 
fattori  ciascuno  eguale  ad  a per  altri  n fattori  ciascuno  pure  eguale 
ad  a,  e questo  prodotto  si  ottiene  scrivendo  appresso  agli  m fat- 
tori gli  altri  n fattori , il  che  darà  un  prodotto  di  m+n  fattori, 
ciascuno  eguale  ad  a.  Ma  il  prodotto  di  una  quantità  presa  m -t-  » 
volte  come  fattore,  è la  potenza  del  grado  m-t-n  di  questa  quan- 
tità, dunque  questo  prodotto  sarà  la  potenza  del  grado  wi-l-n  di  a, 
ossia  che  sarà  am+B,  onde  sarà  amXflB=am+*.»>Dunque  si  mol- 
tiplicano le  potenze  di  una  stessa  quantità  con  addizionare  gli  espo- 
nenti di  tutte  le  potenze. 

Risulta  da  questa  regola  che  a*Xfl,Xa*xa*=a,t , e che 
amxa”x.u’’><za'l=am+n+p+i. 
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29.  Moltiplicazione  di  due  monomi. 

Sia  da  moltiplicarsi  il  monomio  8a*6V  per  l' altro  monomio 
3a'b'd \ Siccome  8a*b'c*=8.a*.b’ .c*  , e 3o’òa<r=3 . a'  J? .<l' , «osi 
sarà  8a4&Vx3as6*d,=8.a4.6,.c*.3.a,.ò*.ciI=8.3.a*.a1.6^6^c^rf,: 
ma  8.3  = 24,  a*.a’=a’,  &’.6*=65,  dunque  sostituendo  sarà 
8a*6Vx3aW=  24a76scV. 

Dunque  in  generale  per  moltiplicare  due  o più  monomi  bisogna  : 
4.°  Moltiplicare  i coefficienti. 

2.°  Addizionare  gli  esponenti  delle  stesse  lettere. 

3°  Scrivere  luna  appresso  all'altra  le  lettere  diverse. 

Poiché  nel  prodotto  di  più  monomi  l’esponente  di  ciascuna  let- 
tera è la  somma  degli  esponenti  che  ha  la  stessa  lettera  ne’  fat- 
tori , ne  segue  che  il  grado  del  prodotto  di  più  monomi  è guanto 
la  somma  de’ gradi  de' suoi  fattori. 


30.  Moltiplicazione  di  un  polinomio  per  un  numero. 

Sia  da  moltiplicarsi  il  polinomio  a — 6-t-e  pel  numero  m.  Pos- 
sono darsi  due  casi , o che  m sia  intero  , o che  sia  un  numero 
frazionario.  Sia  in  primo  luogo  m un  numero  intero;  è chiaro  che 
l'operazione  si  riduce  a ripetere  questo  polinomio  m volte,  ossia 
ad  addizionare  m polinomi  ciascuno  eguale  al  proposto  a — 6-{-c, 
onde  il  prodotto  cercato  sarà  quanto  la  somma  di  questi  ni  poli- 
nomi. Quindi  se  immaginiamo  scritti  questi  m polinomi  l’uno  sotto 
all'altro  , e che  su  di  essi  si  faccia  la  riduzione  de’ termini  simili , 
la  sommo  sarà  formata  dalla  quantità  a presa  ni  volte , do  — b 
presa  anche  m volte , e dalla  quantità  c presa  pure  m volte. 
Ma  a presa  m volte  signiOca  a + a -t-  a + a + a -t-ec.  che  si  riduce 
ad  ma;  la  quantità  — b presa  m volte  vale  — b — b — 6 — b — 6 — cc. 
che  si  riduce  a — mb ; ed  in  fine  la  quantità  c presa  m volte  vuol 
dire  -t-c-t-c -He -t-c-t-c-4- ec.  che  si  riduce  od  me,  dunque  il  pro- 
dotto di  a — 6-t-c  per  m sarà  formato  dal  complesso  di  ma, — mà.-pmc. 
Onde  sarà 

m(a  — 6-t-c)  — ma — mb  -t-  me. 


Supponiamo  in  fine  che  il  numero  m sia  frazionario,  c sia  m , 
si  tratta  di  moltiplicare  il  polinomio  a — 6 + c per  la  frazione  -• 
Osserveremo  a tale  oggetto  che  il  numero  p vale  g volte  la  frazione  £ , 


e che  perciò  moltiplicando  il  polinomio  dato  per  p , verremo  a 
moltiplicarlo  g volle  più  del  vero , ed  il  prodotto  che  si  ottiene 
pa  — pb  + pc  sarà  per  conseguenza  anche  g volle  maggiore  del 
vero.  Onde  il  vero  prodotto  sarà  la  parte  di  pa — pb  -t- p<: , 
ossia  che  sarà  il  quoziente  di  pa  — pb+pc  , diviso  per  g.  Ma  il 
quoziente  della  somma,  o della  differenza  di  due  quantità,  divisa 
per  un  numero,  è quanto  la  somma , o la  differenza  dei  quozienti 
che  si  ottengono  dividendo  ciascuna  quantità  per  lo  stesso  numero: 
dunque  il  quoziente  di  pa  — pb+pc  diviso  per  g,  c quindi  il  pro- 
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. . pa  pò  pc  . p p , p _ 

«lotto  cercato,  sara  quanto  — , ossia  - a — -b+-c.  h 

q q q q q q 

rimettendo  m in  luogo  della  frazione  -,  si  ricava  che 

q 

ni  (a — b -+■  e}  — ma  — mb-i-mc. 

Dunque,  qualunque  sin  il  numero  m,  per  moltiplicare  un  poli- 
nomio per  un  numero,  si  moltiplicherà  ogni  termine  del  polinomio 
per  questo  numero,  e si  darà  ad  ogni  prodotto  parziale  lo  stesso 
segno  che  ha  nel  polinomio  il  termine  che  lo  produce. 

31.  Moltiplicazione  di  un  polinomio  per  un  altro  polinomio. 
Sia  da  moltiplicarsi  il  polinomio  a — 6 -4—  c per  l’altro  polino- 
mio d — e-t-f.  Rappresentiamo  con  m il  polinomio  d — e + f, 
ossia  facciamo  m=d — e-t -{,  e moltiplichiamo  il  polinomio  a — 6-t-c 
per  m.  Dopo  quanto  precede  il  prodotto  sarà  ma  — mb+mc  ; c 
rimettendo  in  luogo  di  m il  polinomio  d — e + f,  questo  prodotto 
diventa 

(d — e + f)  a — (d  — e + f)b  + (d  — e + f)c. 

Ma  abbiam  veduto  che 

(d — e-hf)a  è quanto  ad — ae  + af, 

[d — e + f)b  è quanto  bd  — be  + bf, 

(d — e-t -f)c  è quanto  cd  — ce  + cf; 

dunque  sottraendo  il  secondo  di  questi  prodotti  dal  primo,  e poi 
aggiungendo  il  terzo,  si  ottiene  il  prodotto  cercato,  cioè  sarà 

(a — b+c)(d—e+f)—ad — ae+af—bd+be — bf+cd — ce+cf. 

• Esaminando  questo  prodotto  si  vede  ch’osso  è formato  da  ciascun 
termine  di  un  polinomio  moltiplicato  successivamente  per  ciascun 
termine  dell'altro. 

Si  vede  ancora  che  i termini  positivi  ad,  af,  be , cd,  cf  deri- 
vano da  fattori  affetti  da  segni  simili,  cioè 

-t-ad  deriva  da  +ax+d 
-haf  deriva  da  +ax+f 
+ be  deriva  da  — b x; — e 
-t-cd  deriva  da  +cx+d 
-t -cf  deriva  da  +cx+f. 

c che  i termini  negativi  — ae,  — bd,  — bf , — ce  derivano  da 
fattori  affetti  do  segni  contrari,  cioè 

— ae  deriva  da  +ux — e 
— bd  deriva  da  — bx+d 

— bf  deriva  da  — bx+f 

— ce  deriva  da  4-  ex — e 

Dunque  possiamo  stabilire  che  nella  moltiplicazione  algebrica,  ogni 
termine  del  prodotto  avrà  il  segno  + o il  segno  — secondochè  i due 
fattori  che  lo  producono  sono  dello  stesso  segno,  o di  segni  contrari. 
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La  regola  dunque  per  eseguire  la  moltiplicazione  di  duo  poli- 
nomi consiste  nel  moltiplicare  successivamente  tutto  il  moltiplicando 
per  ciaicun  termine  del  moltiplicatore,  dando  ad  ogni  prodotto  par- 
ziale il  segno  -t- , o il  segno  — , secondochè  » du«  fattori  che  lo 
producono  sono  dello  stesso  segno,  o di  segni  contrari.  La  somma 
di  tutti  i prodotti  parziali  ottenuti  sarà  il  pi'odotto  totale. 

32.  Il  prodotto  di  due  polinomi  dovendo  contenere  i prodotti 
successivi  di  ogni  termine  del  moltiplicando  per  ogni  termine  dei 
moltiplicatore,  è facile  comprendere  che  la  moltiplicazione  di  due 
polinomi  si  esegue  con  le  successive  moltiplicazioni  di  due  mo- 
nomi. Onde  dalla  esposta  regola  de' segni  e dalle  tre  regole  stabilite 
al  n."  29,  trattando  del  prodotto  di  due  monomi,  si  può  dedurre 
che  nella  moltiplicazione  algebrica  bisogna  praticare  le  seguenti 
quattro  regole. 

1. a  Regola  de'  segni.  I fattori  di  segni  simili  danno  il  prodotto 
col  segno  più,  e quelli  di  segni  dissimili  lo  danno  col  segno  meno. 

2. °  Regola  de'  coefficienti.  1 coefficienti  de' due  fattori  si  mol- 
tiplicano. 

3. a  Regola  degli  esponenti.  Gli  esponenti  delle  lettere  comuni 
a'  due  fattori  si  sommano. 

4. a  Regola  delle  lettere  diverse.  Le  lettere  diverse  si  scrivono 
una  appresso  l'altra. 

33.  Nella  moltiplicazione  di  due  polinomi,  per  mettere  un  certo 
ordine  ne’  prodotti  parziali , ed  anche  per  facilitare  la  riduzione 
de'  termini  simili , si  ordineranno  i due  polinomi  secondo  le  po- 
tenze decrescenti  o crescenti  di  una  stessa  lettera,  indi  si  eseguirà 
la  successiva  moltiplicazione  di  tutto  il  moltiplicando  per  ciascun 
termine  del  moltiplicatore  , cominciando  da  sinistra  ed  andando 
verso  destra , scrivendo  i prodotti  parziali  in  linea  orizzontale  , 
ed  in  modo  che  i termini  simili  cadano  in  colonna  verticale  l'uno 
sotto  l'altro  , e poi  si  farà  la  riduzione  de’  termini  simili.  Ecco 
un  esempio. 

Sia  da  moltiplicarsi  il  polinomio. 

3oò*- f-Sa’ — 26’ — 4 a'b  per  l'altro  2aò-f- 3a* — 46*. 

Si  ordinano  questi  due  polinomi  secondo  le  potenze  decrescenti  di 
una  stessa  lettera,  di  a per  esempio,  e verrà 

Moltiplicando...  5os — 4n’6+-'  3a6* — 26J 

Moltiplicatore...  3a*+-  2 ab — 4i“ 

15as — 12a*6-t-  9aV—  6 a*6* 

Prodotti  parziali...  10a*6—  8aV-+-  da'b2 — 4a6* 

— 20a,6,-t-16aV—  12«ò*-f-8ò‘ 

Prodotto  totale...  15a* — 2a*b — 19a’6’-t-16aV — 16<zò*-t-86\ 

La  prima  linea  di  questi  prodotti  parziali  contiene  i prodotti 
successivi  di  ciascun  termine  del  moltiplicando  pel  primo  termine  3a* 
del  moltiplicatore,  c dessa  si  è formata  nel  seguente  modo. 
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1 termini  5a’,  e 3 aa  che  seno  i primi  termini  de'  due  polino- 
mi. avendo  tacitamente  il  segno  4-  (n.  44),  si  dirà:  4-  per 
dà  4- , ma  non  si  scrive  per  essere  il  segno  del  primo  prodotto 
parziale;  indi  si  dirà  5,  coefficiente  di  a’,  per  3,  coefficiente  di  a*, 
fa  15,  c si  scrive  15  al  prodotto:  a1  per  a*  fa  a',  e si  scrive  a5 
a fianco  a 15,  c si  avrà  cosi  15a*  pel  primo  prodotto  parziale. 

Passando  al  secondo  termine  — 4a’6  del  moltiplicando,  si  dirà: 
— per  -f-,  dà  — , e si  scrive  — alla  destra  di  15a’,  poi  4 coeffi- 
ciente di  a*6 , per  3 coefficiente  di  a*,  dà  12,  e si  mette  12 
appresso  al  segno  — che  si  è scritto;  a*  per  a*  fa  a4,  e si  scrive 
a4  a destra  di  12,  c b essendo  lettera  diversa,  si  scrive  tal  quale 
appresso  ad  a4,  e verrà  cosi  — 12a*6  per  secondo  prodotto  parziale. 

Passando  al  terzo  termine  +3a6*  del  moltiplicando,  si  dirà  : 
4-  per  -t-  dà  4- , e si  scrive  4-  appresso  a — 12a46 , indi  3 , 
coefficiente  di  ab4,  per  3 coefficiente  di  a*,  fa  9,  e si  scrive  9 
a destra  del  segno  4-  che  si  è scritto;  poi  a per  a*  fa  a‘,  e si 
scrive  a*  appresso  a 9 , e b4  essendo  lettera  diversa  si  scrive  (al 
(piale  appresso  a 9a’,  e verrà  4-  9a’6*  pel  terzo  prodotto  parziale. 

In  fine  passando  al  quarto  termine  — 26’,  del  moltiplicando,  si 
dirà;  — per  4- dà  — , c si  scrive  — appresso  a 4-9a’6,  poi  2, 
coefficiente  di  6’,  per  3,  coefficiente  di  a*,  fa  6,  e si  scrivo  6 a 
destra  del  segno  — che  si  è scritto,  e perchè  o“  e 6’  sono  let- 
tere diverse,  si  scrivono  l'una  dopo  l'altra,  appresso  a — 6,  e 
verrà  — 6a“6’  pel  quarto  prodotto  parziale  , e così  si  formerà  la 
prima  linea. 

Nello  stesso  modo  si  opererà  per  formare  la  seconda  c la  terza 
linea  de'  prodotti  parziali,  che  contengono  i prodotti  successivi  di 
ciascun  termine  del  moltiplicando  per  2a6,  e per  — 46*  che  sono 
il  secondo  c il  terzo  termine  del  moltiplicatore. 

Secondo  esempio  : _ 

ha4—  6o?4-  a*6* — lab'—  56‘ 

5a’+-  8a*6 — 4a6*4-  b' 

20a’ — 30aV>4-  5a‘6*—  35oV— 25aV 

32a°b— 48a56*4-  8a*6’— 56aV— 40a"6’ 

— 1 Ga'b4+2ha4b'—  4a ’6M-*28a*6s  H-20a68 

\a4b'—  6a’6‘-t-  a"6‘—  7a6*— 56’ 

20a’4-  2a*6— 59a’6*4-  a*6’— 9 la V— ì Ì a’ò’4-1 3a6‘— 56’ . 

Quando  i polinomi  da  moltiplicarsi  non  sono  completi , nello 
scrivere  i prodotti  parziali  si  lasciano  degl’ intervalli  per  situare  i 
termini  simili  in  colonna  verticale.  Ecco  un  esempio 
3a4 — 5a’6*4-  26‘ 

2(T — 3a6  — 46a 

Ga“  — ^lÒoV  ha'b4  ' 

— 9a56  4- 1 ’òa'b'  — 6a6’ 

— I2a‘6a  4-20  u’6*  —86" 

6a* — 9a’6  — 22a46*-t- 1 5a’6’  4 24 a*b'— 0o6  — 86" . 
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34.  Dopo  quanto  precede  si  potranno  fare  sulla  moltiplicazione 
ili  due  polinomi  le  seguenti  interessanti  osservazioni. 

l.°  Se  i due  polinomi  da  moltiplicarsi  sono  omogenei,  il  loro 
prodotto  verrà  pure  omogeneo. 

2-°  Il  grado  del  prodotto  è sempre  quanto  la  somma  de’  gradi 
de' due  polinomi. 

3. °  Quando  i prodotti  parziali  non  contengono  termini  simili, 
il  numero  de’  termini  del  prodotto  totale  è quanto  il  prodotto  dei 
numeri  determini  de’ due  polinomi. 

4. °  Il  prodotto  di  due  polinomi  non  varia  qualunque  sia  l’or- 
dine col  quale  sono  scritti  i termini  di  ciascun  polinomio. 

5. °  Il  prodotto  di  due  polinomi  non  varia  qualunque  sia  l’or- 

dine col  quale  si  moltiplicano  i suoi  fattori. 

6. °  Cambiando  i segni  a'  termini  di  un  polinomio , cambie- 
ranno anche  di  segno  i termini  del  prodotto',  c per  conseguenza 
il  valore  numerico  del  prodotto  cambierà  pure  di  segno. 

7. °  Cambiando  i segni  a’ termini  di  ambo  i polinomi,  i ter- 
mini del  prodotto  non  cambieranno  di  segno  ; poiché  cambiando 
i segni  a’  termini  di  un  polinomio,  i termini  del  prodotto  verranno 
co’  segni  opposti  ; e cambiando  i segni  a’  termini  dell’  altro  poli- 
nomio, i termini  del  prodotto  dovranno  di  nuovo  cambiare  di  segno, 
e quindi  riprenderanno  i segni  primitivi. 

35.  Occupiamoci  ora  di  alcuni  casi  particolari  di  moltiplicazione, 
i cui  risultamenti  sono  di  un  uso  frequente  nell'Algebra. 

Sia  da  moltiplicarsi  a 4-  6 per  a 4-  6 , cioè  sia  da  formarsi  il 
quadrato  di  o-j-  6.  Facendo  la  moltiplicazione  verrà 

a 4-6 
o-l-6 

o*4-Ò6 

ab  4-6*  • 
a*4-2Ó64-6*  ; 

onde  sarà  (a +6)*=  a*4-2a6  4-6*. 

Dunque  : il  quadrato  della  somma  di  due  quantità  è formato  dal 
quadralo  della  prima  quantità,  dal  doppio  prodotto  della  prima  per 
la  seconda , e dal  quadralo  della  seconda  quantità. 

In  oltre  moltiplicando  il  quadrato  di  a-f-6,  ch’è  a*  4-  2a6  -f-  6* 
per  a-i-6,  per  avere  la  terza  potenza,  ossia  il  cubo  di  04-6,  si  ottiene 

o*4-2a6-t-6* 
a +6 

0*4-20*64-  a6* 

o*6  4-  2q6*4-  6* 

o’4-  3a‘b  4—  3o6*-f-  6*  j 

cioè  a dire  che  : il  cubo  della  somma  di  due  quantità  si  compone 
del  cubo  della  prima  quantità,  più  tre  volte  il  quadrato  della  prima 
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moltiplicato  per  la  seconda,  più  tre  volte  la  prima  moltiplicata  pel 
quadrato  della  seconda  , e più  il  cubo  della  seconda. 

Moltiplichiamo  in  fine  a-4-6  per  a — b,  cioè  a dire  la  somma 
di  due  quantità  per  la  loro  differenza , verrà 

a -f-6 
a — b 

a’-f-aft 
— ab  — bm 
a'—b * 

onde  sarà  (a  -+-  b)  (a — 6)=a* — 6*. 

Dunque  : il  prodotto  che  si  ottiene  moltiplicando  la  somma  di  due 
quantità,  per  la  loro  differenza,  è eguale  alla  differenza  de’ qua- 
drati delle  due  quantità. 

LEZIONE  IV. 

Della  divisione  delle  quantità  algebriche. 

36.  La  divisione  algebrica  è Un' operazione  con  la  quale  essendo 
date  due  quantità , una  chiamala  dividendo  e l’ altra  divisore , se 
ne  cerca  una  terza,  chiamata  quoziente  che  moltiplicala  pel  divi- 
sore riproduca  il  dividendo. 

Divisione  di  due  potenze  di  una  stessa  quantità. 

Sia  da  dividersi  a 1 per  a*.  Secondo  la  definizione  della  divisione, 
il  quoziente  dev'essere  tale,  che  moltiplicato  per  a*  riproduca  a’; 
ma  a*  per  diventar  n’  è necessario  che  si  moltiplichi  per  a* , 
dunque  a’  diviso  per  a4  dà  per  quoziente  a1 , ossia  a'~ *. 

Del  pari  sia  da  dividersi  am  per  a”.  Il  quoziente  dev'essere  tale 
che  moltiplicato  per  a"  riproduca  am  ; ma  a"  per  riprodurre  a™ 
è d' uopo  moltiplicarlo  per  am~",  dunque  am~”  sarà  il  quoziente 
di  am  diviso  per  a" , si  avrà  dunque 


In  generale  fi  quoziente  di  due  potenze  di  una  stessa  quantità, 
si  ottiene  con  dare  a questa  quantità  un  esponente  eguale  all'eccesso 
dell'  esponente  che  ha  nel  dividendo  su  quello  che  ha  nel  divisóre. 

Esponente  zero. 

37.  La  regola  dolo  per  la  divisione  di  a“  per  a"  è generale,  e 
vale  per  tutf  i casi  , qualunque  sia  il  valore  degli  esponenti  m 
ed  n,  positivo  o negativo,  intero  o frazionario.  L’esame  di  tutti 
questi  casi  si  farà  nella  lezione  XXII  di  questa  prima  parte;  per  ora 
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c’interessa  esaminare  il  solo  caso  di  nt=:n.  Sia  dunque  da  divi- 
dersi am  per  a'H;  secondo  la  regola  esposta  il  quoziente  sarà  a*-", 
ossia  a".  Per  inlerpetrare  il  signilicato  di  questo  simbolo , si  ri- 
fletterà che  una  quantità  divisa  per  se  stessa  dà  sempre  per  quo- 
ziente l'unità,  e che  perciò  am  divisa  per  om  deve  dare  per  quoziente 
l’unità.  Dunque  sarà  a"=l,  e possiamo  per  conseguenza  stabilire 
che  ogni  quantità  affetta  dal?  esponente  zero  è uguale  al?  unità. 

Divisione  di  due  monomi. 

38.  La  divisione  di  due  monomi  poggia  su  quattro  regole  distinte: 
1.*  la  regola  de’ segni,  2.“  la  regola  de’ coefficienti,  3.*  la  regola 
degli  esponenti , 4.*  la  regola  delle  lettere  diverse.  Esaminiamo 
successivamente  ciascuna  di  queste  regole. 

1.*  Sappiamo  che  nella  moltiplicazione  di  due  monomi,  quando 
i fattori  sono  del  medesimo  segno,  il  prodotto  viene  col  segno  4- , 
e quando  i due  fattori  sono  di  segno  contrario  il  prodotto  viene 
col  segno  — . 

Sappiamo  ancora  che  nella  divisione  il  dividendo  risulta  dalla 
moltiplicazione  del  divisore  pel  quoziente.  Segue  da  questi  due  prin- 
cipi, che  in  una  divisione  se  il  dividendo  ha  il  segno  + , il  di- 
visore ed  il  quoziente  avranno  segni  simili,  o entrambi  4- , o en- 
trambi — ; e se  il  dividendo  ha  il  segno  — , il  divisore  ed  il  quo- 
ziente avranno  segni  diversi , cioè  o il  divisore  + ed  il  quozien- 
te— , o per  l'opposto  il  divisore  — ed  il  quoziente  -+-•  Ecco  il 
quadro  di  tutti  questi  casi: 

Dividendo  Divisore  Quoziente 


Da  questo  quadro  si  vede  che  il  quoziente  avrà  il  segno  4- 
quando  il  dividendo  ed  il  divisore  hanno  lo  stesso  segno  , o en- 
trambi ■+• , o entrambi  — , e che  il  quoziente  avrà  il  segno  — , 
quando  il  dividendo  ed  il  divisore  hanno  segni  opposti,  cioè  o il 
dividendo  -l-  ed  il  divisore  — , o al  contrario  il  dividendo  — ed 
il  divisore  -+-•  Dunque  nella  divisione  de' monomi  la  regola  dise- 
gni è che  segni  st'mifi  danno  al  quoziente  -}-  , e segni  dissimili 
danno  — . 

Questa  regola  si  enuncia  con  dire  : 

4-  diviso  per  4-  dà  4-  , 

4-  diviso  per  — dà  — , 

— diviso  per  4-  dà  — , 

— diviso  per  — dà  4-  , 

2.“  Nella  moltiplicazione  de' monomi  i coeflìcicnti  si  molti- 
plicano ; ma  per  la  definizione  della  divisione  , il  divisore  molti- 

Lez.  di  Alg.  3 
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plicato  pel  quoziente  deve  riprodurre  il  dividendo,  dunque  il  coeffi- 
ciente del  dividendo  deve  risultare  dal  coefficiente  del  divisore  molti- 
plicato per  quello  del  quoziente,  e perciò  il  coefficiente  del  quoziente 
sarà  quanto  il  coefficiente  del  dividendo,  diviso  per  quello  del  divisore. 
Questa  è la  regola  de'  coefficienti. 

3. *  Abbiam  veduto  qui  avanti,  che  per  dividere  due  potenze  di 
una  stessa  quantità  , bisogna  dare  a questa  quantità  un  esponente 
eguale  all’eccesso  dell’esponente  che  ha  nel  dividendo  su  quello  che 
ha  nel  divisore.  Segue  da  ciò  che  nella  divisione  di  due  monomi 
bisogna  scrivere  nel  quoziente  le  lettere  comuni  a’due  monomi,  e dare 
a queste  lettere  un  esponente  eguale  all’eccesso  dell’esponente  che 
ciascuna  Ictteru  ha  nel  dividendo  su  quello  che  ha  nel  divisore,  e 
perciò  la  regola  degli  esponenti  è di  sottrarre  dall'  esponente  che  ha 
una  lettera  nel  dividendo  quello  che  la  stessa  lettera  ha  nel  divisore. 

4. *  Siccome  il  dividendo  deriva  dal  divisore  moltiplicato  pel 
quoziente,  perciò  il  dividendo  deve  contenere  tutte  le  lettere  che 
si  trovano  nel  divisore  e nel  quoziente.  Onde  se  il  dividendo  ha 
una  lettera  che  non  si  trova  nel  divisore,  questa  lettera  deve  tro- 
varsi necessariamente  nel  quoziente.  Dunque  la  regola  delle  lettere 
diverse  è di  scrivere  nel  quoziente  le  lettere  che  si  trovano  nel  di- 
videndo e non  si  trovano  nel  divisore. 


39.  Risulta  da  queste  regole  che  per  dividere  due  monomi  bisogna: 

1. °  Dare  al  quoziente  il  segno  •+•  o — , sccondochò  i due  mo- 
nomi hanno  Io  stesso  segno,  o segno  contrario. 

2. ”  Dividere  il  coefficiente  del  dividendo  per  quello  del  divi- 
sore: si  avrà  il  coefficiente  del  quoziente. 

3. *  Scrivere  al  quoziente  le  lettere  comuni  a’due  monomi, 
dando  a ciascuna  di  esse  un  esponente  eguale  all’eccesso  dell’espo- 
nente che  ha  nel  dividendo  su  quello  che  ha  nel  divisore. 

4. ”  Scrivere  nel  quoziente  le  lettere  che  si  trovano  nel  divi- 
dendo e non  si  trovano  nel  divisore,  conservando  a queste  lettere 
i loro  rispettivi  esponenti. 

Esempio.  Sia  da  dividersi  Ioa'òVd*  per  3 a'ò’c.  Questi  due  mo- 
nomi avendo  il  medesimo  segno,  il  loro  quoziente  avrà  il  segno  -K 
Il  coefficiente  15  del  dividendo,  diviso  per  3,  coefficiente  del  di- 
visore , dà  per  quoziente  5 che  sarà  il  coefficiente  del  quoziente. 
Ciascuna  delle  lettere  comuni  a,b,c  avrà  nel  quoziente  un  espo- 
nente, differenza  de’ due  esponenti,  e perciò  scriveremo  nel  quo- 
ziente aVc.  In  fine  la  lettera  d%  trovandosi  nel  solo  dividendo,  si 
scriverà  tal  quale  nel  quoziente.  Onde  il  quoziente  cercato  è So'Vcd*. 
Ecco  altri  esempi 

-06W 


—•la3  6’, 
—20 oWd’ 
4 nW 
— 1 6u56*c  Ve 
— 8aVc'  : 


= — oac 


4-2  n&Vtfc. 
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40.  Si  deduce  da  quanto  precede,  clic  il  grado  del  quoziente  ò 
quanto  il  grado  del  dividendo,  meno  quello  del  divisore. 

Si  deduce  ancora  che  per  essere  un  monomio  divisibile  per  un 
altro  monomio,  è necessario  che  si  abbiano  le  seguenti  condizioni: 

1. “  Che  il  coefficiente  del  dividendo  sia  divisibile  per  quello 
del  divisore. 

2. a  Che  gli  esponenti  che  hanno  le  lettere  nel  dividendo  non 
sieno  minori  di  quelli  che  hanno  le  stesse  lettere  nel  divisore. 

3. *  Che  il  divisore  non  abbia  lettere  che  non  si  trovano  nel 
dividendo. 

Ogni  volta  che  tutte  queste  condizioni  non  sono  verificate.  In  divi- 
sione non  potrà  farsi  esattamente , ed  allora  il  quoziente  si  esprimerà 
sotto  forma  di  frazione,  mettendo  il  dividendo  per  numeratore  ed  il 
divisore  per  denominatore , restando  poi  a far  semplice  questa 
frazione,  come  in  seguito  si  dirà. 

Divisione  di  due  polinomi. 

41.  Quando  si  moltiplicano  due  polinomi,  ordinati  secondo  le 
potenze  di  una  stessa  lettera,  si  ottiene  per  prodotto  un  altro  po- 
linomio similmente  ordinato  rispetto  alle  potenze  della  stessa  let- 
tera. In  questo  prodotto  il  primo  e l'ultimo  termine  non  possono 
aver  mai  altri  termini  simili,  e quindi  non  son  soggctli  ad  al- 
cuna riduzione.  In  fatti  il  primo  termine  del  prodotto  risultando 
dalla  moltiplicazione  del  primo  termine  del  moltiplicando  pel  pri- 
mo termine  del  moltiplicatore  dovrà  contenere  la  lettera  princi- 
pale col  massimo,  o col  minimo  esponente,  sccondochè  l’ ordi- 
namento de’  termini  si  è fatto  secondo  le  potenze  decrescenti , o 
crescenti  di  questa  lettera  , e perciò  questo  primo  termine  del 
prodotto  non  potrà  avere  altro  termine  simile  , e quindi  non  è 
soggetto  a riduzione  alcuna. 

Per  la  stessa  ragione,  nò  anche  l’ ultimo  termine  è soggetto  ad 
alcuna  riduzione  di  termini  simili. 

Segue  da  ciò  che  nella  divisione  di  due  polinomi , se  il  divi- 
dendo ed  il  divisore  sono  stati  ordinati  nello  stesso  modo  rispetto 
alle  potenze  di  una  stessa  lettera  , il  primo  termine  del  dividendo 
deve  risultare  dalla  moltiplicazione  del  primo  termine  del  divisore 
pel  primo  termine  del  quoziente.  Onde  se  si  divide  il  primo  ter- 
mine del  dividendo  pel  primo  termine  del  divisore  , secondo  la 
regola  della  divisione  de’ monomi,  si  otterrà  il  primo  termine  del 
quoziente.  E poiché  il  dividendo  è la  somma  di  tutti  i prodotti 
parziali  che  nascono  dal  divisore  moltiplicato  per  ciascun  termine 
del  quoziente,  perciò  moltiplicando  il  divisore  pel  primo  termine 
ottenuto  dal  quoziente , c sottraendo  il  prodotto  dal  dividendo  , 
il  resto  sarà  la  somma  de’  rimanenti  prodotti  parziali , risultanti 
dai  divisore  moltiplicato  per  ciascuno  degli  altri  termini  del  quo- 
ziente. Quindi  considerando  questo  resto  come  un  altro  dividendo, 
il  suo  primo  termine  risulterà  dal  primo  termine  del  divisore  mol- 
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tiplicato  pel  secondo  termine  del  quoziente  , e perciò  dividendo 
il  primo  termine  del  resto  pel  primo  termine  del  divisore,  si  ot- 
terrà il  secondo  termine  del  quoziente.  Moltiplicando  il  divisore 
per  questo  secondo  termine  del  quoziente,  e togliendo  il  prodotto 
dal  secondo  dividendo,  il  nuovo  resto  sarà  la  somma  de' rimanenti 
prodotti  parziali  che  nascono  dal  divisore  moltiplicato  per  ciascuno 
degli  altri  termini  del  quoziente , e questo  nuovo  resto  si  potrà 
considerare  come  un  terzo  dividendo , sul  quale  si  opererà  nello 
stesso  modo  che  si  è operato  sopra  i dividendi  precedenti.  E così 
di  seguito. 

Si  ricava  da  quanto  precede  che  per  la  divisione  di  due  polinomi 
potrà  usarsi  la  seguente  regola. 

Si  ordinano  i due  polinomi  dividendo  e divisore  per  rispello  alle 
potenze  decrescenti  o crescenti  di  una  stessa  lettera  ; si  divide  il 
primo  termine  del  dividendo  pel  primo  termine  del  divisore;  si  avrà 
il  primo  termine  del  quoziente.  Si  moltiplica  il  divisore  per  que- 
sto primo  termine  del  quoziente  , ed  il  prodotto  si  sottrae  dal  di- 
videndo , si  avrà  un  resto  sul  quale  si  farà  la  stessa  operazione, 
cioè  si  divide  il  primo  termine  del  resto  pel  primo  termine  del  di- 
visore , risulterà  il  secondo  termine  del  quoziente  ; si  moltiplica  il 
divisore  per  questo  secondo  termine  del  quoziente  ed  il  prodotto  si 
sottrae  dal  primo  resto,  si  arra  così  un  secondo  resto  sul  quale  si 
eseguirà  la  stessa  operazione  affiti  di  ottenere  successivamente  gli  altri 
termini  del  quoziente. 

Esempio:  sia  da  dividersi  il  polinomio 

fl*ò* — 11  a'b"—  56’ -f-  2a"6— 91  aV+  13a6'-t-  20a’—  59a!6* 

per  l’altro  polinomio  aV — 6Ò* — 6aV — 7aò*-t-4a*. 

Si  ordinano  i due' polinomi  secondo  le  potenze  decrescenti  di  a, 
si  ottiene 

Dividendo  Divisore 

20a’+  2a«é—  59«*6*-f-  o*6’— 9 la’6*—  1 la’63-+- 1 3a6«—  56’  |4a‘— Go‘6-f-a*6*— 7a6'— .56* 
— ■20«1-[-30a»6—  ;io56‘-f-35a*6*-f-25a‘6*  5a’4-8'i*6 — 4/i6*-f-6’  Quoz. 

32 a'b—  6 1 36(1*6’ — 66a’6* — 1 1 «•*•+  13a6«— 56’ 

— 32«»6+48a’6*—  8a46*+56«*6*-M0a’65 

— 16a»6’H-28a46,-10aV+29«*6=+t3aò«— 56’ 

1 6fl*6’— 24a*6’-f-  to’6*— 28a*6I—  20o6* 

4a*6]—  Ga‘6*-t-  a’6*—  7a6«— 56’ 

— 4a*6’+  60*6*—  q*6*+  7o6°-|-56’ 

0 

I primi  termini  del  dividendo  e del  divisore  avendo  il  medesi- 
mo segno  , il  loro  quoziente  avrà  il  segno  , ma  non  si  scrive 
per  ^essere  il  segno  del  primo  termine  del  quoziente.  Dividendo 
20a  , primo  termine  del  dividendo,  per  5a*  primo  termine  del  di- 
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visore , si  ha  per  quoziente  5a’ , che  si  scrive  sotto  al  divisore  , 
e moltiplicando  ciascun  termine  del  divisore  per  So* , i prodotti 
si  scrivono  sotto  i rispettivi  termini  del  dividendo , ma  co’  segni 
cambiati  perchè  debbono  essere  sottratti , e fatta  la  riduzione 
de' termini  simili,  si  ha  per  resto  il  polinomio  32a*6 — 64a56* 
-f-36 a46’ — G6aV — llaV-(-13a&‘ — 56’,  che  sarà  un  nuovo  dividen- 
do. Si  divide  32a‘ò  per  4a4 , e si  ha  per  quoziente  -f-8a*6  che  si 
scrive  sotto  al  divisore , appresso  a 5a\  Moltiplicato  il  divisore 
per  + 8a*ò , si  scrive  il  prodotto  co’  segni  cambiati  sotto  al  divi- 
dendo , e fatta  la  riduzione  de’  termini  simili , si  ottiene  per  re- 
sto — 16a'>6*-f-28a46* — 10a,ò4-+-29a*6,-t-13a6*— 56’  che  sarà  un  altro 
dividendo  parziale.  Si  divide  — 16a‘6*  per  4a4  e si  ha  per  quo- 
ziente — 4a6*  che  viene  col  segno  — , perchè  il  dividendo  — 1 6a’b* 
ed  il  divisore  4a4  hanno  segno  contrario.  Si  scrive  — 4a6*  sotto 
al  divisore  appresso  a -t-8o*6,  e moltiplicato  il  divisore  per  — 4<iò’, 
il  prodotto  co’ segni  cambiati  si  mette  sotto  al  dividendo,  e fatta 
la  riduzione  de’ termini  simili,  si  ha  per  resto  4a46’ — 6a'64-f-a*6‘ 
— 7a6‘ — 56’  che  sarà  del  pari  un  nuovo  dividendo  parziale.  Si  divi- 
de 4<z46’  per  4a4 , ed  il  quoziente  -+-61  si  mette  sotto  al  divisore, 
e moltiplicato  il  divisore  per  +6’,  il  prodotto,  co’ segni  cambiati , 
si  scrive  sotto  al  dividendo  , e fatta  la  riduzione  determini  simili, 
si  ha  per  resto  zero,  e perciò  la  divisione  si  fa  esattamente,  ed 
il  quoziente  è 5a‘-+-8a*6 — 4a6*-+-6\ 

42.  Quando  il  dividendo  contiene  una  lettera  che  non  si  trova 
nel  divisore , in  vece  di  ordinare  i due  polinomi  rispetto  ad  una 
lettera  comune , si  preferisce , per  maggior  semplicità , di  ordi- 
narli rispetto  a quella  lettera  che  non  si  trova  nel  divisore,  con- 
siderando questo  polinomio  come  il  coefficiente  della  potenza  zero 
di  quella  lettera.  Allora  l’ operazione  si  riduce  a dividere  separa- 
tamente pel  dato  divisore  , il  coelliciente  di  ciascuna  potenza  della 
lettera  principale  nel  dividendo. 

La  ragione  di  questo  procedimento  risulta  da!  seguente  teorema. 

Teorema.  Se  un  polinomio  P , ordinalo  secondo  le  potenze  di 
una  lederà  a,  ammette  un  divisore  M indipendente  dalla  lettera  a, 
questo  divisore  deve  dividere  separatamente  il  coefficiente  di  ogni  po- 
tenza di  a. 

In  fatti  sia  Q il  quoziente  del  polinomio  P diviso  per  M , sarà  il 
grado  di  Q per  rapporto  alla  lettera  a,  quanto  il  grado  del  dividen- 
do P,  meno  quello  del  divisore  M (n.  40).  Ma  il  grado  di  M per 
rispetto  ad  a è zero , perchè  non  contiene  la  lettera  a , dunque  il 
grado  del  quoziente  Q sarà  quanto  il  grado  del  polinomio  P,  e per- 
ciò Q deve  contenere  le  medesime  potenze  di  a contenute  dal  poli- 
nomio P.  Supponiamo  che  Aa4-f-Ba'-|-Ca*-t-Da-t-E  sia  questo  quo- 
ziente; è chiaro  che  il  polinomio  P dovrà  risultare  da  questo  quo- 
ziente, moltiplicato  pel  divisore  M ; e facendo  il  prodotto  si  ottie- 
ne MAa4-HMBa*-t-MCa,,-t-MDa-t-ME , nel  quale  evidentemente 
il  coefficiente  di  ogni  potenza  di  a è divisibile  per  M. 


A. 
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Esempio 


(4r-  — 96*)a4-20c*rf-456V  2 o 4-3 6 


2«*+(2r— 36)a 


4c4-66 

2c4-36 

44—96* 

ìc+  36 

20cV— 456V 

4c — 66 

2 

— 44 — 66  r 

2c— 36 

— 20cV-306cd 

j-lOerf  — 156rf 
2o  4-36 


lOotf — 1 abd 


— 66c— 96* 
6bc+9b* 

0 


— 30M — 45  b'd 
306orf-i-456V 

— ò- 


Allorché  in  ambi  i polinomi  da  dividersi , o in  uno  di  essi  si 
trovano  più  termini  con  la  stessa  potenza  della  lettera  principale, 
questi  termini  si  metteranno  sotto  la  forma  di  un  solo  termine , 
disponendo  in  colonna  i coefficienti  della  lettera  principale,  e ti- 
rata una  parentesi  verticale , si  scriverà  alla  sua  destra  una  sola 
volta  la  potenza  della  lettera  principale  , appunto  come  si  disse 
al  numero  22.  Ordinati  i termini  de' due  polinomi  in  questo  mo- 
do, si  farà  la  divisione  secondo  la  regola  esposta. 

Ecco  un  esempio 


( 36* 

n*-f-36* 

a*-f-  26* 

o*4-106*e 

«4-46*0 

i—  6c 

56*c 

4-106*0 

— 116*4 

— 66*c* 

D.v  — 24 

— 7 Ac* 

— 106*4 

— 66*4 

-i-66*4 

1 

-64 

— 96c* 

4-  664 

— 96c* 

— 34 

— 94 

— 36* 

a*— 36* 

a* — 26* 

rt* 

-4-  bc 

6*o 

— 36c* 

4-24 

264 

4-  26*c 
4-  34 

4-66V 

a*4-126»c 

a*  106*e 

a 46‘e 

—564 

— 106*4 

— 116*4 

—66*4 

2.°  Dividi  li. 

— 64 

— 126o* 

— 66V* 

66’o‘ 

/ 

66c* 

— 964 

— 94 

— 66*o 

a* — 66*e 

a* — 46*c 

a 

564 

56*4 

66*o* 

64 

fi  Ac* 

— 66c* 

9c* 

3."  Divide»./ 


66*c 

a“-t-  66*c 

«4-46*0 

—56*4 

— 56*4 

—66*4 

— 66o* 

— 66V 

66*4 
— 96c* 

— 66’c 

a* — 66*c 

a — 46*o 

56*4 

56’c* 

66  4c* 

664 

66*c* 

— 66*o* 
96o* 

36|n*- 

2o 


-3//*  Uf  4— 
26c|  4-34 


b 

— C 


n*4-26o 

—V 


a4-26*c 
—3  be' 


I.*  Divisione  parziale 


36* — bc- 
— 36*— 26c 


— 36e— 24 
4-36c4-2c* 


3A4-Stc 


b — r 


0 

2."  Divisione  parziale 
36  4-2c 


66’o— 56c*—  64 
— 66*o— 46o* 


— 964— 6o* 
96c*4-64 


26o — 3c* 


0 

3."  Divisione  parziale 


66*o  — 56*o* — 664 
-66-c— 46*c* 


— 96*4— 664 
96*c*4-66o* 


36  4-2c 


26*c — 36o* 
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Per  avere  il  primo  termine  del  quoziente  si  è diviso  36* — bc — 2 c* 
coefficiente  del  primo  termine  del  dividendo  , per  Sb-h2c  coeffi- 
ciente del  primo  termine  del  divisore  , e con  questa  prima  divi- 
sione parziale  si  è ottenuto  per  quoziente  6 — c,  che  rappresenta 
il  coeflìcicnte  del  primo  termine  del  quoziente  cercato.  Si  è mol- 
tiplicato il  divisore  per  (b  — c)o*  ed  il  prodotto  sottratto  dal  di- 
videndo , ha  dato  un  resto , il  cui  primo  termine  ha  per  coeffi- 
ciente 66'c  — 5 bc* — 6 e3 , il  quale  diviso  per  36-f-2c  dà  26c  — 3c* 
pel  coefficiente  del  secondo  termine  del  quoziente.  Moltiplicando 
il  divisore  per  ( 2bc — 3c*)a,  e sottraendo  il  prodotto  dal  dividendo, 
si  ha  un  resto  il  cui  primo  termine  ha  per  coefficiente  6è3c — 56V 
— 66c3 , il  quale  diviso  per  36-t-2c  dà  2 b’c — 36c*  che  sarà  l’ulti- 
mo termine  del  quoziente.  Moltiplicando  il  divisore  per  26*c — 36ca, 
e togliendo  il  prodotto  dal  dividendo,  si  ha  per  resto  zero,  e perciò 
la  divisione  si  è eseguita  esattamente. 

43.  Quanto  a’  polinomi  non  è possibile  assegnare  le  condizioni 
che  stabiliscono  la  loro  esatta  divisibilità,  come  si  è fatto  al  num.  40 
trattando  de'monomi.  Si  possono  solamente  indicare  alcuni  caratteri 
per  giudicare  che  la  divisione  esatta  è impossibile.  Ecco  i principali 
di  questi  caratteri. 

1. °  Se  nel  corso  dell’operazione  si  arriva  ad  un  resto  il  cui 
primo  termine  non  è divisibile  pel  primo  termine  del  divisore , 
allora  l'operazione  non  può  continuarsi,  e la  divisione  per  conse- 
guenza non  può  farsi  esattamente. 

2. *  Quando  si  moltiplicano  due  polinomi , similmente  ordi- 
nati rispetto  od  una  medesima  lettera  , il  primo  e 1’  ultimo  ter- 
mine del  prodotto  nascono  dalla  moltiplicazione  de’ primi,  e degli 
ultimi  termini  de' due  polinomi.  Onde  nella  divisione  di  due  po- 
linomi , similmente  ordinati  rispetto  ad  una  stessa  lettera  , se  il 
primo  e l’ ultimo  termiuc  del  dividendo  non  sono  divisibili  pel 
primo  ed  ultimo  termine  del  divisore,  la  divisione  non  potrà  farsi 
esattamente. 

3. ”  Allorché  il  dividendo  ed  il  divisore  si  sono  ordinati  se- 
condo le  potenze  decrescenti  di  una  medesima  lettera , siccome 
nel  corso  dell’  operazione  l' esponente  di  questa  lettera  va  dimi- 
nuendo in  ciascuno  de' resti  successivi,  cosi  è chiaro  che  si  dovrà 
necessariamente  arrivare  ad  un  resto  o nullo  , o tale  che  il  suo 
primo  termine  contenga  la  lettera  principale  con  un  esponente  mi- 
nore di  quello  che  ha  nel  primo  termine  del  divisore.  Nel  primo 
caso  , perchè  il  resto  è nullo  , la  divisione  si  è fatta  esattamente, 
e nel  secondo  caso , perchè  il  primo  termine  del  resto  non  è di- 
visibile pel  primo  termine  del  divisore  , l’operazione  si  arresta,  c 
la  divisione  esatta  è impossibile. 

4. “  Quando  il  dividendo  ed  il  divisore  si  sono  ordinati  se- 
condo le  potenze  crescenti  di  una  medesima  lettera,  può  avvenire 
il  caso , che  mentre  il  primo  termine  di  ciascun  resto  è divisi- 
bile pel  primo  termine  del  divisore  , pure  non  si  arriva  mai  ad 
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un  resto  nullo  , e l'operazione  non  terminando  mai  , In  divisione 
esatta  è impossibile.  Per  conoscere  quando  potrà  avverarsi  questo 
caso  , giova  riflettere  che  se  la  divisione  si  facesse  esattamente  , 
ossia  che  si  arrivasse  ad  un  resto  nullo,  l’ultimo  termine  del  di- 
videndo dovrebb'  essere  il  prodotto  deli'  ultimo  termine  del  divi- 
sore per  I'  ultimo  del  quoziente , e quindi  l' esponente  della  let- 
tera principale  nell*  ultimo  termine  dei  quoziente  dovrebbe  egua- 
gliare la  differenza  tra  l'esponente  che  ha  questa  lettera  nell'ultimo 
termine  del  dividendo,  e quello  che  ha  nell'ultimo  termine  del  di- 
visore. Dunque  quando  nel  corso  dell'operazione  si  arriva  ad  avere 
nel  quoziente  un  termine  che  contiene  la  lettera  principale  con 
un  esponente  maggiore  di  questa  differenza , allora  è certo  che 
la  divisione  esatta  è impossibile,  perchè  non  mai  l'operazione  avrà 
fine , per  quanto  si  prolunghi  la  serie  delle  successive  divisioni. 
Ecco  un  esempio 

2 — 4a  -4-  5a*-j-  a‘ 

— 2 h-  6a  — 2a* 

2a  -+-  3o*-t-  a' 

— 2a  -i-  6a* — 2a’ 


9a*— o* 

— 9aM-27o’—  9n* 

26a* — 9a* 
ec. 


1 — da  -t-  a 
2-|-2a-t-9a* , ec. 


LEZIONE  V. 


Delle  frazioni  algebriche.  Teoremi  sopra  i numeri  primi, 
e sulle  frazioni  irreduttibili. 


44.  Si  chiama  frazione  algebrica  il  quoziente  accennato  di  due 
quantità  algebriche  qualunque. 

Cosi  ^ è una  frazione  algebrica , perchè  dinota  il  quoziente  di  a 


a*-— 6V 

diviso  per  6.  Del  pari  è una  frazione  algebrica  , perchè 

rappresenta  il  quoziente  di  a‘—b*c  divisa  per  3m-f-2n. 

La  quantità  da  dividersi  si  chiama  numeratore,  e l'altra  per  la  qua- 
le deve  dividersi  si  chiama  denominatore.  Entrambi  indistintamente 
numeratore  e denominatore  si  chiamano  i termini  della  frazione. 


45.  Le  proprietà  delle  frazioni  letterali  sono  le  stesse  di  quelle 
delle  frazioni  numeriche,  ma  si  debbono  dimostrare  con  altro  pro- 
cedimento , dacché  nell'aritmetica  i termini  delle  frazioni  sono  nu- 
meri interi , mentre  i termini  di  una  frazione  letterale  possono 
rappresentare  quantità  qualunque. 
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Sia  ^ una  frazione,  c sia  q il  suo  valore,  sarà  e Per* 

ciò  a = bq.  Queste  due  quantità  una  volta  moltiplicate  ed  un’altra 
volta  divise  per  m,  danno  le  seguenti  eguaglianze: 

am  —bqm  = bxqm 
a-Jl=bxq- 

m m m 

in  ciascuna  delle  quali,  dividendo  ambe  le  quantità  per  6 , si  ot- 
tiene 


am  . 'm  a 

T = qm,  ed 

e sostituita  in  luogo  di  q la  frazione  j che  rappresenta , si  ha 

l-ì  (?) 

ohi  a , 'mi  'b'  ’ 

— = Xm,  ed  — • 

6 6 6 in 

Questi  due  risultamenti  ci  mostrano  che  moltiplicando,  o divi- 
dendo per  una  quantità  il  numeratore  di  una  frazione , si  molti- 
plica, o si  divide  la  frazione  per  la  stessa  quantità. 

46.  Essendo  j=7.  sarà  a — bq,  e questa  eguaglianza  può  essere 
scritta  sotto  queste  forme 


a = bmx—,  ed  a = -xqm, 
m m 1 


e quindi  si  ricava 


0 0 ,o 

r-*=—  , ed— — = qm, 
hrn  m ■ ' 


(-) 

\ml 


e posta  in  luogo  di  q la  frazione  ^ , clic  l’ò  eguale,  si  ottiene 

/f) 

o '6'  .a  a 

— , ed  -i-z=Txm, 


bm  m 


ù 


cioè  a dire  che:  Moltiplicando  o dividetelo  per  una  quantità  il  de- 
nominatore di  una  frazione,  si  divide  o si  moltiplica  per  la  stessa 
quantità  la  frazione. 


47.  Del  pari  essendo  sarà  bq—a , e queste  quantità  una 

Lez.  di  Alq.  4 
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volta  moltiplicate  ed  un’ altra  volta  divise  per  m,  danno 

i H a 

bum  = am  , e — = — , 

* m m 

ossia 

. b a 

bmxq—am,  c — Xj=-  , 

’ m * ni 

dalle  quali  si  ricava 


ed  in  luogo  di  q sostituita  la  frazione  ^ , si  ha 


Questi  due  risultamenti  ci  fanno  vedere  che 
Non  si  altera  il  valore  di  una  frazione  se  si  moltiplicano , o si 
dividono  i suoi  termini  per  una  stessa  quantità. 

48.  Con  questo  principio  nella  frazione  ^ , moltiplicando  ambi 

Ct  — d 

i termini  per  — 1,  il  valore  non  si  altera,  e verrà  cioè 

n dire  che 

Non  si  altera  il  valore  di  una  frazione  quando  si  cambiano  i 
segni  ad  ambi  i termini. 

Segue  da  ciò  che  . e che  - — t=~ì — ”■ 

° b — b c — d d — c 

49.  Sieno  da  ridursi  allo  stesso  denominatore  le  frazioni 

a c e 
6 ’ d'  7’ 

Se  si  moltiplicano  i due  termini  della  prima  per  df , quelli  della 
seconda  per  bf , e quelli  della  terza  per  bd , le  frazioni  proposte 
non  cambiano  di  valore,  ma  si  trasformano  in  quest’ altre  che  hanno 
lo  stesso  denominatore 

adf  cbf  tbd 
btf'  bdf’  bdf‘ 

Dunque 

Per  ridurre  più  frazioni  allo  stesso  denominatore . si  moltipli- 
cano i due  termini  di  ciascuna  frazione  pel  prodotto  de'  denomina- 
tori delle  altre. 

50.  Sieno  ~ P*ù  frazioni  dello  stesso  denominatore,  e 
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sicno  q ,q' , q"  i loro  rispettivi  valori , sarà 


e quindi  sarà 

bq=a  , bq'=a  , bq"=a"  , 
onde  addizionando  si  ha 


bq  -f-  bq  -\-bq  = fl  -4-  a -4-  a , 


ossia 


b(q  + q'-\-q")  = a-ha'-^-a"  , 
dalla  quale  si  ricava 

, „ a+o'-l-a" 

q-hq+q  


E sostituite  in  luogo  di  q , q , q"  le  rispettive  frazioni , verrà 
a , a'  , a"_a-t-a'-t-a” 
b+  b + b ~ b 


cioè  a dire  che 

Per  addizionare  più  frazioni,  si  riducono  imma  allo  slesso  de- 
nominatore , indi  si  fa  la  somma  de'  numeratori , e si  divide  pel 
comune  denominatore. 


SI.  Del  pari  sieno  | ed  y due  frazioni  dello  stesso  denomina- 
tore, e q e q'  i loro  valori,  sarà 


9=5  e q =j 


ossia 


bq—a  e bq'=a. 

E sottratta  la  seconda  di  queste  eguaglianze  dalla  prima,  verrà 
bq — bq'=a — a' , cioè  b(q  — q')=a — a' , 
dalla  quale  si  ricava 

, a— a' 

9—9  =— r — * 


e poste  in  luogo  di  q e di  q'  le  frazioni  ~ ed  ~ , verrà 


vale  a dire  che 

Per  sottrarre  da  una  frazione  un'  altra  frazione , si  riducono 
prima  allo  stesso  denominatore,  e poi  la  differenza  de  numeratori 
si  divide  pel  comune  denominatore. 


52.  Sieno  ora  le  frazioni  5*5. 


V 


e proponiamoci  di  moltipli- 
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carie.  Indichiamo  con  q , q , q"  i valori  ili  queste  frazioni  , sarà 


e perciò  sarà 

bq  =a, 
dq  —c , 

(q'=e. 

Queste  eguaglianze  moltiplicate  in  corrispondenza  danno 
bqdq' fq" =ace  , ossia  hdf  xqq'q"  —ace  , 


dallo  quale  si  ricava 


, ,,  ace  , ,,  ace 

999  =Mf'  0tVer°  9X9X9  ~bdf 
c sostituite  in  luogo  di  q , q\  q”  le  corrispondenti  frazioni  verrà 
a e e ace 

6XSX7~  Wf  ’ 

cioè  a dire  che 

Il  prodotto  di  più  frazioni  è quanto  il  prodotto  de'  numeratori 
diviso  per  quello  de'  denominatori. 


53.  Sia  da  dividersi  la  frazione  per  la  frazione 
con  q c q i valori  di  queste  frazioni,  sarà 


e 

d‘ 


Indicando 


<1  — 


a 

b' 


ossia 


bq=a  , e dq’—c  ; 


c dividendo  le  quantità  che  formano  queste  eguaglianze  in  corri- 
spondenza, verrà 

bq  a 

dq7  c’ 

e moltiplicando  da  ambe  le  porti  per  - , si  ottiene 


bdq <id 

bdq'  he 

Nella  prima  di  queste  frazioni  dividendo  ambi  i termini  per  6rf, 
la  frazione  non  varia , e verrà 

q ad 
q'  ~bc  ’ 

ossia 


9:9=ftxr 
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E mettendo  in  luogo  di  q c di  q'  i loro  valori^,  e si  avrà 

o c a J 

b : 

cioè  a dire  che 

Per  dividere  due  frazioni  ni  moltiplicherà  la  frazione  dividendo 
per  la  frazione  divisore  rovesciata. 

o4.  Sieno  p,  , molte  frazioni  eguali  , e sia  q il 

valore  di  ciascuna  di  esse,  sarà 

a a'  a"  a'" 

b~q>  V—q’  J!7—q’  F71  q ’ 

ossia 

(1)  a=bq , a'=b'q,  a"=b'q,  a"'=b"'q, 

che  addizionate  danno 

a+a'-ha"-+-a’"=bq-\-b'q-hb"q+b'"q=:(b+b'-i-b”-hb"')q 
dalla  quale  si  ricava 

a+o'-4-o"-+-o"'_ 
b+b'-\-b"-\-b'"~~  q ’ 

e siccome  q è quanto  ciascuna  delle  frazioni  date,  così  sarà 
a+a'-\-a"+a"'  _a_a'  _a"  _a'" 

6 + *'-+- b"-+-a’"~b~ b'~¥r~¥77  • 

cioè  a dire  che 

Se  si  hanno  più  frazioni  eguali,  e si  formi  una  nuova  frazione 
che  abbia  per  numeratore  la  somma  de  numeratori , e per  deno- 
minatore la  somma  de'  denominatori , questa  nuova  frazione  sarà 
eguale  a ciascuna  delle  frazioni  date. 

55.  Lina  quantità  si  dice  esser  media  tra  più  altre  quantità  , 
quando  è compresa  tra  la  più  piccola,  e la  più  grande. 

La  media  aritmetica  tra  m quantità  , è il  quoziente  della  loro 
somma  divisa  per  m ; e la  media  geometrica  di  m quantità  è la 
radice  del  grado  m del  loro  prodotto. 

Teorema.  Siano  più  frazioni  qualunque  a termini  positivi 
a a'  a"  al") 
h ’ b'  ’ b"'''bW’ 

e sia  g la  più  piccola  , ed  la  più  grande  : dico  che  la  frazione 

• -af) 

b-+-  b'  -t-b"  H b“»’ 

, a g*ni 

sarà  media  tra  le  frazioni  tulle  date  g ed  g--- 
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Di  falli,  supponendo  disposte  queste  frazioni  per  ordine  di  gran- 
dezza, sarà 

a a a'  a a".,  a a<"i a 

b~  b ’ ¥>b  ’ b7i^>b‘"W)>b’ 


ossia 


ab  ab’  ,,^ab" 

a^T  * “>T  * a>— '",a  ’>“• 

Onde  addizionando  verrà 

a 4-  a'+  a"+  • . • aM > °b+«b'+ab''+-::ab_< 

b 

ossia 

a + fl'  + a"+...fl(*)>  a(6  + y+6»+..;W»>)  ( 
e quindi  sarà 

a-f-a'-t-a"-H  • -ot") — a 
b + b'+b"-\ 

Del  pari  essendo 

a o(")  a'  . o’”]  a"  fl(")  al") <a 

b^W)  • F^éiF  ’ m~ >«)• 

sarà 


,a!nìb 


<U'-'W  , W-'l/  , / ^ 

FF  • a<'FF'  ’ 0 

per  cui  addizionando  sarà 


a(«)b"  , oW-W") 

, a<*>= 


&(») 


r 


, i -,  ...  a!«)6-fa<»)6,4-o(»)6"H o(*)W«) 

a + o'-t-a  'h a<">< — — — , 

0W 


• a(»>) 


ovvero 
e quindi  sarà 

a-i-a'~{-a''-\--  • -ai») . a(") 

b+b'+b"^ bi»)<Wi‘ 

* fT\ 

56.  In  oltre  in  ciascuna  delle  eguaglianze  (1)  elevando  i due  ^ 
membri  a quadrato,  si  ha 

a*=6V  . a'm=6'V  , a"*=6"V  , a'"‘=b'" V,  ec. 
che  addizionate  danno 

a*4-a'*4- a"*-+- a'"*4- • • • =(6*4- 6"+  6"*+  &"'*-+-•  • .)«*; 
e quindi  si  ricava 

F-ì-A'*4-6"*-+-6"'»-) ~q  ’ 


Digitized  by  Google 


per  cui  si  ha 


— 31  — 


(2) 

Ma  è 


dunque  sarà 


a*4- a'*-+-a' 

b,+  b"+b"'+l, 


-1- 


a*-+-  a'*-f-  a"'*-+- 


In  fine  nelle  medesime  eguaglianze  (1),  moltiplicando  i due  mem- 
bri della  prima  per  b,  quelli  della  seconda  per  b',  quelli  della  terza 
per  b'",  ec.,  si  ottengono 

ab  = b'q  , ab'=  b“q  , a"b"=b"*q  , a'"b"'=b'"'q,  ec.. 


le  quali  addizionate  danno 


ab  + a'b’+  a"6"-f-  a'"b’"-t- . • • = (6*+-  6'*+  6"*+  . . )q , 

per  cui  sarà 

ab+a'b'+a"b"+a'"b'"-\--' 

~q; 


e messo  in  luogo  di  q il  suo  valore  dato  dalla  eguaglianza  (2) , 
si  ha 


Q O ab+a'b'-\-a"b"+a'"b"'-\ B 

~~V  b'+b,%+b"'+b'"'- 1 ’ 

nella  quale  facendo  i quadrati  de’ due  membri  si  ottiene 
(qA-f-o'fe,-t-a»6,,+-  • •)»  a»-f-q'‘+q"»-| 

che  liberata  da’ denominatori  diventa 


(ab+a'b'-ha"b"+..  • .)(ò*+b'*+6"*-|-.  ■ .) 

E prendendo  da  ambe  le  parti  la  radice  quadrata,  si  ricava 
c>  ab+a'b'+-a''b"+a"'b’"-h.'. 

^ «"*•+•  a'"*H )(&»- f-  6 "*+  6"'*+  • • •) 


57.  Teorema  I.  Se  «n  numero  P divide  il  prodotto  AB  di  due 
fattori , ed  è primo  eoi  fattore  A , deve  dividere  f altro  fattore  B. 

In  fatti  essendo  P ed  A due  numeri  primi  tra  loro  , avranno 
per  comune  divisore  l’unità  1.  Onde  moltiplicandoli  per  8,  anche 
il  loro  massimo  comune  divisore,  cioè  l’unità  1,  verrà  a moltipli- 
carsi per  B,  c perciò  i due  prodotti  PB  ed  AB  avranno  per  mas- 
simo comune  divisore  B.  Ora  il  numero  P evidentemente  divide 
PB,  e per  ipotesi  divide  ancora  il  prodotto  AB,  dunque  P è divi- 
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sorc  comune  di  PB  e di  AB;  ma  dall' Aritmetica  sappiamo  che  ogni 
divisore  comune  a due  numeri  divide  il  loro  massimo  comune  di- 
visore, dunque  P deve  dividere  B. 

Corollario  I.  Segue  da  questo  teorema  che  se  un  numero  primo  P 
divide  il  prodotto  di  più  fattori  ABCDE,  dovrà  dividere  uno  di  essi. 

In  fatti,  il  numero  P divide  il  prodotto  ABCDE,  ossia  AxBCDE, 
dunque  pel  teorema  dimostrato  se  non  divide  A,  deve  dividere  BCDE. 
Del  pari,  perchò  P divide  il  prodotto  BCDE,  ovvero  BxCDE,  se 
non  divide  B deve  dividere  CDE.  E cosi  di  seguito  ragionando , 
si  conchiuderà  che  se  P non  divide  i fattori  A , B , C , D dovrà 
dividere  necessariamente  E. 

Corollario  11.  Dunque  se  un  numero  primo  P divide  a“,  deve 

dividere  anche  a,  perchè  am—a-a-a-a Reciprocamente  se  un 

numero  P è primo  con  a,  sarà  anche  primo  con  a™,  ossia  se  non 
divide  a,  non  può  dividere  am. 

/I  3 

Teorema  II.  Se  una  frazione  j}  è eguale  ad  un'altra  ^ » cui 

termini  a e b sono  primi  tra  loro,  saranno  i termini  A e B della 
prima  frazione  egualmente  molliplici  di  que’ della  seconda. 

In  fatti  essendo  , moltiplicando  entrambe  per  B , sarà 

A=^. ...  (1).  Ma  A è un  numero  intero,  dunque  b deve  di- 
videre aB  ; ma  b è primo  con  a , dunque  6 deve  dividere  B , c 
n . B 

quindi  ^ dev’essere  un  intero.  Sia  m questo  intero , sarà  ^-=»n, 

c perciò  B=mà.  Ora  nell’ eguaglianza  (1)  messo  mb  in  luogo  di  II, 
si  ottiene  A=^,  ossia  A=tna.  Dunque  si  ha  A — ma,  e B=mà, 
e perciò  A e B sono  egualmente  molliplici  di  a e b. 

Corollario.  I.  Se  i termini  di  una  fruzione  g sono  primi  tra 

loro , la  frazione  sarà  irreduttibilr  , cioè  non  può  essere  espressa 
da  termini  più  semplici. 

Sia  s' è possibile  ^7  la  frazione  irreduttibile  che  eguaglia  ^ i 

cui  termini  per  ipotesi  sono  primi  tra  loro;  sarà  ^7=^.  c pel 

teorema  dimostralo  saranno  a'  ,b'  egualmente  moltiplica  di  acb, 
e quindi  a'  e b'  saranno  0 maggiori  rispettivamente  di  a e di  b, 
o eguali.  Maggiori  è impossibile , perchè  allora  la  frazione  irre- 
duttibile ~ sarebbe  eguale  all'  altra  ? espressa  da  termini  più  sem- 
plici, il  clic  è assurdo,  dunque  dovrà  essere  a'— a,  e b' =b , e 
per  conseguenza  la  frazione  £ è irreduttibile. 

Reciprocamente , una  frazione  irreduttibile  ha  i due  termini  primi 
tra  loro.  Poiché  se  questi  termini  non  fossero  primi  tra  loro,  essi 
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avrebbero  un  divisor  comune , ed  in  tal  caso  la  frazione  irredut- 
tibile  si  potrebbe  ridurre  in  un'altra  con  termini  più  semplici,  il 
che  è assurdo. 

Corollario  il.  Dunque  due  frazioni  irredultibili,  affinchè  siano 
eguali,  dovranno  avere  i numeratori  eguali  ed  i denominatori  eguali. 

d o™ 

Corollario  III.  Se  la  frazione  ^ è irreduttibile,  anche  sarà 

irredultibile,  perchè  ogni  numero  che  divide  am  e bm,  dovrebbe  divi- 
dere anche  a c b , e quindi  a c b avrebbero  un  divisor  comune,  il 
che  è impossibile,  poiché  questi  numeri  per  ipotesi  sono  primi  tra  loro. 


LEZIONE  VI. 


Del  massimo  comune  divisore  algebrico. 


58.  Quando  la  divisione  di  due  quantità  algebriche  non  si  ese- 
gue esattamente,  il  quoziente  trovato  si  completa  con  accrescerlo 
di  una  frazione  che  ha  per  numeratore  il  resto,  e per  denomina- 
tore il  divisore. 

Ma  se  i termini  di  questa  frazione  hanno  un  divisore  comune , 
allora  la  frazione  si  può  reudere  più  semplice,  con  dividere  i suoi 
due  termini  per  questo  loro  comune  divisore.  Ed  osservando  che 
quanto  più  grande  è il  divisore,  tanto  più  piccolo  è il  quoziente, 
è facile  comprendere  che  per  ridurre  la  medesima  frazione  alla  mi- 
nima espressione , è necessario  dividere  i suoi  due  termini  pel 
loro  massimo  comune  divisore.  Onde  siccome  interessa  grande- 
mente di  presentare  le  frazioni  algebriche  sotto  la  forma  più  sem- 
plice possibile  , cosi  interessa  egualmente  di  saper  determinare  il 
massimo  comune  divisore  che  esiste  tra  due  o più  quantità  alge- 
briche. E si  può  ancor  soggiungere  che  l’utilità  del  massimo  co- 
mune divisore  di  due  o più  polinomi  non  si  limita  a simplificare 
le  frazioni  algebriche,  ma  si  rende  indispensabile  in  molte  impor- 
tanti ricerche  analitiche,  come  osserveremo  nella  seconda  parte  di 
queste  istituzioni.  Ci  occuperemo  perciò  in  questa  lezione  ad  esporre 
i principii  su  i quali  poggia  la  ricerca  del  massimo  comune  divi- 
sore di  due  quantità  algebriche  intere  { n.  17),  ed  il  processo  da 
praticarsi  per  determinarlo. 


59.  Una  quantità  algebrica  intera  si  dice  essere  divisore  di  un'al- 
tra, quando  divide  quell’ altra  esattamente. 

Una  quantità  si  dice  molliplice  di  un’altra,  quando  è divisibile 
per  quell’ altra  esattamente. 

Una  quantità  si  dice  divisore  comune  di  più  altre  quantità,  quando 
è divisore  di  ciascuna  di  esse. 

Una  quantità  algebrica  si  dice  essere  prima,  quando  altro  divisore 
non  ha  che  se  stessa  e l'unità. 

Cosi  à* — cd  è una  quantità  prima,  c tale  è ancora  il  trinomio 
n’-f-  ab  à\ 

Ltz.  di  Alg,  5 
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Due  o più  quantità  si  dicono  prime  Ira  loro,  quando  non  hanno 
altro  comune  divisore  che  l'unità. 

60.  Si  chiama  massimo  comune  divisore  di  più  quantità  algebri- 
che intere , il  prodotto  di  tutti  i divisori  primi  comuni  a queste 
quantità. 

Da  questa  deflnizione  del  massimo  comune  divisore  derivano  le 
seguenti  conseguenze. 

Due  quantità  algebriche  intere  non  possono  avere  altri  divisori 
comuni  oltre  quelli  che  si  contengono  nel  loro  massimo  comune 
divisore  ; e perciò  se  due  quantità  si  dividono  pel  loro  massimo 
comune  divisore,  i due  quozienti  debbono  essere  primi  tra  loro. 

Se  due  quantità  si  moltiplicano,  o si  dividono  per  un  medesimo 
fattore,  il  loro  massimo  comune  divisore  verrà  ancora  moltiplicato 

0 diviso  per  lo  stesso  fattore.  , 

Poiché  moltiplicando  ambe  le  quantità  per  un  medesimo  fattore, 
il  massimo  comune  divisore  de-  due  prodotti  sarà  formato  da'  di- 
visori primi  comuni  alle  due  quantità  e dal  fattore  pel  quale  que- 
ste si  sono  moltiplicate , perciò  esso  sarà  quanto  il  massimo  co- 
mune divisore  delle  due  quantità  moltiplicato  per  lo  stesso  fattore. 

Se  poi  le  due  quantità  si  dividono  per  uno  stesso  divisore  d,  il 
massimo  comune  divisore  de’  due  quozienti  sarà  formato  da’  divisori 
primi  comuni  alle  due  quantità , meno  però  quelli  che  si  conten- 
gono nel  divisore  d,  e perciò  sarà  quanto  il  massimo  comune  di- 
visore delle  due  quantità,  diviso  per  d. 

61.  Ogni  quantità  d che  divide  due  altre  quantità  A e B , di- 
vide ancora  il  loro  massimo  comune  divisore  1). 

Poiché  essendo  D formato  dal  prodotto  di  tutti  i divisori  primi 
comuni  ad  A e B,  ed  essendo  d divisore  comune  di  A e B,  tutti 

1 divisori  primi  di  d si  debbono  trovare  necessariamente  in  D,  c 
perciò  il  massimo  comune  divisore  D sarà  divisibile  per  d. 

62.  Ammesso  quanto  precede,  occupiamoci  della  ricerca  del  mas- 
simo comune  divisore  di  due  quantità  intere , ed  a tale  oggetto 
stabiliamo  i due  seguenti  teoremi. 

Teorema  I.  Il  massimo  comune  divisore  di  due  quantità  intere 
non  si  altera , quando  una  di  esse  si  moltiplica , o si  divide  per 
un  fattore  eh' i primo  con  l’altra. 

Sieno  A c B due  quantità  intere  e sia  D il  loro  massimo  co- 
mune divisore  : dico  che  moltiplicando  o dividendo  la  quantità  A 
per  un  fattore  F eh’  è primo  con  B , sarò  anche  D il  massimo 

comune  divisore  tra  il  prodotto  AF  e B,  o tra  il  quoziente  4 c B. 

Jb 

In  fatti , il  fattore  F e la  quantità  B essendo  primi  tra  loro  , 
essi  non  hanno  nessun  fattore  comune,  oltre  l'unità,  onde  i di- 
visori primi  comuni  ad  AF  c B sono  quelli  stessi  che  sono  comu- 
ni ad  A e B,  c perciò  il  prodotto  de'divisori  primi  comuni  ad  AF 
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e B è lo  stesso  che  il  prodotto  de'divisori  primi  comuni  ad  A e B ; 
ma  il  prodotto  de'divisori  primi  comuni  a due  quantità  è appunto 
il  massimo  comune  divisore  di  queste  quantità  (n.  60),  dunque  il 
massimo  comune  divisore  di  AF  e B sarà  quello  stesso  di  A e B ; 
ma  il  massimo  comune  divisore  di  A e B è D,  dunque  sarà  an- 
che D il  massimo  comune  divisore  di  AF  e B. 

Supponiamo  ora  che  la  quantità  A divisa  per  F dia  il  quoziente 
intero  Q,  sarà  A=QF.  E poiché  il  divisore  F è primo  con  B, 
cosi  è chiaro  che  tutti  i divisori  primi  comuni  a Q e B sono 
quelli  stessi  che  sono  comuni  a QF  e B ; ma  QF  è eguale  ad  A , 
dunque  tutti  i divisori  primi  comuni  a Q e B sono  quelli  stessi  di  A 

e B,  e perciò  il  massimo  comune  divisore  di  Q e B,  ossia  di  T e B 

è quello  stesso  di  A e B. 


63.  Teorema  II.  Il  massimo  comune  divisore  di  due  quantità 
intere  , è quello  stesso  che  esiste  tra  la  quantità  minore,  ed  il  resto 
della  loro  divisione. 

Sieno  A e B due  quantità  intere , A la  maggiore  e B la  mi- 
nore ; e siano  Q il  quoziente  ed  R il  resto  della  divisione  di  A 
per  B : dico  che  il  massimo  comune  divisore  di  A e B è quello 
stesso  che  esiste  tra  B ed  R. 

Essendo  Q il  quoziente  di  A diviso  per  B,  sarà  A = BQ-i-R. 
Sia  in  oltre  d un  divisore  comune  di  A e B , sarà  d anche  divisore 
di  R.  In  Tatti  dividendo  per  d ciascuna  delle  due  quantità  di  que- 
sta eguaglianza,  si  ha 

A »_BQ  K 
d~  d li’ 

ossiu 


(1) 


A B _ R 

3=rf*0+rf- 


Ora  essendo  d divisore  di  A,  il  quoziente  sarà  intero,  ed 

(l 

g 

essendo  d divisore  di  B , il  quoziente  di  ^ sarà  anche  intero , 


e tale  sarà  pure-^xQ,  onde  affinchè  l'eguaglianza  precedente  (1) 

possa  sussistere  è necessario  che  il  quoziente  di  ^ sia  anche  in- 
tero, e perciò  d dev’essere  divisore  di  R. 

Reciprocamente,  se  d è divisore  di  B e di  R,  esso  sarà  anche 
divisore  di  A : poiché  dall’  essere  d divisore  di  B , il  quoziente 
R B 

di  — sarà  intero,  e tale  sarà  ancora  il  prodotto  di  jXQ,  e dal- 
(1  « 

l’essere  d divisore  di  R anche  il  quoziente  di  ■j  è intero,  dun- 
B R 

que  la  quantità  ^xQ4-  j sarà  intera  ; ma  questa  quantità  è 
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quanto  — , dunque  il  quoziente  di  -j  sarà  intero,  c perciò  d sarà 
divisore  di  A. 

Risulta  da  ciò  clic  tutti  i divisori  comuni  ad  A e B sono  anche 
divisori  di  R , e tutti  i divisori  comuni  a B ed  R sono  anche 
divisori  di  A.  Onde  il  prodotto  di  tutti  i divisori  primi  comuni 
ad  A e B è quanto  il  prodotto  di  lutti  i divisori  primi  comuni 
a B ed  R;  ma  il  prodotto  di  tutti  i divisori  primi  comuni  a due 
quantità  è appunto  il  loro  massimo  comune  divisore  , dunque  il 
massimo  comune  divisore  di  A e B è quello  stesso  che  esiste 
tra  B ed  R. 

64.  Premessi  questi  teoremi,  vediamo  come  i medesimi  si  ap- 
plicano alla  effettiva  ricerca  del  massimo  comune  divisore  di  due 
quantità  algebriche.  A tale  oggetto  distingueremo  due  casi,  secon- 
dochè  le  quantità  tra  le  quali  si  cerca  il  massimo  comune  divisore 
sono  monomie,  o polinomie. 

1. *  Caso.  Per  determinare  il  massimo  comune  divisore  di  due 
monomi,  si  determinerà  il  massimo  comune  divisore  de' loro  coeffi- 
cienti , e si  moltiplicherà  per  tutte  le  lettere  comuni  a'  due  mo- 
nomi, dando  a ciascuna  di  queste  lettere  il  minore  de’  due  espo- 
nenti che  esse  hanno  ne'  due  monomi. 

Cosi  per  trovare  il  massimo  comune  divisore  dei  due  monomi 
36a’b’c’d  e 21a'b‘ce',  tra  i due  coefficienti  36  c 27  si  troverà  il 
massimo  comune  divisore  eh'  ò 9 , indi  si  prenderanno  le  lettere 
a’ , 6“ , c che  sono  le  sole  comuni  a'  due  monomi , ed  a ciascuna 
di  queste  lettere  si  darà  il  minore  de’  due  esponenti  che  ha  ne'  due 
monomi;  il  prodotto  9 a’b'c  sarà  il  massimo  comune  divisore  cercato. 

La  ragione  è che  i divisori  primi  comuni  a'  due  coefficienti  so- 
no 3-3,  ed  i fattori  primi  letterali  comuni  sono  aaabbc,  onde  il 
prodotto  di  questi  divisori , cioè  9a’6*c  sarà  il  massimo  comune 
divisore  de’ due  monomi  (n.  60). 

2. °  Caso.  Sia  ora  da  trovarsi  il  massimo  comune  divisore  tra 
due  polinomi  P e P\  Si  determinano  primieramente  i fattori  mo- 
nomi comuni  a tutti  i termini  de'  due  polinomi,  il  che  si  fa  cer- 
cando il  massimo  comune  divisore  de' termini  di  ciascuno  di  essi 
polinomi.  Sia  d il  fattore  comune  a lutti  i termini  del  polinomio  P, 
e d'  quello  eh’ è comune  a tutti  i termini  di  P\  Si  dividono  P 
per  d , c P’  per  d' , e siano  Q e Q'  i due  quozienti.  II  fattore 
monomio  comune  a d c d'  sarà  comune  ancora  a P e P' , ed  il 
fattore  polinomio  comune  a Q c Q'  sarà  parimente  comune  a P 
e P',  e perciò  il  massimo  comune  divisore  di  P e P'  sarà  il  pro- 
dotto del  massimo  comune  divisore  de’  monomi  d e d’  per  quello 
de’  polinomi  Q e Q\ 

Esempio.  Sia  da  trovarsi  il  massimo  comune  divisore  de’  due 
polinomi 

P = \2abtcx,-h8ab\x'—  2Qab’c  , 
e 

P'=  12  a’bx’ — 18a’6x-f-  6a’à. 
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Il  fattore  comune  a'  termini  del  polinomio  P è 4a6*c . e quello 
di'  è comune  a’  termini  di  P'  è 6 a’b  , e di  questi  due  monomi 
4 aò’c  e 6a’6  il  massimo  comune  divisore  è 2 ab,  che  sarà  ancora 
il  divisore  monomio  comune  a’  due  polinomi  dati.  Dividendo  il 
polinomio  P per  4at*c,  e l’altro  P'  per  6aJ6,  si  ottengono  i due 
quozienti 

Q=3x’4-2x* — 5,  e Q'=2x* — 3x  4-  2 , 

i quali  più  non  ammettono  alcun  divisore  monomio  comune.  Quindi 
se  questi  due  quozienti  hanno  un  massimo  comune  divisore,  que- 
sto dev'  essere  polinomio , e trovato  che  lo  avremo  , lo  moltipli-  . 
cheremo  per  2 ab,  ed  il  prodotto  sarà  il  massimo  comune  divisore 
de’ due  polinomi  P e P\  Si  tratta  dunque  di  trovare  il  massimo 
comune  divisore  de’ polinomi  Q e Q'.  A tale  oggetto  si  rifletterà 
che  il  polinomio  Q'  divide  se  stesso , e se  dividesse  anche  Q , 
sarebbe  allora  Q'  istesso  il  massimo  comune  divisore  cercato.  Ve- 
diamo dunque  se  Q'  divide  Q,  e perciò  facciamo  la  divisione  di  Q 
per  Q';  ma  siccome  il  coefficiente  2 del  primo  termine  del  divi- 
sore non  divide  il  coefficiente  3 del  primo  termine  del  dividendo, 
cosi  ad  oggetto  di  rendere  la  divisione  possibile , e quindi  per 
avere  il  quoziente  intero , moltiplicheremo  il  dividendo  per  2 , 
il  che  non  altera  punto  il  massimo  comune  divisore , dacché  mol- 
tiplichiamo uno  de’  polinomi  per  un  fattore  eh’  è primo  con  l’ al- 
tro ( n.  62  ).  Con  questa  moltiplicazione  il  nuovo  dividendo  sarà 
6x’4-4x* — 10,  che  diviso  per  2x* — 3x-t-l,  dà  per  quoziente  3x, 
e per  resto  13x* — 3x — 10,  e questo  essendo  dello  stosso  grado 
del  divisore,  la  divisione  può  continuarsi,  prendendo  questo  resto 
come  un  secondo  dividendo  parziale.  Ma  il  coefficiente  2 del  pri- 
mo termine  del  divisore  non  divide  lo  coefficiente  del  primo  ter- 
mine del  dividendo,  per  cui,  analogamente  a quanto  si  è operato 
per  la  divisione  precedente,  moltiplicheremo  il  dividendo  per  2, 
ed  avremo  26x* — 6x  — 20  , che  diviso  per  lo  stesso  divisore 
2x* — 3x4-1  , dà  per  quoziente  13  e per  resto  33x  — 33.  Ora 
questo  resto  essendo  di  grado  inferiore  a quello  del  divisore , la 
divisione  non  può  continuarsi,  e perciò  il  polinomio  2x* — 3x4-1 
non  dividendo  l’ altro , non  è esso  stesso  il  massimo  comune  di- 
visore. Ma  qualunque  sia  questo  massimo  comune  divisore  de  po- 
linomi Q e Q' , esso  dev’essere  quello  stesso  che  esiste  tra  Q' 
ed  il  resto  33x — 33  della  divisione  (n.  63).  Onde  cercheremo 
questo  massimo  comune  divisore  tra  2x* — 3x4-1,  e 33x — 33, 
ma  33x — 33  divide  se  stesso,  c se  dividesse  anche  2x* — 3x4-1, 
sarebbe  allora  33x  — 33  istesso  il  massimo  comune  divisore  cer- 
cato. Vediamo  dunque  se  2x* — 3x4-1  è divisibile  per  33x — 33. 
Ora  è facile  osservare  che  il  divisore  contiene  il  fattore  monomio 
33,  il  quale  è primo  col  dividendo  2x* — 3x4-1,  c possiamo  per- 
ciò sopprimerlo , senza  che  il  massimo  comune  divisore  venisse 
alterato  (».  62).  Dividendo  dunque  33x — 33  per  33  si  ha  per 
quoziente  x — 1,  che  sarà  il  nuovo  divisore,  e perciò  divideremo 
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2x* — 3*4-1,  per  x— 1,  c siccome  la  divisione  si  fa  esattamente, 
cosi  sarà  x — 1 il  massimo  comune  divisore  de' due  polinomi  Q 
e Q' , ossia  di  3x*4-2x* — 5,  e di  2x* — 3x4-1.  Dunque  molti- 
plicando x — 1 per  2 ab,  il  prodotto  2 abx — 2ab  sarà  il  massimo 
comune  divisore  cercato  de’  due  polinomi  P e P',  cioè  a dire  di 
1 2a6Vx*-f-  Hab' ex'—  20aò’c  , e 1 2a'bx*—  lHa’bx  4-  6 a'b. 

Ecco  il  quadro  delle  divisioni  eseguite 

1. a  Divisione. 

3x*4-  2x* — 5 1 2x* — 3x  1 

2 3*4-13 

6x’4-  4x* — lo 
— 6x’-t-  9x* — 3® 

13x* — 3x — 10 
2 

26**—  6x— 20 
— 26x,+  39x  — 13 

33* — 33  , 1.*  resto  , che  diviso 
per  33,  divento  x — 1,  e questo  passa  per  nuovo  divisore 

2. a  Divisione. 

2x“ — 3*4-1  | x — 1 
— 2x*-f-2x  2* — 1 

— x — I—  1 
-4-  X — 1 
0 

2.°  Esempio.  Sia  da  determinarsi  il  massimo  comune  divisore  tra 
i due  polinomi 

20x*4-  8x’ — 23**4-  13x — 3 , • 
e 

12x4 — 8x5 — 21x*4-  23* — 6. 

1 termini  di  questi  due  polinomi  non  contengono  alcun  fattore 
monomio  comune,  e perciò  se  questi  polinomi  ammettono  un  mas- 
simo comune  divisore , questo  dev’  essere  polinomio.  Dividiamo 
dunque  il  primo  di  essi  pel  secondo  ; e poiché  il  coefficiente  20 
del  primo  termine  del  dividendo  non  può  dividersi  per  12  coeffi- 
ciente del  primo  termine  del  divisore,  cosi  moltiplicheremo  il  di- 
videndo per  12,  o più  semplicemente  pel  più  piccolo  numero  che 
moltiplicato  per  20  desse  un  moltiplice  di  12.  Questo  più  piccolo 
numero  lo  determineremo  osservando  che  20  e 12  hanno  per  mas- 
simo comune  divisore  4,  e siccome  12  diviso  per  4 dà  per  quo- 
ziente 3 , perciò  sarà  3 il  più  piccolo  numero  pel  quale  bisogna 
moltiplicare  il  dividendo , affinchè  la  divisione  si  possa  eseguire. 
Moltiplicando  dunque  il  dividendo  per  3 , e poi  facendo  la  divi- 
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sione,  si  ottiene  per  quoziente  S eper  resto  64x*4-36x‘ — 76a:+21, 
e siccome  questo  resto  è di  grado  inferiore  a quello  del  divisore,  cosi 
prenderemo  questo  resto  per  divisore,  ed  il  divisore  per  nuovo  divi- 
dendo (n.  63).  Divideremo  dunque  12x4 — 8x* — 21x*-|-23x — 6 per 
6 4x’4-36x* — 76x4-21.  E poiché  12  coefficiente  del  primo  ter- 
mine del  dividendo  non  è divisibile  per  64  coefficiente  del  primo 
termine  del  divisore,  moltiplicheremo  il  dividendo  per  64,  o più 
semplicemente  per  16,  eh’ è il  più  piccolo  numero  che  moltipli- 
cato per  12  dà  un  moltiplice  di  64 , e questo  16  si  trova  divi- 
dendo 64  per  4,  eh' è il  massimo  comune  divisore  di  12  e 64. 
Moltiplicando  dunque  il  dividendo  per  16,  poi  facendo  la  divisione, 
si  ottiene  per  quoziente  3x  e per  resto  — 236x* — 108x*h-305x— 96, 
il  quale  essendo  di  egual  grado  del  divisore,  mostra  che  la  divisione 
può  continuarsi.  Ma  il  coefficiente  — 236  del  primo  termine  del  di- 
videndo non  essendo  divisibile  per  64,  moltiplicheremo  il  dividendo 
anche  per  16,  ed  il  prodotto  diviso  per  lo  stesso  divisore  dà  per 
quoziente  — 59  e per  resto  396xa-+-396x — 297.  Or  prima  di  pren- 
dere questo  resto  per  divisore , vediamo  se  i suoi  termini  hanno 
qualche  fattore  comune  ; a quale  oggetto  cercando  tra  i coeffi- 
cienti 396,  c 297  il  massimo  comune  divisore,  troveremo  essere 
questo  99,  e perciò  divideremo  il  divisore  396x“4-396x  — 297 
per  99,  ed  avremo  per  quoziente  4x"4-4x — 3.  Onde  dobbiamo 
fare  la  divisione  di 

64xs4-36x,‘ — 76x-|-21  per  4x'14-4x— 3, 
e siccome  questa  divisione  si  esegue  esattamente , perciò  sarà 
4x*4-4x — 3 il  massimo  comune  divisore  de’ due  polinomi  dati. 
Ecco  il  complesso  delle  operazioni  eseguite 

1. a  Divisione. 

20x*4-  8x3 — 23x*-f-  13x — 3 \ 12x*— 8x*— 21x»4-23x— 6 
3 5 

60x‘-t-24x1 — 69x*4-  39x— 9 
— 60x44-40x’4-1  05x*—  1 1 5x4-30 
64x54-  36x* — 76x4-21 

2. ®  Divisione. 

12X4—  8xJ — 21x’-t-  23x — 6 |64x,4-36x*— 76x4-21 

16  3x— 59 

I92z4 — 128x* — 336x*4-  368x— 96 
— 192x4—  108x’-f-  228x* — 63x 

— 236x5 — 108x*4-  30ox— 96 
16 

— 3776x'— 1728x*-t-4880x— 1536 

4-3776xJ4-2124x1— 4484x4-1 239 

396x*4-  396x — 297 

questo  resto  diviso  per  99  dà  per  quoziente  4x’-i-4x  — 3. 
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5."  Divisione. 

6ix’4-3Gx*— 76x4-21  | 4x*4-4x— 3 
— 64x‘ — 64x*-+-48x  16x — 7 

—28x*— 28x4-21 
4-28x*4-28x — 2 1 

0 

onde  4x*4-4x — 3 è il  massimo  comune  divisore  cercato. 

63.  Sapendo  trovare  il  massimo  comune  divisore  di  due  quan- 
tità , si  potrà  trovare  ancora  il  massimo  comune  divisore  di  più 
quantità.  Per  esempio  volendo  il  massimo  comune  divisore  delie 
quattro  quantità  A , B , C , D , si  troverà  il  massimo  comune  di- 
visore d delle  due  quantità  A e B;  indi  si  troverà  il  massimo  co- 
mune divisore  d'  di  d e C,  ed  in  fine  si  troverà  il  massimo  co- 
mune divisore  d"  di  d'  e D;  sarà  d"  il  massimo  comune  divisore 
delle  quattro  quantità  A , B , C , D. 

In  fatti  essendo  d il  massimo  comune  divisore  di  A e B,  sarà  d 
il  prodotto  di  tutti  i divisori  primi  comuni  ad  A e B;  ed  essen- 
do d'  il  massimo  comune  divisore  di  d c C , sarà  d'  il  prodotto 
di  tutti  i divisori  comuni  di  d e C,  ovvero  delle  tre  quantità  A , B, 
e C;  ed  infine  essendo  d"  il  massimo  comune  divisore  di  d'  e D, 
sarà  d"  il  prodotto  di  tutti  i divisori  primi  comuni  a d'  c D , ossia 
de’ divisori  primi  comuni  alle  quattro  quantità  A,B,C,D,  c perciò 
sarà  d"  il  massimo  comune  divisore  di  queste  quattro  quantità. 

66.  Ne’  due  precedenti  esempi  le  quantità  tra  le  quali  abbiamo 
trovato  il  massimo  comune  divisore  polinomio,  non  contenevano  clic 
una  sola  lettera  x;  ma  possono  darsi  de’ casi  che  due  polinomi  con- 
tengano due  o più  lettere  : vediamo  perciò  come  bisogna  allora 
operare  per  trovare  il  loro  massimo  comune  divisore. 

Siano  P e P'  due  polinomi , ciascuno  contenente  due  lettere  x 
cd  y , e supponiamo  per  maggior  semplicità  , che  questi  polinomi 
si  siano  liberati  da’  divisori  monomi , come  si  è praticato  ai  nu- 
mero 64.  Si  ordinano  i due  polinomi  secondo  le  potenze  decre- 
scenti di  una  stessa  lettera,  d’x  per  esempio:  i coefficienti  delle 
diverse  potenze  di  questa  lettera  possono  essere  polinomi , e se  sono 
tali  essi  conterranno  la  sola  lettera  y ; ed  allora  se  uno  de’  poli- 
nomi P , o P'  ha  un  divisore  indipendente  dalla  lettera  ordina- 
trice x , questo  divisore  deve  dividere  in  quel  polinomio  il  coeffi- 
ciente di  ogni  potenza  di  x (n.  42). 

Sia  d il  massimo  comune  divisore  de’ coefficienti  del  polinomio  P, 
e d' quello  de’ coefficienti  del  polinomio  P\  Si  trovi  tra  d e d' il  massi- 
mo comune  divisore  A,  sarà  k un  comune  divisore  de’  due  polinomi  P 
e P*  indipendente  da  x.  Si  divida  P per  d,  e P'  per  d!  e siano  Q e Q' 
i due  quozienti,  è chiaro  che  il  massimo  comune  divisore  de’ due 
polinomi  dati  P c P'  dovrà  risultare  dal  prodotto  di  A'  pel  massimo 
comune  divisore  di  Q e Q',  c perciò  la  difficoltà  è ridotta  a trovare 


Digitized  by  Google 


— 41  — 


il  massimo  comune  divisore  de’ due  polinomi  Q e Q'  nel  modo  qui 
avanti  esposto,  quando  i polinomi  contenevano  una  sola  lettera. 

Esempio.  Si  vuole  il  massimo  comune  divisore  de’ due  polinomi 

A = 1 2x‘y5-|-  8x’y4  +-  80xy* — 48x*y  — 32x’y* — 20xy\ 

c 

B=  12x’ys-t-  3Cx*yJ+  Gxy1— ^ 18x’y* — 24x'y* — 12xy\ 
Cercando  in  prima  il  massimo  comune  divisore  de’ termini  di  cia- 
scuno di  questi  polinomi , si  trova  che  4xy  è quello  de’  termini 
dei  polinomio  A , e 6xy*  quello  de’  termini  del  polinomio  B.  E 
siccome  de’  due  monomi  4xy  e 6xy*  il  massimo  comune  divisore 
è 2xy  , perciò  sarà  questo  il  divisore  monomio  comune  a’ due  po- 
linomi A c B:  questo  divisore  2xy  si  noterà  da  parie. 

Dividendo  poi  il  polinomio  A per  4xy  , ed  il  polinomio  B per 
6xy\  si  hanno  i due  quozienti 

P=3xy-+-  2x*y*-t-  20y* — 1 2x*—  8x"y  — 5y“ 

P'=:2x*y -+-6xy  -f-  y‘ — 3xy* — 4x*  — 2y* , 
i quali  ordinati  secondo  le  potenze  decrescenti  di  x,  prendono  la  forma 
P =(3y1 — 12)x5-t-(2y* — 8y)x* — (5y“ — 20y*) , 

Iy=(2y  — 4)x* — (3y* — 6y  x -+-(  y*—  2y‘). 

Ora  il  massimo  comune  divisore  de’ coefficienti  del  polinomio  Pèy”— 4, 
e quello  de- coefficienti  del  polinomio  P'  è y — 2;  e siccome  di  y* — 4 e 
di  y — 2 il  massimo  comune  divisore  è lo  stesso  y — 2,  perciò  y — 2 
sarà  il  divisore  indipendente  dalla  lettera  x,  e quindi  sarà  comune 
divisore  de’ due  polinomi  A e B,  onde  anche  y — 2 si  noterà  da  parte. 

Dividendo  il  polinomio  P per  y’ — 4 ed  il  polinomio  P'  per  y— 2, 
si  ottengono  i due  quozienti 

Q=3x3-+-2yx“ — 5y’ , c Q'=2x* — 3yx+ya. 

In  fine  si  cercherà  tra  questi  due  polinomi  il  massimo  comune 
divisore,  il  quale  se  esiste,  dovrà  essere  necessariamente  polino- 
mio c dipendente  dalla  lettera  x , dacché  si  sono  già  tolti  il  di- 
visore monomio  , ed  il  divisore  indipendente.  Applicando  dunque 
su  questi  polinomi  il  metodo  delle  successive  divisioni,  come  ap- 
punto si  è praticato  ne’ due  esempi  precedenti,  si  ottiene 

4.a  Divisione. 

3x*-f-  2t/x* — 5y5  1 2x* — 3yx-t-y* 

2 3x  -j-13y 

6x’-t-  4yx* — 10y* 

— 6x'-f-  9yx* — 3j/*x 

13yx* — 3y“x — 10y’ 

_2 

26yxl* — 6y*x — 20y* 

— 26yx*+39y*x — 1 3y’ 

33y*x — 33y*  ’ 

che  diviso  per  33t/*  diventa  x — y,  e questo  sarà  il  nuovo  divisore. 

Lez.  di  Aly.  e 
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2.a  Divisione. 

2x'—3yx+y*  | x—y 
— 2x%+2yx  2x—y 

— yx-hy' 

•+■  yx—tf 

o 

e perciò  il  massimo  comune  divisore  de’ due  polinomi  Q e Q'  è x — y. 

Onde  moltiplicando  lo  quantità  2 xy , y — 2,  ed  x — y,  che  sono 
il  divisore  monomio  notato,  il  divisore  indipendente  da  x,  anche 
notalo  da  parte,  ed  il  divisore  dipendente,  il  prodotto  2xy{y—2)(x — y ) 
ossia  2x’y' — bx*y-2xyz-i—ixy%,  sarà  il  massimo  comune  divisore 
cercato  de’ due  polinomi  A e B. 

Lo  stesso  metodo  si  praticherà  quando  i due  polinomi  tra  i 
quali  deve  trovarsi  il  massimo  comune  divisore , contengono  più 
di  due  lettere. 

Per  esercizio  soggiungiamo  i risultamenti  di  due  altri  esempi 

A=12y  x‘—  28yV-t-t6y’x* , 

B=12y*x* — 30yV-t-18y’x  , 

massimo  comune  divisore  2xy(x — y). 

A=18ysx”-t-9y  x"-j-  9 y’x’ — 9y4x* — 9y*x* — 18x" , 
B=xl8y*x*-i-6y*xt-+-24y  x' — 6y*x* — 24yV — 18x4 , 

massimo  comune  divisore  3x’(y — l)(x — y). 

LEZIONE  VII. 

Delle  equazioni  di  primo  grado  ad  una  sola  incognita. 

67.  Si  chiama  eguaglianza  ogni  espressione  algebrica  composta 
di  due  parti  separate  dal  segno  =.  Queste  due  parli  si  dicono 
membri,  ed  in  particolare  la  quantità  a sinistra  del  segno  eguale 
si  chiama  primo  membro,  e quella  a destra  secondo  membro  : cosi 
3a’-|-76’=4c<f — 5aòc  è un’eguaglianza,  3a’-t-7à*  è il  primo  mem- 
bro, e 4 cd* — 5a6c  è il  secondo. 

68.  L’ identità  è un’eguaglianza  i cui  due  membri  sono  gli  stessi, 
o che , differendo  nella  forma , addiventano  gli  stessi  quando  si 
eseguono  le  operazioni  indicate. 

Così  (a +6) (a — 6)=a* — 6*  è una  identità,  perchè  i due  membri 
diventano  gli  stessi,  quando  si  esegue  la  moltiplicazione  accennata 
nel  primo  membro. 

69.  L’ equazione  è un'eguaglianza  che  contiene  una  o più  quan- 
tità incognite,  i cui  valori  debbono  determinarsi,  affinchè  i due 
membri  sicno  eguali. 
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Cosi  13x4-4=34 — 2x  è un'equazione,  perchè  contiene  la  quantità 
incognita  x , ed  i cui  membri  diventano  eguali  quando  a questa 
incognita  si  assegna  il  valore  particolare  2 da  determinarsi. 

Talvolta  si  usa  anche  l’ espressione  di  equazione  per  indicare 
l’eguaglianza,  o l’identità  di  due  quantità:  e quantunque  questo 
scambio  di  nomi  rare  volte  possa  produrre  equivoco,  pure  giova, 
per  la  precisione  del  linguaggio , usare  que'  nomi  che  più  corri- 
spondono alle  idee  che  si  vogliono  esprimere. 

70.  Il  grado  di  un’equazione  è la  più  grande  somma  che  si 
ottiene  addizionando  in  ogni  termine  gli  esponenti  delle  incognite. 

Cosi  l’equazione  4x — 7=3x4-40  è di  primo  grado  ad  una  in- 
cognita, e 

3x  4-  3y=17  , 5y — 3x=3 

sono  due  equazioni  di  primo  grado  a due  incognite. 

Del  pari  3x'-\- 3 = 7x-}- 12  è un’equazione  di  secondo  grado 
ad  una  incognita  , e 

2asx+  4axy4-5  = 0 , 4x* — 3x  4-  5y*4-  2y  = 36 
sono  due  equazioni  di  secondo  grado  n due  incognite. 

71.  Verificare  un’equazione,  ovvero  un  sistema  di  equazioni, 
significa  sostituire  nell’equazione,  o in  ogni  equazione  del  sistema 
il  valore  di  ciascuna  incognita , e vedere  se  con  questa  sostitu- 
zione ciascuna  delle  equazioni  diventa  una  identità. 

Cosi  l’equazione  3x4-7=8x — 3 è verificata  quando  si  sosti- 
tuisce in  luogo  di  x il  valore  2,  poiché  si  ha  3 ■ 24-7=8  -2 — 3, 
ossia  6 4 7=16  — 3,  o in  fine  13=13. 

72.  Si  chiama  soluzione  di  un’equazione  o di  un  sistema  di 
equazioni,  il  valore  dell’  incognita , ovvero  ogni  sistema  di  valori 
delle  incognite,  che  verificano  l'equazione,  o il  sistema  di  equa- 
zioni. Così  nell'equazione  precedente  3x4-7=8x — 3,  il  valore  2 
dell'incognita  è una  soluzione,  perchè  2 verifica  l'equazione. 

Del  pari  i valori  2 e 3 di  x sono  due  soluzioni  dell' equazione 
5x — x*=6,  perchè  messo  in  luogo  di  x il  valore  2,  si  ha 
10—4=6,  ossia  6=6,  e messo  l’altro  valore  3 si  ha  18 — 9=6, 
ovvero  6=6. 

73.  Risolvere  un’equazione,  ovvero  un  sistema  di  equazioni  si- 
gnifica determinare  tutte  le  soluzioni  della  data  equazione,  o del 
dato  sistema  di  equazioni. 

74.  Due  equazioni,  o due  sistemi  di  equazioni  si  dicono  equi- 
valenti , o pure  che  V uno  rientra  nell’  altro , quando  ammettono 
le  medesime  soluzioni , e nel  medesimo  numero. 

Cosi  le  due  equazioni 

x’ — 5x4-6=0,  e 4x*4-24  = 20x 
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sono  equivalenti  perchè  ammettono  le  stesse  soluzioni  c nello  stesso 
numero  cioè 

x=2  ed  x=3. 

Al  contrario  le  due  equazioni 

V=1  ed  y'—\ 

0 

non  sono  equivalenti , quantunque  ammettano  la  stessa  soluzione 
y=i,  e ciò  perchè  la  prima  ha  solamente  la  soluzione  y=t,  c la 
seconda  ne  ha  due  y=l,  ed  y= — 1,  c perciò  queste  equazioni  non 
avendo  le  soluzioni  eguali  e di  egual  numero,  non  sono  equivalenti. 

Del  pari  le  due  equazioni 

a5*-+-6=5x , ed  x*-t-8  = 6x  y 

non  sono  equivalenti,  quantunque  abbiano  la  comune  eduzione  x=2, 
e ciò  perchè  la  prima  equazione  ammette  la  soluzione  x=3  che 
non  è soluzione  della  seconda,  e questa  ammette  la  soluzione  x=4 
che  non  è soluzione  della  prima.  Non  essendo  dunque  le  solvziop* 
le  stesse , queste  equazioni  non  sono  equivalenti. 

* y* 

75.  Alterare  un’  equazione,  ovvero  un  sistema  di  equazioni,  vuol 
dire  trasformare  l’equazione  data  in  un'altra,  o il  dato  sistema  di 
equazioni  in  un  altro  non  equivalente. 

Cosi  l'equazione  3x=12  si  altera  quando  il  secondo  membro 
si  accresce  di  6,  perchè  si  ottiene  l’equazione  3x=18  che  ha  la 
soluzione  x=6,  mentre  la  prima  ammette  la  sola  soluzione  x=4. 

Del  pari  l’equazione  x — 1=2  si  altera  quando  si  elevano  i 
suoi  due  membri  a quadrato , perchè  si  ottiene  l' equazione 
x * — 2x-t-l  = 4 (n.  53)  che  ammette  le  due  soluzioni  x—5  ed 
x= — 1,  nel  mentre  che  l’equazione  data  x — 1=2  non  ha  che 
lo  sola  soluzione  x=3. 

Si  chiama  forinola  un'  espressione  generale  delle  operazioni  arit- 
metiche da  eseguirsi  sopra  ad  alcuni  numeri  dati,  per  ottenere  il 
valore  di  un  numero  cercato. 

76.  Teorema  I.  Un'  equazione  non  si  altera  quando  si  accre- 
scono , o si  diminuiscono  i due  membri  della  stessa  quantità. 

Sicno  A e li  i due  membri  dell’  equazione  , che  per  maggior 
semplicità  supporremo  che  contenga  la  sola  incognita  x , questa 
equazione  sarà  rappresentata  da 

A=B: 

dico  clic  accrescendo  ambi  i membri  della  quantità  C , la  nuova 
equazione  A-+-C  = B-t-C  sarà  equivalente  alla  prima. 

In  fatti  ogni  valore  di  x=a , che  verifica  1*  equazione  A=B , 
rende  il  primo  membro  A eguale  al  secondo  B ; ma  due  gran- 
dezze eguali  accresciute  della  stessa  quantità,  danno  somme  eguali, 
dunque  dovrà  essere  A-t-C  eguale  a B-+-C  , e perciò  Io  stesso 
valore  x=a,  dovrà  verificare  ancora  l'equazione  A-t-C  = B-t-C; 
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onde  tulle  le  soluzioni  dell’ equazione  A=B,  sono  ancora  solu- 
zioni dell’equazione  A-l-C=B-f-C. 

Reciprocamente,  ogni  valore  di  x = a che  verifica  l'equazione 
A-+-C=B-t-C,  rende  il  primo  membro  A-t-C  eguale  ai  secondo 
B + C;  ma  due  grandezze  eguali  diminuite  della  stessa  quantità, 
danno  residui  eguali , dunque  diminuendo  le  due  grandezze  A-t-C 
e R-j-C  della  stessa  quantità  C,  dovrà  risultare  il  residuo  A eguale 
al  residuo  B,  e perciò  lo  stesso  valore  x = a dovrà  verificare 
l’equazione  A = B,  e quindi  tutte  le  soluzioni  dell’ equazione 
A-t-C=B-f-C  sono  ancora  soluzioni  dell’equazione  A=B:  onde 
le  due  equazioni  A=B , ed  A-)-C=B-hC , ammettendo  le  stesse 
soluzioni , e nello  stesso  numero , saranno  equivalenti , e perciò 
l’equazione  A=B  non  si  è alterala  con  accrescere  ambi  i membri 
della  quantità  C. 

Nello  stesso  modo  si  dimostra  che  diminuendo  ambi  i membri 
dell’  equazione  A=B  della  stessa  quantità  C , I’  equazione  risul- 
tante A — C=B — C sarà  equivalente  alla  data  equazione  A=B. 

77.  Teobema  li.  Un'equazione  non  si  altera  facendo  passare 
un  termine  da  un  membro  nell’altro  col  segno  contrario. 

In  fatti  sia  l’equazione 

(1)  ax — d—c+bx. 

Accrescendo  ambi  i membri  di  d,  questa  equazione  non  si  altera, 
e si  ottiene 

ax — d-t-  d=c-+-bx+d  , 

e diminuendo  di  bx  ambi  i membri  di  questa , essa  nè  anche  si 
altera  , e verrà 

ax — d-t-d — bx=c  +bx-hd — bx 

ed  osservando  che  nel  primo  membro  le  quantità  — d-t-d  si  di- 
struggono, e che  nel  secondo  membro  le  quantità  +tac  — bx 
anche  si  distruggono  , questa  equazione  diventa 

(2)  ax — bx  = c-h  d. 

Ora  paragonando  l’ equazione  (1)  con  quest’  ultima  (2) , si  vede 
che  il  termine  d che  nell’ equazione  data  (1)  stava  nel  primo  mem- 
bro col  segno — , si  trova  nel  secondo  membro  dell’ equazione  (2) 
col  segno  -+-,  e che  il  termine  bx  che  nell’equazione  data  (t)  stava 
nel  secondo  membro  col  segno  si  trova  nel  primo  membro  del- 
l’equazione (2)  col  segno  — . Dunque  un’equazione  non  si  altera, 
passando  un  termine  da  un  membro  nell'altro,  col  segno  contrario. 

78.  Teorema  III.  Un’  equazione  non  si  altera  moltiplicando  o 
dividendo  ambi  i membri  per  una  stessa  quantità,  che  non  contenga 
alcuna  incognita , e che  non  sia  zero. 

Sia  A=B  un'equazione,  e sia  C una  quantità  che  non  contiene 
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alcuna  incognita  c clic  non  è zero:  dico  che  moltiplicando  ambi 
i membri  dell'equazione  per  C,  la  nuova  equazione  AC=BC  sarà 
equivalente  alla  prima  A=B. 

In  fatti  nell'equazione  AC  = BC  passando  BC  nel  primo  mem- 
bro, si  ottiene  AC — BC  = 0,  e mettendo  C come  fattore  comu- 
ne, questa  equazione  prende  la  forma  C(A  — B)  = 0.  Ora  ogni 
valore  di  x che  verifica  questa  equazione  deve  rendere  il  prodotto 
CfA — B)  eguale  a zero;  ma  il  fattore  C per  ipotesi  non  è zero,  dun- 
que dovrà  essere  zero  l’altro  fattore  A — B,  e perciò  dovrà  essere 
A = B.  Onde  ogni  valore  di  x che  verifica  l’equazione  AC=BC 
deve  verificare  ancora  l’altra  A=B,  e quindi  l’ equazione  AC=BC 
è equivalente  all’altra  A=B. 

Del  pari  se  i due  membri  dell' equazione  A=B  si  dividono  per  C, 
dico  che  l’ equazione  non  si  altera  , e che  perciò  l’ equazione 
A B 

dovrà  essere  equivalente  alla  prima  A=B. 

A B 

In  fatti  l'equazione  77=^  può  considerarsi  risultante  dall'equa- 

Li  Li 

zione  A=B,  quando  i due  membri  si  moltiplicano  per  la  stessa 
quantità  il  che  non  altera  l’equazione. 

Lj 

79.  Corollario.  Segue  da  questo  teorema  che  un’equazione 
non  si  altera  quando  si  cambiano  i segni  a tutt’i  termini.  In  fatti, 
il  cambiare  i segni  a tutti  i termini  dell' equazione,  si  riduce  a mol- 
tiplicare i due  membri  per  — 1:  dunque  l’equazione  non  si  altera. 

Cosi  nell’ equazione 

3x — 24=36 — 4x 

moltiplicando  ambi  i membri  per  — 1,  si  ottiene 
— 3x-t-24= — 36-t-4x, 

cioè  la  stessa  equazione,  ma  che  ha  i termini  co' segni  cambiali. 

80.  In  questo  teorema  si  6 supposto  che  il  fattore  C non  con- 
tenga alcuna  incognita,  e si  è conchiuso  che  l'equazione  A = B 
è equivalente  all’altra  AC=BC,  ovvero  a C(A — B)=0.  Ma  se  C 
contenesse  qualche  incognita , allora  queste  due  equazioni  non  sa- 
rebbero equivalenti,  dacché  quest' ultima  C(A  — B)  = 0 avrebbe 
delle  soluzioni  che  non  ammetterebbe  la  prima. 

Per  esempio,  se  il  fattore  C fosse  x — 3,  allora  l’equazione 

(x — 3)  (A — B)=0 

ammetterebbe  è vero  tutte  le  soluzioni  dell’equazione  A — B=0, 
ossia  di  A=B,  ma  ammetterebbe  ancora  la  soluzione  x=3,  che 
annulla  il  fattore  x— 3,  c perciò  non  sarebbe  equivalente  alla 
prima  A = B,  che  ha  una  soluzione  di  meno. 

Da  ciò  si  vede  che  con  moltiplicare  ambi  i membri  di  un’cqua- 
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zione  per  un  fattore  clic  contiene  l'incognita,  s’introducono  nel- 
l’equazione delle  soluzioni  estranee  alla  questione.  Onde  quando 
una  tale  moltiplicazione  si  rende  indispensabile,  fa  d’uopo  tener 
presente  questa  circostanza  delle  soluzioni  estranee,  affine  di  sce- 
gliere fra  tutte  le  soluzioni  dell'equazione  ottenuta,  quelle  soltanto 
che  competono  alla  questione. 

Si  può  dunque  conchiudere  che  quando  si  moltiplicano  i due 
membri  di  un'  equazione  per  un  fattore  che  contiene  una  o più 
incognite,  l’equazione  che  risulta  oltre  di  ammettere  tutte  le  solu- 
zioni dell'equazione  primitiva,  ammette  ancora  tutte  le  soluzioni 
dell'  equazione  che  si  ottiene  eguagliando  questo  fattore  a zero. 

Così  moltiplicando  in  corrispondenza  i membri  delle  due  equazioni 

x — 3 = 0 ed  x — 2=0, 
l’equazione  che  risulta 

x* — bx-t-6— 0 

oltre  di  ammettere  la  soluzione  x=3  della  prima  equazione , am- 
mette ancora  la  soluzione  x=2  della  seconda. 


81.  Far  sparire  da  un’equazione  i denominatori,  ovvero  libe- 
rare da' divisori  un’equazione,  significa  trasformare  l’equazione  in 
un'altra  equivalente  alia  prima,  ma  che  abbia  i due  membri  interi. 


82.  Teorema  IV.  Si  fanno  sparire  da  un’  equazione  i deììomi- 
nalori , moltiplicando  il  numeratore  di  ogni  frazione  per  tutti  i 
denominatori  delle  altre;  ogni  termine  intero  pel  prodotto  di  tutti  i 
denominatori,  e non  lenendo  conto  alcuno  del  comune  denominatore. 
In  fatti  sia  l'equazione 

a p , e 
7 x — L=m-\-,x — n: 
b q d 

questa  può  essere  scritta  nel  seguente  modo 


« p me  n 

— X — , H X — — • 

b q 1 d 1 

Riducendo  tutti  i termini  allo  stesso  denominatore,  l’equazione  diventa 


adq  bdp bdmq 

bdqX  bdq  bdq 


beq  bdnq 
~T>dqX  bdif' 


ed  in  questa  equazione  sopprimendo  il  comune  denominatore  bdq, 
si  viene  a moltiplicare  ogni  termine  per  bdq  , e perciò  l' equa- 
zione non  si  altera,  e verrà 


adqx — bdp=bdmq-\-bcqx — bdnq  ; 

e questo  risultamelo  dimostra  il  teorema  enunciato. 
Applicando  questo  teorema  alle  equazioni 


x , 2 „ 2 

3 ’ ed  -r— 3— 
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si  ottengono 

15x— 90=18  — lOx,  e 15x  — 10=75  — 6x. 


83.  Quando  i denominatori  non  sono  primi  tra  loro,  essi  ammet- 
tono un  dividendo  comune  minore  del  loro  prodotto,  ed  in  tal  caso  si 
possono  far  sparire  i denominatori  più  semplicemente,  con  molti- 
plicare tutti  i termini  dell’equazione  pel  minimo  dividendo  dei  de- 
nominatori. E questa  moltiplicazione  si  esegue  moltiplicando  il 
numeratore  di  ogni  frazione  pel  quoziente  che  si  ha  dal  dividere 
il  minimo  dividendo  pel  denominatore  della  frazione  c moltipli- 
cando ogni  termine  intero  pel  minimo  dividendo. 

Cosi  nell'equazione 


2* 


1 

4 


+ 8 


il  minimo  dividendo  de' denominatori  è 12 , e perciò  si  fanno 
sparire  i denominatori,  moltiplicando  il  numeratore  del  primo  ter- 
mine per  4,  eh' è il  quoziente  di  12  diviso  per  3,  il  numeratore 
del  secondo  termine  per  2,  quoziente  di  12  per  6,  il  numeratore 
del  terzo  termine  per  6,  quoziente  di  12  per  2,  il  numeratore  del 
quarto  termine  per  3,  quoziente  di  12  per  4,  c l'ultimo  termine 
intero  8 per  12.  Con  queste  moltiplicazioni  l’equazione  diventa 

8x — 10  =6x -4-3-4- 96. 


84.  Ammesso  quanto  precede,  siamo  nel  caso  di  poter  risolvere 
qualunque  equazione  di  primo  grado  nd  una  sola  incognita;  a tale 
oggetto  ecco  la  regola  generale  da  praticarsi  per  determinare  il 
valore  dell' incognita. 

1. "  Si  fanno  sparire  i denominatori,  nel  caso  che  vi  fossero. 

2. "  Si  fanno  passare  tutti  i termini  incogniti  nel  primo  mem- 
bro , e tutti  i termini  noti  nel  secondo  , con  cambiare  i segni 
a’ termini  che  da  un  membro  passano  nell’altro,  c si  fa  la  riduzione 
determini  simili,  nel  caso  che  avesse  luogo. 

3. °  L’incognita  sarà  quanto  il  secondo  membro,  eh’ è tutto 
noto,  diviso  pel  coefficiente  dell’incognita. 

Sia  per  esempio  da  risolvere  l’equazione 

3x  , ~ 2x  x 

T 8 f 

Facendo  sparire  i denominatori  si  ottiene 

18x — 390=20x — 13x , 

e passando  i termini  incogniti  del  secondo  membro  nel  primo  , 
ed  il  termine  noto  del  primo  membro  nel  secondo  (n.  77),  si  ha 

18x  — 20x  -f-  15x  = 390 , 

la  quale,  dopo  la  riduzione  determini  del  primo  membro,  diventa 

13x=390, 
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c dividendo  i due  membri  per  13,  coefficiente  di  x,  si  ricava 

390 
X~  13  ’ 

ovvero,  eseguendo  la  divisione 

j;=30. 

Sia,  per  secondo  esempio,  da  risolvere  l' equazione. 

2 , 1 3 7 

3 ® ^ 2=SX  8*. 

In  questa  equazione  si  potrebbero  far  sparire  i denominatori  col 
metodo  ordinario  , ma  riesce  più  semplice  di  moltiplicare  tutti  i 
termini  per  24,  eh’ è il  minimo  dividendo  de'  denominatori , c 
perciò  l'equazione  si  trasforma  in  quest' altra 

16x — 108=18* — 21x. 


E passando  i termini  incogniti  nel  primo  membro,  ed  il  noto  nel 
secondo,  si  ottiene 

lGx — 18x-+-21x=108, 


ossia 


19x=108, 

c perciò  dividendo  ciascun  membro  per  19,  si  trova 

108  „ 13 

x~  19  0 19' 

« 

Sia  in  fine  da  risolvere  l’equazione 

ax  de  rjx 

b —C-J—  h ' 

Facendo  sparire  i denominatori  verrà 

apix  — bcfh=bdeh — bfijx  , 

e trasportando  i termini  incogniti  nel  primo  membro , ed  i noli 
nell*  altro  , si  ha 


ossia 


afhx 4- bfgx—bdeh-\- befh  , 


(afh  -H  bfq)x  = bdeh  befh  , 

dalla  quale  si  ricava 


Uz.  di  Alg. 


bdeh  + b:fh 
afh-\-bfg 


1 
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PROBLEMI  DI  PRIMO  GRADO  AD  I NA  INCOGNITA. 

85.  La  traduzione  di  un  problema  dal  linguaggio  parlalo  nel 
linguaggio  algebrico  , ossia  la  determinazione  dell'  equazione  cor- 
rispondente alle  condizioni  espresse  nell'  enunciato  , ed  alle  quali 
il  valore  dell'  incognita  deve  soddisfare,  si  dice  mettere  il  problema 
in  equazione. 

E quantunque  non  vi  sia  alcuna  regola  generale  clic  prescrivesse 
il  modo  da  mettere  qualunque  problema  in  equazione,  pure  vi  è un 
precetto  la  cui  applicazione,  quando  è ben  compresa,  non  manca 
mai  di  condurre  all'equazione  dimandata.  Ecco  qual’ è il  precetto. 

86.  Si  suppone  il  problema  risoluto  , e co'  segni  algebrici  si 
esprimono  sulle  quantità  note  rappresentate  da  numeri  o da  lettere , 
e sulle  quantità  incognite  rappresentate  sempre  da  lettere  , tutte 
quelle  operazioni  e quei  ragionamenti  che  si  farebbero  sulle  quantità 
cercale  quando  queste  essendo  date,  si  dovesse  verificare  se  le  medesime 
adempiano  a tutte  le  condizioni  espresse  nell’enunciato  del  problema. 

87.  Per  mostrare  l’applicazione  di  questo  precetto,  ci  occupe- 
remo della  soluzione  di  alcuni  problemi. 

Problema  I.  Trovare  due  numeri  che  abbiano  per  somma  26  e 
per  differenza  8. 

Indicando  con  x il  maggiore  di  questi  numeri,  l’altro  eh’ è 8 
di  meno,  sarà  x — 8;  e poiché  la  loro  somma  dev’essere  26, 
perciò  formeremo  l’equazione 

x -hx — 8 = 26 , 

dalla  quale  successivamente  si  ricava  (n.  8i) 

2x  — 8=26 
2x=26-ì-8=34 


Onde  il  numero  maggiore  ò 17,  cd  il  minore  per  conseguenza 
é 17  — 8 = 9.  Dunque  i due  numeri  cercati  sono  17,  e 9. 

Ma  per  vedere  come  questi  due  numeri  dipendano  dalla  loro  som- 
ma c dalla  loro  differenza , cerchiamo  una  soluzione  generale  di 
questo  problema.  Sia  a la  somma  de’  due  numeri  cercati,  c sia  b 
la  loro  differenza. 

Dinotando  con  * il  numero  maggiore,  sarà  x — b il  minore: 
e poiché  la  somma  di  questi  due  numeri  dev’essere  a,  si  formerà 
perciò  l’equazione 

x + x — b=a  , 

ossia 

2x — b=a , 

c quindi  sarà 

2x— a -i-b  ; 
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dalla  quale,  si  ottiene 


a h 
X=24'2' 


Troiaio  così  il  numero  maggiore,  il  minore,  cli’è  b di  meno,  sarò 

a b , 

2 + 2 ' ’ 


ossia 


che  si  riduce  ud 


a I)  21) 
^2~  2 ’ 


a b 
2— 2' 


Onde  i due  numeri  cercati  saranno 
a b 
'2~>r2 


. ab  .,  ab 

il  maggiore  + ^ , il  minore  =g  — 


88.  Dunque  quando  si  conosce  la  somma  e la  differenza  di  due 
numeri  il  maggiore  è quanto  la  semisomma  più  la  scmidifferenza, 
ed  il  minore  è quanto  la  semisomma  meno  la  semidifferenza. 

Cosi  se  la  somma  di  due  numeri  è 64  c la  differenza  12,  il 
maggiore  sarà 

^+^=32-hG=38, 


ed  il  minore  sarà 


64  12 

2 2 


=32 — 6 = 26  , 


e perciò  i due  numeri  saranno  38  c 26. 


—{-  89.  Problema  li.  Fi  sono  due  fontane , la  prima  delle  quali 
' versando  sola  empie  una  vasca  in  a ore  , e la  seconda  versando 
anche  sola  empie  la  stessa  vasca  in  h ore;  ma  nel  fondo  della  vasca 
vi  i una  chiave  che  quando  è aperta,  e che  la  vasca  è piena,  fa 
volare  la  vasca  in  c ore. 

Si  domanda,  facendo  versare  insieme  le  due  fontane  c lasciando 
la  chiave  aperta , in  quanto  tempo  si  empirà  la  medesima  vasca. 

Rappresentiamo  con  1 la  capacità  della  vasca,  c con  x il  tempo 
cercato , ossia  il  numero  delle  ore  , affinchè  la  vasca  si,  empisse. 
Poiché  la  prima  fontana  empie  la  vasca  in  a ore,  in  un'ora  em- 

1 1 CD 

pirà  la  parte  - della  vasca,  ed  in  x ore  la  parte  -xz=-.  Del 
pari  la  seconda  fontana  empie  la  vasca  in  b ore,  dunque  in  un’ora 

1 fa? 

empirà  la  parte  ^ della  vasca,  cd  in  x ore  la  parie  -xx=-^. 


9 


Digitized  by  Google 


In  fine  la  chiave  vota  la  vasca  in  c ore,  dunque  in  un’ora  ne  vo- 
\ \ se 

tcrà  la  parte  - , cd  in  x ore  la  parte 

E poiché  l'acqua  che  rimane  nella  vasca  dev’essere  quanto  quella 
somministrata  dalle  due  fontane,  meno  quella  uscita  per  la  chiave, 
perciò  dopo  x ore  la  porte  della  vasca  che  resta  piena  di  acqua 

saia  quanto  ^ + ^ — *•  Ma  si  vuole  che  dopo  x ore  la  vasca  ri- 
manga piena,  dunque  questa  quantità  deve  formare  l'unità,  eh' è 
l'intera  vasca  , e perciò  si  avrà  l’equazione 

x x x i 

a b c 

Facendo  sparire  i denominatori , si  ha 

bcx  -\-acx — abx  = abc, 

ossia 


(' bc-hac — ab)x=:abc  , 


dalla  quale  si  ricava 


x= 


abe 


bc-\-ac — ab 


Supponiamo  che  la  prima  fontana  empia  la  vasca  in  7 ore , la 
seconda  in  14,  c clic  la  chiave  voti  la  vasca  in  21  ore;  sarà  in 
tal  caso  a = 7,6  = 14,c  = 21,  e sostituendo  questi  numeri  nella 
forinola  trovala  si  ottiene 


714  21  _ 2058  2058 n _ 

X~  14-21  -t-7-21—  7- 14 ~ 294+147—  98 ~ 343  1 

dunque  la  vasca  si  empirà  in  6 ore. 

Ed  in  effetti , la  prima  fontana  eh’  empie  la  vasca  in  7 ore  , 
6 * 

in  6 ore  empirà  la  parte  ^ della  vasca  : la  seconda  fontana  che 

6 3 

empie  la  vasca  in  14  ore , in  6 ore  empirà  la  parte  ossia  - 

della  vasca , c siccome  la  chiave  vota  la  vasca  in  21  ore , in  6 
6 2 

ore  voterà  la  parte  gj  ossia  ^ della  vasca.  Dunque  dopo  6 ore 

G 3 2 7 

resterà  nella  vasca  la  parte  cioè  ovvero  1,  c per- 

ciò dopo  G ore  la  vasca  rimane  piena  d’acqua. 


90.  Problema  HI.  Un  orologio  segnando  le  12 , ha  f indice 
de  minuli  su  quello  delle  ore:  si  domanda  dopo  quanto  tempo  que- 
sti due  indici  si  raggiungeranno  per  la  me,ima  volta. 

Prendiamo  l’ora  per  unità  di  tempo , ed  indichiamo  con  x il 
numero  delle  ore  clic  vi  bisognano,  affinchè  i due  indici  si  rag- 
giungono per  la  volta. 
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Poiché  l'indice  delle  ore  percorre  in  un’ora  lo  spazio  di  5 mi- 
nuti , in  x ore  ne  percorrerà  5x. 

Del  pari  poiché  l'indice  de' minuti  in  un'ora  percorre  f intero 
giro  del  quadrante,  ossia  CO  minuti,  in  x ore  ne  percorrerà  60x. 

Dunque  saranno  60x  e 5x  gli  spazii  che  i due  indici  dovranno 
percorrere,  affinché  si  abbia  l'm""0  raggiungimento. 

Ora  alle  12  stando  i due  indici  l’uno  sull'altro,  se  supponiamo 
che  solo  l' indice  de'  minuti  si  muovesse,  c quello  delle  ore  stesse 
fermo  sopra  12,  è chiaro  che  il  primo  futuro  raggiungimento  si 
farebbe  dopo  60  minuti;  il  secondo  dopo  60+60=60-2  minuti; 
il  terzo  dopo  60 • 2+60=60 • 3 minuti;  c l'm'"'"»  raggiungimento 
si  farebbe  dopo  60- m.  Onde  in  tal  caso  lo  spazio  60x  che  deve 
percorrere  l’ indice  de'  minuti  Ono  al  momento  deirnj',‘m'’  raggiun- 
gimento dovrebbe  eguagliare  COm.  Or  se  quando  l'indice  delie  ore 
è fermo,  60x  deve  eguagliare  60m,  è chiaro  «he  quando  l’indice 
delle  ore  cammina  , c percorre  lo  spazio  5x , mentre  quello  dei 
minuti  ne  percorre  60x,  allora  lo  spazio  60x  deve  eguagliare  60m 
accresciuto  di  5x , e perciò  si  avrà  l' equazione 

G0x=60m-f-òx , 
che  divisa  per  6 diventa 

12x=12m  + x , 

e quindi 

12x  — x = 12m  , 

ossia 

llx=12m , 

dalla  quale  si  ottiene 


Se  vogliamo  il  tempo  dopo  il  quale  succederà  il  primo  raggiungi- 

12  1 

mento,  faremo  in  questa  formolo  m=l,  c si  otterrà  x=-jj=1  — ; 

15  5 

ma  jj  di  ora  sono  S'yj,  dunque  sarà  x=lor*,  5'yj,  cioè  che 

il  primo  raggiungimento  si  farà  dopo  l0”  , o'j-j- 

Se  facciamo  m— 4,  sarà  x=^=4^=4orc , 21'^,  cioè  che  il 

9 

4.*  raggiungimento  si  farà  dopo  4 ore,  21  minuti  e-jy  di  minuti. 
Dalla  forinola  si  ricava  llx  = 12m,  e quindi  m=y^,  c 

facendo  x=24orc,  si  ottiene  m = ìi^=22,  vale  a dire  che 

nel  corso  di  24  ore , ossia  di  un  giorno  intero , i due  indici  si 
raggiungono  22  volte,  cioè  11  volte  nelle  ore  della  mattina,  ed  11 
altre  volle  uellc  ore  della  sera. 
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Ecco  le  ore  in  cui  succedono  questi  undici  raggiungimenti 
raggiungimenti  ore 


1° 

1«.  SA 

1 ’ °li 

2’ 

2W®,  10 

3° 

>M6'^ 

4° 

4»",21'£ 

5° 

I)orc  07'-^ 

6° 

6"® , 32' 

T 

7™,  38'^ 

8’ 

8»™,43'1 

9" 

9»«,49'ì 

10° 

10^,54'jj 

11° 

Quando  si  conosce  l'ora  indicata  da  un  orologio  , si  può  con 
questa  tavola  determinare  facilmente  dopo  quant’ altro  tempo  i due 
indici  dovranno  raggiungersi  per  la  prima  volta  : basta  per  tale 
oggetto  di  prendere  la  differenza  tra  l'ora  segnata  dall'orologio  c 
la  sua  prossima  maggiore  notata  in  questa  tavola. 

Cosi  se  l’orologio  segna  le  8| , ossia  le  8 e 30',  $i  sottrarrà 

7 

quest'ora  da  8 , 43'  jp  eh’ è la  sua  prossima  maggiore  segnato  nella 

7 

tavola,  e la  differenza  13'  ^ sarà  il  tempo  cercato,  ossia  il  tempo 
del  prossimo  futuro  raggiungimento  de’ due  indici. 

91.  Se  invece  di  domandare  i tempi  de’  successivi  raggiungimenti 
de’ due  indici  si  volessero  quelli  delle  loro  opposizioni,  cioè  quando 
i due  indici  stanno  in  linea  retta  , il  problema  si  scioglierebbe 
nello  stesso  modo. 

In  fatti  indichiamo  con  x il  numero  delle  ore  dopo  le  quali  i 
due  indici  si  trovano  in  opposizione  per  la  volta.  Sarà  60* 

minuti  lo  spazio  che  l’indice  de' minuti  percorrerà  in  x ore,  c sarà  5* 
minuti  quello  clic  nel  medesimo  tempo  percorrerà  l’indice  delle  ore. 


Digitized  by  Google 


— oo  


Ciò  posto,  alle  12  i due  indici  stando  l'uno  sull'altro,  se  supponiamo 
che  l'indice  delle  ore  stesse  fermo,  e clic  solo  quello  de’ minuti  si  muo- 
vesse, è chiaro  che  la  prima  opposizione  si  farebbe  dopo  30  minuti;  la 
seconda  dopo  30+60  minuti;  la  terza  dopo  30+60+60=30+60-2 
minuti;  la  quarta  dopo  30+60-2+60=30+60-3  minuti,  e così  di 
seguilo.  Quindi  la  me,ia,a  opposizione  si  farebbe  dopo  30+60(m — 1) 
minuti;  per  cui  lo  spazio  60x,  che  deve  percorrere  l’indice  dei 
minuti  fino  alla  me,ima  opposizione,  sarebbe  eguale  a 30+60(m — 1). 
Or  se  quando  l’indice  delle  ore  sta  fermo,  lo  spazio  60x  percorso 
dall’  indice  de’  minuti  deve  eguagliare  30+60(m — 1)  affinché  abbia 
luogo  la  mr,ima  opposizione,  è chiaro  che  quando  l’ indice  delle  ore 
cammina,  allora  lo  stesso  spazio  60x  dev’essere  eguale  a 30+60(m— 1) 
accresciuto  dello  spazio  5x  percorso  nel  medesimo  tempo  dall’indice 
delle  ore.  Si  avrà  dunque  l’equazione 

60x  = 30+60  (m  — l)  + 5x  ; 

cioè 


(1)  60x — 5x=30  + 60m — 60  = 60m  — 30 

ossia 

65x=30(2m— 1) 
che  divisa  per  5 diventa 

llx=6(2m — 1) , 

e quindi  si  ottiene 

x=^(2m-l). 

Cosi  volendo  il  tempo  della  7"“  opposizione,  si  farà  m=7 , e verrà 


6 


78 


x=£(14-1)=^.13  = £=7o">, 


li 


11 


».  5 

1 11  ’ 


5 

onde  la  7”“  opposizione  succederà  alle  7ore,  5' jy. 

Dall’equazione  (1)  si  ricavo 

60m=60x — «Sx+30  , 
che  ridotta  e divisa  per  5 diventa 

12m  = lix+6 , 

per  cui  sarà 

llx+-6 

m—  12 

Or  facendo  x = 24  ore,  cioè  un  intero  giorno,  si  ottiene 

11-24  + 6 264  + 6 270  _1 

12  12  12 — ^ ’ 

Questo  risultamcnto  fa  vedere  che  nel  corso  di  un  intero  giorno 
i due  indici  si  trovano  22  volte  in  opposizione,  cioè  11  volte  nelle 
ore  della  mattina,  ed  11  altre  volte  in  quelle  della  sera. 
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Ecco  la  tavola  di  queste  11  opposizioni 
opposizioni  ore 


1. * 0orj,  32  — 

2. * 1<™,  38'^- 

3.11 2ore , 43’^ 

4.* 3»™,  49'Jj- 

8.* 4orc,  84'£ 


6/ 6ore 


7/ 

8/ 


7orc , 


.,5 

5 II 


8orp , 10'J° 


9.“ 9»«,  16'jL 

10/ 10“re,  21'A 


11/ 


Q 

Il  ore  07'JL. 

n , lt 


Volendo  con  questa  tavola  determinare  quanto  tempo,  dopo  una 
data  ora,  i due  indici  dovranno  trovarsi  in  opposizione,  basta  to- 
gliere l’ ora  data  dalla  sua  prossima  maggiore  di  questa  tavola. 
Cosi  volendo  conoscere  quanto  tempo  dopo  le  8;  i due  indici  si 

troveranno  in  opposizione  , si  toglierà  8 , 30'  da  9oro',  16'  eh’  è 

la  suo  prossima  maggiore  della  tavola,  e la  differenza  46'^  sarà 

il  tempo  cercato , ossia  il  tempo  della  prima  opposizione  poste- 
riore alle  8|. 


92.  Alle  12  stando  i due  indici  l'uno  sull'altro,  se  si  domanda  dopo 
quanto  tempo  essi  si  troveranno  per  la  volta  ad  angolo  retto; 
in  tal  caso  indicando  questo  tempo  con  x ore,  sarà  GOx  lo  spazio 
percorso  dall’indice  de' minuti  in  x ore,  e sarà  5x  quello  che  nel 
medesimo  tempo  percorre  l'indice  delle  ore. 

Or  se  l’indice  delle  ore  stesse  fermo  sopra  12  , e solo  quello 
de’  minuti  si  muovesse , 6 chiaro  che  questi  due  indici  si  trove- 
rebbero per  la  prima  volta  ad  angolo  retto  dopo  18  minuti;  la  seconda 
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volta  dopo  15+30  minuti;  la  terza  dopo  15+30+30=15+30*2 
minuti;  la  quarta  volta  dopo  15+30*2+30=15+30*3,  e cosi  di 
seguito,  da  mezz'ora  in  mezz’ora.  Dunque  se  l’indice  delle  ore 
non  camminasse , i due  indici  starebbero  ad  angolo  retto  per  la 
stinta  volta,  dopo  15+30(m — 1)  minuti,  c questo  spazio  dev’essere 
quanto  60#,  eh’ è quello  che  percorre  l’iudice  de' minuti.  Ondb  se 
quando  l'indice  delle  ore  sta  fermo,  60#  deve  eguagliare  15-f30(m-l), 
è chiaro  che  quando  l’indice  delle  ore  cammina,  allora  60#  dev’  essere 
eguale  a 15  + 30(m  — 1)  accresciuto  dallo  spazio  5#  percorso  nel 
medesimo  tempo  dall' indice  delle  ore.  Si  avrà  dunque  l'equazione 

60#=  15  + 30  (m  — 1)  + 5# 
ossia,  dividendo  per  5, 

12r=3  + 6(m — 1)  + #, 

per  cui  sarà 

(2)  12#  — #=3+6m — 6= firn  — 3 , 

cioè 

ll#=3(2m  — 1), 

dalla  quale  si  ricava 

‘c==ÌT(:ìm— 1)’ 


Cosi  volendo  conoscere  a che  ora  i due  indici  si  trovano  per  la 
1 7''""°  volta  ad  angolo  retto,  si  farà  m=  17  , e verrà 

*=n(3‘-‘>=n-33=r- 


Dunque  alle  9 i due  indici  sono  ad  angolo  retto  , e lo  sono  per 
la  volta. 


L’equazione  (2)  ci  dà  6m=ll#  + 3;  per  cui  sarà  m 


il  #+3 
0 ’ 


e facendo  in  questa  formolo  #=24ore;  cioè  un  giorno  intero,  si  ottiene 


m = 


11*24+  3 267  ,,1 

6 — =~r=u2 


Questo  risultamcnto  fa  conoscere  che  nel  corso  di  un  giorno  intero 
i due  indici  si  trovano  44-  volte  ad  angolo  retto  ; cioè  22  volle  nelle 
ore  della  mattina,  e 22  altre  volte  in  quelle  della  sera. 


93.  PaoBLEM-v  IV.  Una  Volpe  aveva  fallo  60  salti  quando  un 
Levriere  si  mosse  ad  inseguirla.  Si  sa  che  nel  tempo  che  la  Volpe 
fa  9 salii,  il  Levriere  non  ne  fa  eh  e 6 ; ma  5 salti  del  Levriere 
equivalgono  in  lunghezza  a 7 salti  della  Volpe.  Si  domanda  quanti 
salti  dovrà  fare  il  Levriere  per  raggiungere  la  Volpe. 

Sia  # il  numero  de’  salti  che  deve  fare  il  Levriere  per  raggiun- 
gere la  Volpe. 

Secondo  l’ enunciato  il  Levriere  fa  6 salti  nel  lempo  che  la 
Lez.  di  Alg.  « 
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Volpe  ne  fa  9 , dunque  quando  il  Levriere  fa  t salto  , la  Volpe 
9 3 

ne  fa  g ossia  ^ , e perciò  nel  tempo  che  il  Levriere  farà  x salti, 
3 3j* 

la  Volpe  ne  farà  Ma  la  Volpe  già  aveva  fatto  60  salti 

quando  il  Levriere  si  mosse  ad  inseguirla,  dunque  lo  spazio  che 
deve  percorrere  il  Levriere  per  raggiungere  la  Volpe  si  compone 

di  60  H — jjr-  salti  di  Volpe  ; ma  questo  medesimo  spazio  abbiamo 

supposto  che  si  componga  di  x salti  del  Levriere,  dunque  la  lun- 

ghezza  di  * salti  di  Levriere  deve  eguagliare  quella  di  60+  y salti 

di  Volpe.  Ora  sarebbe  un  errore  se  si  eguagliasse  x a 60+  y,  dac- 
ché queste  due  quantità  si  trovano  rapportate  a due  diverse  unità, 
rioé  x ò rapportato  al  salto  del  Levriere,  ed  esprime  x volte  un 

salto  del  Levriere,  mentre  60  + -—  è rapportato  al  salto  della 

Volpe  , ed  esprime  60  + -y  volte  un  salto  di  Volpe  ; onde  i 

valori  numerici  di  queste  due  quantità,  quantunque  esprimano  lo 
stesso  spazio  pure  non  sono  eguali,  appunto  perchè  non  sono  ri- 
feriti alla  stessa  unità.  Così  4 tese  e 24  piedi  esprimono  è vero  la 
stessa  lunghezza,  ma  non  per  questo  si  può  dire  che  4 ò eguale  a 
24,  poiché  questi  due  numeri  sono  riferiti  a due  unità  diverse,  cioè 
4 tese  sono  4 volte  uua  tesa,  e 24  piedi  sono  24  volte  un  piede. 
In  generale  due  numeri  concreti  per  essere  eguali  non  basta  ch’espri- 
mano la  stessa  quantità , ma  è d’ uopo  ancora  che  sieno  rapportali 
alla  stessa  unità. 

Segue  da  ciò  che  per  formare  f equazione  tra  queste  due  quan- 

3«Z/ 

tità,  x salti  del  Levriere,  e 60  + -y  salti  di  Volpe,  è necessario 

riferirle  olla  stessa  unità,  o entrambe  cioè  al  salto  del  Levriere,  o 

3» 

entrambe  a quello  della  Volpe;  vale  a dire  o ridurre  60h — y salti 


di  Volpe  in  salti  del  Levriere  ed  eguagliarli  ad  x,  o pure  ridurre  x 
salti  del  Levriere  in  salti  di  Volpe  ed  eguagliarli  a 60+ -y.  Vo- 
lendo in  prima  far  uso  di  quest’ultimo  modo,  diremo:  secondo  l'enun- 
ciato del  problema,  3 salti  del  Levriere  equivalgono  a 7 salti  di  Vol- 

7 

pe,  dunque  1 salto  del  Levriere  equivale  a ^ salti  di  Volpe,  c perciò  x 

7 7X 

salti  del  Levriere  equivaleranno  a gX*=-y  salti  di  Volpe.  Ed 

Tx 

è dopo  questa  riduzione  che  possiamo  dire,  le  due  quantità  — , 

u 

3# 

e 60+  y-  esprimono  lo  stesso  spazio,  sono  riferite  alla  stessa  unità. 
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eh' è il  sotto  della  Volpe,  dunque  esse  sono  eguali,  c quindi  pos- 
siamo formare  l'equazione 

T~60+T ’ 

che  liberata  da' denominatori  diventa 


e perciò  sarà 


14*=360  4-9x  , 
14*  — 9*=360  , 


ossia 

dalla  quale  si  ricava 


5x=3G0, 


360 

*=-5-  = 72. 


Dunque  il  Levriere  dovrà  fare  72  salti  per  raggiungere  la  Volpe. 

Per  verificare  questo  numero,  si  dirà:  per  ogni  6 salti  che  fa 
il  Levriere , In  Volpe  ne  fa  9;  dunque  nel  tempo  che  il  levriere 
fa  72  salti,  che  sono  12  volte  6,  la  Volpe  ne  farà  12  volte  9. 
cioè  108  , a’  quali  aggiunti  i 60  salti  fatti  precedentemente , in 
tutto  formano  168  salti,  e questi  debbono  eguagliare  la  lunghezza 
di  72  salti  del  Levriere.  Ora  3 salti  del  Levriere  equivalgono  io 
lunghezza  a 7 salti  della  Volpe,  dunque  72  salti  del  Levriere,  che 
sono  24  volte  3,  cquivaleranno  a 24  volte  7 salti  di  Volpe,  e 24 
volte  7 fanno  precisnmeute  168.  Dunque  72  sono  realmente  i salti 
che  deve  fare  il  Levriere  per  raggiungere  la  Volpe. 

3* 

In  secondo  luogo,  se  la  quantità  60  H — salti  di  Volpe  si  avesse 

voluto  rapportare  al  salto  del  Levriere,  si  sarebbe  detto:  7 salti  di 
Volpe  equivalgono  a 3 del  Levriere,  dunque  1 salto  di  Volpe  equi- 

vale  a ^ di  quello  del  Levriere,  e perciò  tutt'i  60+^-  salti  di  Volpe 

dovranno  formare  (00+^jx|=(-^^3x)><|=^0^~9’r  salti  del 
Levriere,  e questa  quantità  dovendo  eguagliare  x,  darebbe  l'equazione 


ossia 
c quindi 
cioè 

e perciò 


_ 360  + 9* 

«—• 

14* =360 +9* , 

l i*— 9* =360 , 

o*=3G0  , 


* = 3tì0 
x g 


come  precedentemente. 
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9i.  Pitow  KMA  V.  Un  padre  dispose  col  suo  leslamenlo  che  la 
sua  eredilà  si  fosse  divisa  Ira  i suoi  figli  nel  seguente  modo; 

Il  primo  figlio  si  prenderà  4000  lire , e la  sesia  parie  del  resto; 
da  quello  che  rimane  il  secondo  figlio  si  prenderà  2000  lire , e la 
sesta  parte  del  resto;  da  quello  che  avanza  il  terzo  figlio  si  prenderà 
5000  lire,  e la  sesta  parte  del  resto,  e così  progredendo  per  lutti  gli 
altri  figli.  Fatta  la  divisione  si  è trovalo  che  ogni  figlio  ha  ricevuto 
eguale  porzione.  Si  domanda  l’eredità , il  numero  de'  figli,  e la  por- 
zione di  ciascuno. 

In  questo  problema  si  contengono  tre  quantità  incognite,  ia  ere- 
dità , il  numero  de’  figli . e la  porzione  di  ciascuno  ; mentre  la 
condizione  clic  deve  stabilire  l' equazione  è una  sola,  ed  è quella 
che  tutti  i figli  abbiano  eguale  porzione.  Ma  ò facile  osservare  che 
le  quantità  che  si  cercano , sono  talmente  dipendenti  l’ una  dal- 
I’  altra , che  basta  conoscerne  una  per  determinare  le  altre  due. 
In  fatti  conoscendo  l’eredità,  si  potrà  formare  la  porzione  del 
primo  figlio  prelevando  1000  lire,  ed  a queste  aggiungendo  la  sesta 
parte  del  resto;  e questa  porzione  del  primo  figlio  sarà  quella  an- 
cora che  spetta  a ciascuno  degli  altri,  perchè  tutti  debbono  avere 
eguale  porzione.  In  fine , il  numero  de’  figli  si  troverà  dividendo 
l’eredità  per  ia  porzione  che  spetta  a ciascuno,  c perciò  il  problema 
resterà  compiutamente  risoluto. 

Se  poi  si  conosce  il  numero  de'  tìgli,  si  può  dedurre  facilmente 
1 eredità  e la  porzione  di  ciascuno,  dacché  secondo  l'enunciato 
il  primo  figlio  deve  avere  una  volta  1000  lire , ed  il  sesto  del 
resto  ; il  secondo  figlio  deve  avere  2 volte  1000  lire  ed  il  sesto 
del  resto;  il  terzo  figlio  3 volte  1000  lire  ed  il  sesto  del  resto, 
e cosi  per  ciascuno  degli  altri.  Onde  l’ultimo  figlio  deve  avere  an- 
teparte tante  volte  1000  lire,  quanto  appunto  è il  numero  de’  figli, 
e con  ciò  l'eredità  deve  trovarsi  interamente  esaurita  : dacché  se 
vi  fosse  un  resto,  l’ultimo  tìglio  dovrebbe  anche  avere  la  sesta 

5 

parte  di  questo  resto,  ed  allora  gli  altri  ^ clic  avanzerebbero,  re- 
sterebbero indivisi,  il  che  è contro  l’enunciato  che  vuole  l’eredità 
interamente  divisa  tra  i figli.  Dunque  la  porzione  dell'ultimo  tiglio, 
e per  conseguenza  quella  ancora  di  ciascuno  degli  altri,  dev’essere 
di  tante  volte  1000  lire,  quanto  precisamente  è il  numero  de’ figli; 
e perciò  moltiplicando  il  numero  dei  figli  per  1000,  si  ottiene  la 
porzione  di  ciascuno. 

Trovata  in  questo  modo  la  porzione  di  ciascuno  de’  figli,  se  questa 
si  moltiplica  pel  numero  de’ figli,  il  prodotto  sarà  la  intera  eredità, 
c quindi  il  problema  resterà  pienamente  risoluto. 

In  (ine  se  si  conoscesse  la  porzione  di  ciascun  figlio,  si  potrebbe  an- 
che facilmente  trovare  tanto  il  numero  de’ figli,  che  l'eredità;  poiché 
dividendo  la  porzione  che  spelta  a ciascun  figlio  per  1000,  il  quoziente 
sarebbe  il  numero  de’ figli,  c moltiplicando  poi  la  porzione  che  spella 
a ciascun  figlio  pel  numero  de’ figli,  il  prodotto  sarebbe  l’eredità. 

Dunque  delle  tre  quantità  che  si  cercano,  basta  conoscerne  una. 
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per  determinare  le  altre  due,  e perciò  può  prendersi  per  incognita 
ciascuna  di  queste  quantità,  cioè  o l’eredità,  o il  numero  de' figli, 
o la  porzione  di  ciascuno. 

Prendiamo  per  incognita  l’eredità,  e dinotiamola  con  x.  E chiaro 
che  la  porzione  spettante  al  primo  figlio  sarà  espressa  da 


,AAn  x — 1000  • J 

1000-) t. , ossia  da 

o 


6000 4- x — 1 000  _ x + 5000 
6 ~ 6 


Onde  togliendo  questa  porzione  dall’intera  eredità  x,  si  ha  per  resto 


x 


x -f-  5000 6* — x — 5000 Sa;  — 5000 

6 ~ 6 ~ 6 


In  oltre  da  questa  somma  che  rimane  togliendo  2000  pei  secondo 

„ ..  5x— 5000  OAAn  5*— 17000  ,.  . , , 

figlio , avanza  g 2000= ^ , e di  questo  la  sesta 


« 


parte  è , per  cui  il  secondo  figlio  deve  avere 


36 
2000 -+ 


5*  — 17000 
36 


ossia 


5*4-55000 

36 


Ma  il  secondo  figlio  deve  avere  quanto  il  primo,  dunque  la  quan- 
x ) 5000 

tità  g , eh’  è la  porzione  del  primo  figlio,  dev’essere  quanto 

^^36^°°°  • ’ è quella  del  secondo,  e perciò  possiamo  formare 

l’equazione 

*4-5000  5*4-55000 

6 — 36  * 

che  liberata  da’ denominatori  diventa 


per  cui  si  ricava 
ossia 


6*  4-  30000  = 5*  4-  55000  ; 
6*  — 5*  = 55000  — 30000  , 
*=25000  , 


c questa  sarà  la  cercata  eredità. 

In  oltre  nell’espressione  eh’ è la  porzione  trovala  pel 

primo  figlio , sostituendo  25000  in  luogo  di  x si  ha 

250004-5000  30000  „AAA 

6 =-g-=5000 

che  sarà  la  porzione  del  primo  figlio , e per  conseguenza  quella 
ancora  di  ciascuno  degli  altri.  In  fine  dividendo  tutta  l’eredità  25000 
per  5000  , eh’  è la  porzione  spettante  a ciascuno , il  quoziente  5 
sarà  il  numero  de’  figli.  Onde  si  dirà  essere 

l’eredità  = 25000  lire, 
la  porzione  di  ciascun  figlio = 5000  lire, 
il  numero  de’ figli =5. 
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95.  Intanto  siccome  l'equazione  si  è formala  eguagliando  la  por- 
zione del  primo  figlio  con  quella  del  secondo  , rimane  perciò  il 
dubbio  se  queste  porzioni  eguagliano  ancora  quelle  degli  altri  figli. 
Per  togliere  questo  dubbio  assoggettiamo  l’eredità  a tutte  le  condizioni 
dell’ enunciato,  e vediamo  se  queste  si  trovano  realmente  verificate. 

Dall’eredità  25000  lire  togliendone  1000  ne  restano  24000;  la  cui 
sesta  parte  è 4000;  onde  il  primo  figlio  avrà  1000-1-4000=5000  lire. 
Da  25000  lire  togliendone  5000  date  al  primo  figlio  ne  rimangono 
20000,  e da  queste  togliendone  2000  da  darsi  al  secondo  figlio,  ne 
restano  18000,  la  cui  sesta  parte  è di  3000;  dunque  il  secondo  figlio 
avrà  2000-1-3000=5000  lire.  Da  20000  lire  togliendone  5000  ne 
rimangono  15000,  dalle  quali  sottraendone  3000  da  darsi  al  terzo 
figlio,  ne  restano  12000,  la  cui  sesta  parte  è di  2000;  e perciò  il 
terzo  figlio  avrà  3000+2000=5000  lire.  Da  15000  lire  sottraen- 
done 5000  ne  avanzano  10000,  e da  queste  togliendone  4000  da 
darsi  al  quarto  figlio  ne  rimangono  6000,  la  cui  sesta  parte  è di 
1000;  e perciò  il  quarto  figlio  avrà  4000+1000  = 5000  lire.  In 
fine  da  10000  lire  togliendone  5000  ne  rimangono  5000  , e da 
queste  togliendone  5000  per  la  quantità  anteparte  da  darsi  al  quinto 
figlio,  rimane  zero;  e quindi  l’eredità  resta  esaurita,  ed  ogni  figlio 
si  trova  di  avere  avuto  5000  lire.  Dunque  è vero  che  l'eredità  è di 
25000  lire;  il  numero  de'  figli  5;  e la  porzione  di  ciascuno  5000  lire. 

Ecco  il  quadro  di  questa  verifica 


Eredità 

25000 

aule  parie  1000.. 
24000 

sesia  parie  4000.. 
20000 

ante  parte  2000. . 
18000 

sesta  parie  3000 . . 
15000 

ante  parie  3000 . . 

12ÒÒ0 

sesta  parte  2000. . 

10000.. 
ante  parte  4000 . . 
6000 

sesta  parte  1000.. 
5000 

ante  parie  5000. . 

“ò 


1000^ 


5000  =porz  io  ne  del  primo  figlio 


2000 j 


5000=  porzione  del  secondo  figlio 
30Ó0\ 

2000,! 

5000  —porzione  del  terzo  figlio 
4000  ( 

1000  ! 

5000  = porzione  del  quarto  figlio 
5000  —porzione  del  quinto  figlio. 
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se. Per  occuparci  ora  della  risoluzione  generale  di  questo  pro- 
blema , lo  enuncieremo  nel  seguente  modo  : 

lln  padre  dispose  col  suo  testamento  che  la  sua  eredità  si  fosse 
divisa  tra  i suoi  figli  nel  seguente  modo  : 

Il  primo  si  premierà  la  somma  a , e la  parte  me,ima  del  resto; 
da  quello  che  rimane  il  secondo  figlio  « prenderà  la  somma  2a  e 
la  parte  rne'ima  del  resto  : da  quello  che  avanza  il  terzo  figlio  si 
prenderà  la  somma  3a  e la  parte  m"'ma  del  resto,  e così  successi- 
vamente per  ciascuno  de'  rimanenti  figli.  Fatta  in  questo  modo  la 
divisione,  si  è trovato  che  ciascun  figlio  ha  ricevuto  eguale  porzione. 
Si  domanda  f eredità,  il  numero  de'  figli,  e la  porzione  di  ciascuno. 
Rappresentiamo  con  x l’eredità:  la  porzione  del  primo  tìglio 

% , x — a . ma+x  — a 

sara  an , ossia  ! 

m m 

Togliendo  questa  porzione  dall'eredità  , si  ha  per  resto 


(1) 


mo-f-x  — a mx — ma  — x-t-u 


E poiché  la  porzione  del  secondo  figlio  dev’  essere  2a  e più  la  parte 
»»•**•“  de|  restof  perciò  togliendo  2a  da  questo  resto  (1),  rimane 


mx  — ma—x-\-a  mx — ma  — x + a — 2 ma 

— 2a  

m m 


la  cui  parte  me,ima  è 


mx  — ma  — x-f-a — 2ma 


Dunque  la  porzione  del  secondo  tìglio  sarà 

„ mx  — ma  — x-+-a  — 2 ma 

2 a-i ; 


Ma  i figli  debbono  avere  eguale  porzione  , dunque  la  porzione 
del  primo  dev’essere  eguale  a quella  del  secondo,  e perciò  forme- 
remo l'equazione 


ma+x—a  _ mx  — ma  — x + a — 2ma 

— oa  H j 

m m 


la  quale  moltiplicata  per  m\  onde  far  sparire  i denominatori,  diventa 
m’a-t-mx  — ma=2m*a  ■+■  mx — ma — x-f-a — 2ma. 

Passando  i termini  incogniti  nel  primo  membro  ed  i noti  nel  se- 
condo , e facendo  la  riduzione  de'  termini  simili , si  ha 

x — m’a — 2ma-i-a=a(m* — 2m-t- 1)  : 
c poiché  la  quantità  m* — 2m-+-l  è appunto  (m  — 1)*,  perciò  si  avrà 
x=a(m — 1)*, 

c questa  sarà  l' eredità. 

Per  trovare  la  porzione  che  spella  a ciascun  tìglio,  sostituiremo 
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questo  valore  di  x nell'  espressione  — — - clic  abbiamo  trovato 
essere  la  porzione  del  primo  figlio , ed  avremo 

ma  + a[m  — 1)* — a a (m — — 1) 

m m ’ 

che  si  riduce  ad 


e questa  sarà  la  porzione  di  ogni  figlio. 

In  fine  per  trovare  il  numero  de'  figli,  divideremo  l'eredità  a(m— 1)* 
per  a(m — 1),  eh' è la  porzione  di  ogni  figlio,  ed  il  quoziente  (m—  1) 
sarà  il  numero  di  tutti  i figli.  Dunque  riepilogando  avremo 

eredità  = a'm — 1)* , 
porzione  di  ogni  figlio  = n(m — 1) , 
numero  de’  figli  = (m  — 1) , 

onde  il  problema  resta  compiutamente  risoluto. 

Se  in  queste  formolo  facciamo  a =1000,  ed  m = t»,  avremo 
eredità  = 25000;  porzione  di  ogni  figlio  5000;  numero  de’  figli  = 5, 
appunto  cpme  nel  caso  precedente. 

97.  Anche  in  questa  risoluzione  generale  del  problema,  l’equazio- 
ne si  è stabilita  eguagliando  le  due  espressioni  che  rappresentavano 
le  porzioni  de'  primi  due  figli , e dietro  questa  eguaglianza  si  è 
trovato  essere  l'eredità  a(m — 1)*,  la  porzione  di  ogni  figlio  a(m — 1), 
ed  il  numero  de’  figli  (m — 1).  Ma  dall’  essere  eguali  le  porzioni 
de’ due  primi  figli  non  viene  per  conseguenza  che  le  porzioni  de- 
gli altri  figli  debbano  essere  anche  eguali,  c ciascuna  quanto  quelle 
de' due  primi.  Quindi  per  dire  che  realmente  a(m— 1)*  è l’eredità 
cercata,  sarebbe  necessario  di  verificarla,  e vedere  se  questa  soddi- 
sfa a tutte  le  altre  condizioni  del  problema,  cioè  a dire  se  dando 

al  secondo  figlio  2a , ed  ì del  resto  , al  terzo  figlio  3a  ed  — 

del  resto  , al  quarto  figlio  4a  ed  ^ del  resto , c cosi  di  seguito, 

questi  figli  abbiano  tutti  eguale  porzione.  Ma  come  fare  questa  ve- 
rifica, ora  che  f eredità  , la  porzione  di  ciascun  figlio , ed  il  nu- 
mero di  essi  sono  espressi  in  simboli  generali?  Si  possono  deter- 
minare è vero  le  porzioni  de’  primi  tre  figli,  o de'  primi  quattro, 
o de’ primi  cinque  ec.  e vedere  se  le  rispettive  porzioni  sono  eguali; 
ma  per  tutti  i figli  non  è possibile  procedere  in  questo  modo,  perchè 
il  numero  di  questi  eh’ è (m — 1)  non  è precisato,  ma  è espresso 
in  simbolo  generale. 

Per  togliere  questo  dubbio  c per  dimostrare  generalmente  che  la 
porzione  di  ciascun  figlio  è a(tn  — 1),  ecco  un  ragionamento  , il 
cui  rigore  non  può  lasciare  nulla  a desiderare. 
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Supponiamo  che  partendo  dall'eredità  a{m — l)m  si  sieno  calco- 
late successivamente  le  porzioni  de'  primi  p figli , e che  queste  si 
sieno  trovate  eguali,  c ciascuna  precisamente  quanto  «{m  — t)  : 
vediamo  se  la  porzione  dell’altro  figlio  che  segue  nell' ordine  suc- 
cessivo, cioè  del  figlio  (p+l)t,,m®,  sia  anche  a(m — 1). 

Siccome  per  ipotesi  le  porzioni  de’  primi  p tìgli  si  sono  verifi- 
cate eguali,  ed  ognuna  quanto  a(m—  1),  perciò  la  loro  somma  sarà 
pa(m  — 1),  la  quale  sottratta  dall’  eredità  , dà  per  resto 
a(m— l)*-pa(m— l)=a(m— l)(m— 1)— pa(m— l)=a(m— p). 
Quindi  da  questa  quantità  togliendo  la  somma  (p-f-l)a  da  darsi  al 
figlio  che  segue,  cioè  al  figlio  (p-j-l)'**’"® , rimane 
a(m— -l)(m — 1 — p)  — (p-(-t}u  , 
la  cui  parte  m,,ima  è 

n(m  — l)[m — 1 — p)  — (/?  — J—  i)o 
m 

Onde  la  porzione  che  spetta  a questo  (p-+-l)M,mo  figlio,  sarà 

(n  + t)g  + n(nt - 1)(OT - 1 -P) - l>,±.!Ia  , 

^ ' m 

che  ridotta  ad  una  sola  frazione  diventa 

(p-H)mfl-M(m  — llfni— -1— p)  — (p  + l)n 
ni 


Ora  il  primo  termine  (p+l)ma  e l'ultimo  termine  — (p4-l)a,  avendo 
per  fattore  comune  (p-t-l)o,  si  possono  mettere  sotto  questa  forma 
(p+l)a(m — 1),  e perciò  questa  porzione  del  (p+l)Mim®  figlio  diventa 
(p  + l)(i[m  — 1)-Hqjm — f)(ni  — 1 — p) 
in 

Ma  i due  termini  del  numeratore  hanno  per  fattore  comune  a(m — 1), 
dunque  questa  quantità  si  può  scrivere  cosi 

a(w — l)(p-l-l  + »i  — 1 — p) 
m 

E cancellando  nel  secondo  fattore  del  numeratore  i termini  che  si 
distruggono,  si  trova 

nlm  — l)m  . , . 

cioè  che  la  porzione  del  (p-f- l)**im®  figlio  è a(m  — 1) , quanto  è 
precisamente  quella  di  ciascuno  de'  primi  p figli  precedenti.  Dun- 
que se  è vero  che  la  porzione  di  ciascuno  de’  primi  p figli  è a(m — 1), 
sarà  anche  vero  che  a(m — 1)  è quella  del  seguente  (p-t-l)f"mo  figlio. 
Ma  dietro  l’ equazione  stabilita  per  la  soluzione  del  problema  , la 
porzione  di  ciascuno  de’ due  primi  figli  è afm  — t),  dunque  sarà 
anche  a(m — 1)  la  porzione  del  terzo  figlio,  c se  quella  del  terzo 
figlio  è a(m — 1) , sarà  anche  a(m  — 1)  quella  del  quarto,  c così 
di  seguito  per  ciascuno  de' rimanenti  figli.  Dunque  è vero  che  ogni 
figlio  ha  di  porzione  a{m  — 1),  che  a{m  — 1)*  è l'eredità,  e che 
(m — 1)  è il  numero  di  tutti  i figli. 

l.ez.  di  Alg.  9 
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LEZIONE  Vili. 


Delle  equazioni  di  primo  grado  a più  incognite. 
Metodi  diversi  di  eliminazione. 


98.  Quando  un  problema  contiene  molte  incognite  e queste  hanno 
tra  loro  delle  relazioni  cosi  facili  a stabilirsi  , che  conoscendo  il 
valore  di  una  di  esse  si  possono  facilmente  dedurre  i valori  delle  altre, 
allora  il  problema  può  essere  risoluto  impiegando  una  sola  inco- 
gnita, come  precisamente  abbiamo  praticato  nell’ ultimo  problema 
della  precedente  lezione. 

Ma  quando  le  relazioni  che  hanno  tra  loro  le  incognite  sono  così 
intralciate  ed  oscure,  che  riesce  difficile  di  stabilire  la  loro  scambie- 
vole dipendenza,  allora  è necessario  di  fare  entrare  nel  calcolo  tutte 
le  incognite,  rappresentando  ciascuna  di  esse  con  una  lettera  diversa: 
si  perviene  in  questo  modo  ad  un  sistema  di  equazioni  a più  incognite. 

Or  se  queste  equazioni  sono  di  primo  grado,  ed  il  numero  delle 
incognite  è quanto  quello  delle  equazioni,  sarà  sempre  possibile  di 
trovare  per  queste  incognite  un  sistema  di  valori,  atti  a verificare 
tutte  le  proposte  equazioni.  La  difficoltà  consiste  a dedurre  dalle 
equazioni  date  un  altro  sistema  di  equazioni,  ciascuna  con  una  sola 
incognita,  e ciò  si  ottiene  mediante  l'eliminazione  delle  incognite. 

99.  Eliminare  un'incognita  tra  un  sistema  di  equazioni  signi- 
fica dedurre  da  questo  un  altro  sistema  di  equazioni,  con  un'equa- 
zione di  meno , e nelle  quali  non  si  contiene  quell'  incognita. 

Per  eseguire  l’eliminazione  s'impiegano  ordinariamente  quattro 
metodi , conosciuti  co’  nomi  di  comparazione,  di  sostituzione , di 
riduzione  , e de’  fattori  indeterminati. 

Ci  occuperemo,  per  ora,  ad  esporre  i primi  tre  metodi,  e per 
maggior  chiarezza  supporremo  che  l’ eliminazione  debba  farsi  tra 
due  equazioni  a due  incognite.  Il  quarto  metodo  sarà  esposto  nella 
undicesima  lezione. 

100.  1.*  Metodo  di  comparazione.  Questo  metodo  detto  ancora  di 
eguaglianza,  consiste  a prendere  da  ciascuna  delle  due  equazioni 
date  il  valore  dell’incognita  che  si  vuole  eliminare,  come  se  l’altra 
fosse  una  quantità  nota,  ed  eguagliare  tra  loro  questi  due  valori.  Si 
ottiene  così  un’equazione  che  solo  contiene  la  seconda  incognita. 

Sieno  per  esempio  le  due  equazioni 

(1)  7x-+-9g=39  , Ila:— 5i/=23, 

e proponiamoci  di  eliminare  l' incognita  y. 

Poiché  queste  due  equazioni  debbono  essere  verificate  da' medesimi 
valori  di  x e di  y,  è necessario  che  ciascuoa  di  queste  incognite 
abbia  lo  stesso  valore  sì  nella  prima  equazione  che  nella  seconda. 


Digitized  by  Google 


— 67  — 


Or  prendendo  da  ciascuna  di  queste  equazioni  il  valore  di  y,  si  ottiene 

(2)  y g . y 5 . 

e queste  due  equazioni  possono  essere  sostituite  alle  due  prime. 
Ma  i due  valori  di  y debbono  essere  eguali,  dunque  si  avrà 
39— 7*  11*— 23 

9 — 5 

cioè  un'equazione  con  la  sola  incognita  *,  c questa  equazione  li- 
berala da' denominatori  darà 

195— 35x=99*— 207 , 
e quindi  successivamente  si  ricava 

— 35*—  99*=— 207— 195, 

— 134*=— 402, 

134*  = 402, 

402 
134’ 

* = 3. 

Sostituito  questo  valore  di  * in  una  delle  due  equazioni  (2),  nella 
prima  per  esempio , si  ha 

39  — 21 

v=  — 


x — - 


— 18  = 2 

— 9 


Dunque  i valori  delle  due  incognite  sono 
*=3 , ed  y=2 , 

e di  fatti  questi  valori  veridcano  le  due  equazioni  proposte  (1). 

101.  2.*  Metodo  di  sostituzione.  Questo  metodo  si  riduce  a pren- 
dere da  una  delle  due  equazioni  il  valore  dell'  incognita  che  si 
vuole  eliminare , c sostituirlo  nell’  altra  equazione  ; si  ottiene  in 
questo  modo  un'  equazione  solo  con  l' altra  incognita.  Cosi  nelle 
medesime  due  equazioni  precedenti 

7x-t-9y  = 39,  ed  11*  — (iy  = 23, 

preso  il  valore  di  y dalla  prima  , si  ottiene 

39  — 7* 

y — 9 » 

c messo  questo  valore  nella  seconda  equazione,  questa  diventa 


n* 

5x39“7*~23, 

ossia 

ii* 

5(39-7*) 

9 

ciofc 

ii* 

195  — 33*  ... 

9 “ 26  ' 

Digitized  by  Googlc 


— «8  — 


che  liberata  dal  denominatore  diventa  (n.  2-i) 


99*  — 195 -4-35*  = 207  , 
e perciò  sarà  134*  = 402, 

dalla  quale  si  ricava  *=^7  = 3. 

Or  nell’espressione  trovata 

39—7* 

!/  = — g— 

posto  in  luogo  di  ,r  il  suo  valore  3,  si  ha 


y 


39—21 

9 


18 

9 


2 . 


e perciò  i valori  delle  due  incognite  sono 
* = 3 ed  y — 2. 


102.  3.”  Metodo  di  riduzione.  Questo  metodo  ha  per  oggetto  di 
trasformare  le  due  equazioni  date  in  due  altre  equivalenti  , ma 
tali  che  i coefficienti  dell’  incognita  che  si  vuole  eliminare , sieno 
eguali:  indi  addizionare,  o sottrarre  queste  due  nuove  equazioni, 
sccondochò  i segni  de’  termini  che  contengono  l' incognita  da  eli- 
minarsi, sieno  dissimili,  o simili;  risulterà  cosi  un’equazione  solo 
con  l’altra  incognita.  Per  applicare  questo  metodo  ad  eliminare  y 
tra  le  due  stesse  precedenti  equazioni 

7*4-9j/=r39  , llx — 5y  = 23, 

moltiplicheremo  la  prima  equazione  per  5 c la  seconda  per  9,  cd 
otterremo  queste  altre  due  equazioni  equivalenti  alle  due  prime 

35*-f-48y  = 195  , 99* — 45r/  = 207. 

E poiché  in  queste  due  equazioni  i termini  clic  contengono  l’ inco- 
gnita y da  eliminarsi  hanno  segni  opposti , perciò  addizionandole 
si  elimina  l' incognita  y , e si  ottiene 

134*  = 402, 

■102 

dalia  quale  si  ricava  * = ^^=3. 

Messo  questo  valore  in  una  delle  due  equazioni  proposte  , nella 
prima  per  esempio,  si  ha 

21  +9j/=39  , 

onde  sarà  9i/  = 39  — 21  = 18  , 

....  18 
e quindi  sara  y =—  = 2. 

Dunque  i valori  delle  due  incognite  sono  *=3 , ed  j/=2,  come 
si  è trovato  co’  metodi  precedenti. 
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103.  Nell'applicazione  di  questo  3.°  metodo,  quando  nelle  due 
equazioni  proposte  i coefficienti  dell'  incognita  da  eliminarsi  non 
sono  numeri  primi  tra  loro , si  possono  ottenere  due  trasformate 
tali,  che  il  coefficiente  di  questa  incognita  sia  il  più  piccolo  pos- 
sibile : ecco  in  che  modo  : 

Tra  i coefficienti  che  ha  nelle  due  date  equazioni  l'incognita  da 
eliminarsi,  si  trovi  il  massimo  comune  divisore;  indi  si  divida  suc- 
cessivamente il  primo  ed  il  secondo  coefficiente  per  questo  massimo 
comune  divisore  , e si  moltiplichi  la  prima  equazione  pel  secondo 
quoziente  , e la  seconda  equazione  pel  primo  quoziente  : si  otten- 
gono cosi  le  due  trasformate  richieste. 

Sia  per  esempio  da  eliminarsi  l'incognita  y tra  le  due  equazioni 

3x  + 34y  = 108  , oly— 13x=127. 

Tra  i coefficienti  34  e 51  di  questa  incognita,  si  trovi  il  massimo 
comune  divisore  , eh' è 17  ; indi  si  dividano  34  e 51  per  17  , e 
si  hanno  i due  quozienti  2 c 3.  In  fine  si  moltiplichi  la  prima 
equazione  pel  secondo  quoziente  3,  e la  seconda  equazione  pel  primo 
quoziente  2;  si  ottengono  così  le  due  trasformate 

9.r -+-102i/ = 324, 

102i/ — 26x=  254. 

E poiché  in  queste  equazioni  i termini  con  l i/  hanno  segui  simili, 
perciò  tolta  dalla  prima  la  seconda  , resta 

9a:4-26x=70  , 

cioè  35x  = 70, 


da  cui  si  ha 


x- 


70 

35 : 


Messo  questo  valore  nella  prima  delle  due  date  equazioni  si  ottiene 
G-)-34i/ = 108  , 

e perciò  34y  = 108 — 6=102, 

102 

dalla  quale  si  ha  y = — r-  = 3. 

ul 

Se  alle  due  medesime  equazioni 

3x-f-34i/  = 108  , 51y — 13.c  = 127 

si  fosse  applicato  direttamente  il  metodo  di  sopra  esposto,  si  sa- 
rebbero ottenute  queste  due  trasformate 

153.r  4-  1734y  = 5508  , 1734y  — 442-e  = 4318  , 

che  sono  più  complicate  delle  precedenti. 


104.  Quando  si  hanno  tre  equazioni  con  tre  incognite,  si  potrà 
con  uno  de'  tre  metodi  esposti  eliminare  una  delle  incognite  tra 
le  due  prime  equazioni,  e poi  eliminare  la  stessa  incognita  tra  la 
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prima  e la  terza  equazione,  o pure  tra  la  seconda  e la  terza.  Si 
avranno  cosi  due  equazioni  con  due  incognite , e queste  trattate 
co’  metodi  precedenti , daranno  i valori  delle  due  incognite  che 
contengono.  Questi  valori  poi  sostituiti  in  una  delle  tre  equazioni 
date  daranno  una  nuova  equazione  , solo  con  la  terza  incognita  ; 
e questa  equazione  risoluta  farà  conoscere  il  valore  di  tale  incognita. 
Sieno  per  esempio  le  tre  equazioni 

5x — 2y  + 3z  = 20  , 

(1)  3y — 2x  + 4z  = 9, 

7z-f-4x — 5y  = 15. 

Per  risolvere  queste  equazioni,  elimineremo  l'incognita  z tra  la 
prima  e la  seconda,  e tra  la  prima  e la  terza:  pel  quale  oggetto 
volendo  impiegare  il  metodo  di  sostituzione,  prenderemo  dalla  pri- 
ma il  valore  di  z , ed  avremo 


e quindi 

(2) 


3z=20 — 5x-i-2y 

20  — 5x+2y  . 
z—  3 


sostituito  questo  valore  nelle  altre  due  equazioni , si  ha 

le  quali  liberate  da'  denominatori  diventano 

9y — 6x-+-  80  — 20.r-t-  8y  = 27, 

140 — 35x + 1 4y  + l2x  — 1 5y  = 45  , 

e facendo  le  riduzioni  si  ha 


— 26x-t-17y=— 53 

— 23x — y= — 95, 

ossia  , cambiando  in  ciascuna  i segni  ad  ambi  i membri  , 

26x — 17y  = 53 
23x-t-  y =95. 

Prendendo  da  quest'  ultima  il  valore  di  y , si  ottiene 
(3)  y =95 — 23x 

che  messo  nella  prima  dà 

26x  — 17(95— 23x)  = 53, 
ossia  26x — 1615 +391x=53  , 

e perciò  sarà  417x= 53+ 1615  = 1668  , 

dalla  quale  si  deduce  x=^j-=4. 
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Posto  questo  valore  nell'equazione  (3)  dell'espressione  di  y,  si  ha 
y=95— 92=3. 

In  fine  nell’equazione  (2)  che  ci  dà  il  valore  di  z,  sostituendo  in 
luogo  di  x e di  y i loro  valori  4 e 3 , si  ottiene 
20— 20+6  6_2 

Dunque  i valori  delle  tre  incognite  sono 

x = 4 , y = 3 , s = 2, 

e di  fatti  questi  valori  verificano  le  tre  equazioni  date  (1). 

105.  Quando  si  hanno  quattro  equazioni  con  quattro  incognite 
x , y , z , u , si  potrà  eliminare  una  di  queste  incognite  , u per 
esempio,  tra  la  prima  equazione  e ciascuna  delle  altre;  si  avranno 
cosi  tre  equazioni  con  le  tre  incognite  x , y , z,  sulle  quali  si  ope- 
rerà come  nell’  esempio  esposto. 

In  generale  per  risolvere  m equazioni  di  primo  grado  tra  m in- 
cognite, si  eliminerà  una  di  queste  incognite  tra  una  delle  equa- 
zioni e ciascuna  delle  altre,  si  otterrà  un  secondo  sistema  di  m — 1 
equazioni  con  m — 1 incognite.  Indi  in  questo  nuovo  sistema  si 
eliminerà  un'  altra  incognita  tra  una  delie  equazioni  e ciascuna 
delle  altre;  si  otterrà  un  terzo  sistema  di  m — 2 equazioni  con  m— 2 
incognite,  e cosi  continuando  a restringere  il  numero  delle  equa- 
zioni e quello  delle  incognite,  si  arriverà  ad  un’equazione  con 
una  sola  incognita , di  cui  sarà  facile  determinare  il  valore.  Tro- 
vato il  valore  di  questa  incognita  si  sostituirà  in  una  delle  due 
equazioni  a due  incognite,  e si  determinerà  il  valore  della  seconda 
incognita.  1 valori  di  queste  due  incognite  si  sostituiranno  in  una 
delle  tre  equazioni  a tre  incognite,  e si  determinerà  il  valore  della 
terza  incognita , e cosi  successivamente  risalendo , si  verranno  a 
determinare  i valori  di  tutte  le  incognite. 

106.  Per  fare  un’applicazione  di  questa  regola,  supponiamo  che 
si  volessero  risolvere  le  quattro  equazioni 

iix — 2y+3  z + 8u  — 28 , 

3y — 4x4-2  s+  7 u = 4, 

2x+5  y — 9z  ■+-  u = 6, 

6x  + 7y  — 4s — llu  = 26. 

Siccome  nella  terza  equazione  l’incognita  u ha  per  coefficiente 
l' unità , cosi  prenderemo  da  questa  il  valore  di  u , ed  avremo 

(1)  u = 6 — 2x — oy  4-  9z , 

che  sostituito  nelle  altre  tre  equazioni  ci  dà 

5x  _ 2y  -t-  3z  4-  48  — 16x  — 40y  + 72z  = 28 , 

3y — 4x  4-  2z  4-  42 — l\x  — 35y  4-  63z  = 4, 

6x  + 7y  —4  z — 66  4-  22x  4-  5oy — 99z = 26 , 
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le  quali  dopo  le  analoghe  riduzioni  diventano 

— llx — 42y4-  75;  = — 20, 

— 18x— 32y  H-  65;  = — 38, 

28x  4-  62y — 103*  = 92, 

ovvero , cambiando  i segni  a'  membri  delle  due  prime , 
llx-|-42y—  75s  = 20, 

18x4-32»/ — 65;=38 
28x  4-  62y — 1 03; =92. 

Prendendo  dalla  prima  di  queste  il  valore  di  z , si  ha 

tcA  1 1x4-42»/ — 20 

(2;  z-  . 

c sostituito  questo  valore  in  ciascuna  delle  altre  due  , ci  dà 


I8x-t-32y 
28x  4-  62y 


63(11x4-42»/  — 20)  QO 

75 = ó8 

103(llx4-12y— 20)_92 
75 


Nella  prima  di  queste  due  equazioni  i numeri  65  e 75  hanno  per 
fattore  comune  5,  per  cui  sopprimendolo  si  hanno  le  due  equazioui 

18x  4-  32y 13(11^+42y— 20)  _ 3g  . 

28x4-62y-^.15t42y~29-)  = ^> 

i o 

che  liberate  da' denominatori  , ed  eseguite  le  moltiplicazioni  ac- 
cennate si  riducono  a 


270x  4-  480y — 143x — 546y-|-  260=  570, 
2100x4-4650y  — 1 133x— 4326y  4-  2060  = 6900  , 

le  quali  dopo  le  rispettive  riduzioni  diventano 
127x — 66y=  310, 

967x  4-  324y  = 4840. 

Prendendo  dalla  prima  di  queste  il  valore  di  y , si  trova 

(3)  y=  — ec 

che  messo  nell’  altra  darà 


06 

c dividendo  i due  termini  della  frazione  per  6 , verrà 
967x  4-  ^(1271a1~~3t°1  = 4840  , 
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la  quale  liberata  da!  denominatore,  ed  eseguita  la  moltiplicazione 
accennata  diventa 


10637*  + 6858*— 16740  = 53240  , 


ossia 

per  cui  sarà 


17495*=69980  , 

69980 

x 17495 


Messo  questo  valore  nell’ equazione  (3),  si  ha 
508  — 310  198  0 


Questi  valori  di  * e di  y sostituiti  nell'equazione  (2)  ci  danno 

44  + 126 — 20 150 „ 

75  ~~75  ' 

In  fine  nell' equazione  (I)  messi  in  luogo  di  x,y,z,  i loro  va- 
lori 4,3,2,  si  trova 

u = 6 — 8 — 15  + 18  = 1. 


Dunque  i valori  delle  quattro  incognite  sono 

*=4  , y = 3 , 3 = 2 , u = l. 


107.  In  questo  esempio  abbiamo  eseguite  le  diverse  eliminazioni 
sempre  col  metodo  di  sostituzione  ; ma  è facile  comprendere  che 
potevamo  indistintamente  far  uso  ancora  di  ciascuno  degli  altri 
due;  poiché  i tre  metodi  di  eliminazione  per  quanto  tra  loro  diffe- 
rissero sul  modo  di  eseguire  il  calcolo , tutti  però  si  riducono  a 
prendere  da  un’equazione  il  valore  di  un’incognita  e sostituirlo 
nelle  altre,  per  cui  nessuno  di  essi  ha  un  vantaggio  su  gli  altri,  e 
quasi  sempre  è la  forma  particolare  delle  equazioni  che  fa  vedere 
quale  di  essi  debba  adottarsi  a preferenza. 


PROBLEMI  ni  PRIMO  GRADO  \ DEE  O PIÙ  INCOGNITE. 


108.  Quando  un  problema  dà  luogo  a tante  equazioni  quante 
sono  le  incognite,  perchè  sempre  è possibile  di  trovare  per  queste 
incognite  un  sistema  unico  di  valori  soddisfacenti  a tutte  le  equa- 
zioni, il  problema  si  dice  determinalo,  salvo  alcune  singolarità  di 
cui  parleremo  in  seguito. 

Se  poi  il  numero  delle  incognite  è maggiore  di  quello  delle  equa- 
zioni , queste  incognite  avranno  una  infinità  di  sistemi  di  valori 
tutti  soddisfacenti  alle  proposte  equazioni.  Se  , per  esempio  , si 
avessero  due  equazioni  con  le  tre  incognite  x ,y  , z , eliminando 
l' incognita  z,  risulterà  una  sola  equazione  con  le  due  incognite  x 
ed  y;  ed  allora  per  ogni  valore  arbitrario  dato  ad  y,  se  ne  deter- 
minerà un  altro  corrispondente  per  x,  e questi  valori  di  x e di  y, 
posti  in  una  delle  due  equazioni,  determineranno  un  valore  per  z. 
Onde  per  ogni  valore  assegnato  ad  y,  si  ricaveranno  i corrispon- 
denti valori  di  a;  e di  3,  e perciò  queste  incognite  ammetteranno 
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infiniti  sistemi  ili  valori,  che  soddisfaranno  alle  due  proposte  equa- 
zioni. In  questo  caso  il  problema  si  dice  essere  indeterminato. 

In  fine  se  il  numero  delle  equazioni  è maggiore  di  quello  delle 
incognite  , le  equazioni  per  essere  compatibili , è necessario  che 
i coefficienti  soddisfino  a tante  condizioni,  quant’è  l’eccesso  del 
numero  delle  equazioni  su  quello  delle  incognite.  Se  , per  esem- 
pio, si  hanno  cinque  equazioni  fra  tre  incognite;  siccome  con  tre  di 
queste  equazioni  si  possono  determinare  i valori  delle  tre  incognite, 
così  sostituiti  questi  valori  nelle  due  rimanenti  equazioni , dovranno 
risultare  due  equazioni  identiche. 

Quando  i coefficienti  sono  numeri  tali  che  rendano  identiche  que- 
ste due  equazioni,  allora  due  delle  proposte  equazioni  sono  inutili: 
e se  questi  coefficienti  non  rendano  identiche  le  medesime  due 
equazioni,  saranno  le  proposte  equazioni  incompatibili , ed  in  tal 
caso  il  problema  che  le  produce  si  dice  essere  più  che  determinalo, 
c quindi  è impossibile  ad  essere  risoluto.  Finalmente  se  i coefficienti 
sono  lettere  , le  stesse  due  equazioni  esprimeranno  le  condizioni 
alle  quali  i coefficienti  delle  incognite  debbono  Soddisfare,  affinchè 
le  cinque  equazioni  potessero  coesistere. 

109.  Ammesso  quanto  precede,  occupiamoci  delle  soluzioni  di 
alcuni  problemi  determinati  a due  o più  incognite. 

Phoiii.kma  I.  Si  sono  comprati  i carichi  di  due  vetture,  il  primo 
che  conteneva  17  misure  di  grano,  e i8  di  orzo,  è costato  550  lire, 
ed  il  secondo  che  conteneva  i5  misure  di  grano  e 22  di  orzo  è 
costalo  5/0  lire.  Si  domanda  a guanto  la  misura  si  è pagalo  il 
grano  , ed  a quanto  l’ orzo. 

Sieno  x ed  y i prezzi  rispettivi  del  grano  e dell'  orzo , ossia 
quante  lire  costa  ogni  misura  di  grano  ed  ogni  misura  di  orzo. 

Poiché  il  primo  carico  contiene  17  misure  di  grano  , e 18  di 
orzo,  calcolate  queste  a lire  x ed  y la  misura,  costeranno  17x  e 
18p  lire,  le  quali  dovendo  formare  l’importo  del  primo  carico,  ch’è 
di  330  lire , daranno  l’ equazione 

17*4-  lSy  = 330. 

Del  pari,  poiché  il  secondo  carico  contiene  13  misure  di  grano  e 
22  di  orzo,  calcolate  queste  a lire  x ed  a lire  y la  misura,  costeranno 
13*  e 22y  lire,  e queste  somme  debbono  eguagliare  le  lire  310, 
importo  del  secondo  carico;  e perciò  si  avrà  la  seconda  equazione 
13*4- 22y  = 310. 

Auite  così  le  due  equazioni  non  resta  che  ad  eliminare  una  delle 
incognite  per  trovare  il  valore  dell'altra.  A tale  oggetto  ci  serviremo 
del  metodo  di  riduzione,  ma  prima  trasformeremo  queste  equazioni 
in  due  altre  equivalenti , che  abbiano  per  coefficienti  numeri  più 
piccoli.  Addizionando  la  prima  equazione  con  la  seconda,  e poi  dalla 
prima  togliendo  la  seconda,  si  ottengono  queste  due  altre  equazioni 

30x  40y  = 640 

4x — hy—  20. 
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E dividendo  la  prima  per  10 , verrà 

(1)  3x-j-ìt/  = 6i 

ix — 4i/=20  , 

le  quali  addizionate  fanno  eliminare  T incognita  y,  e si  ha 

7x  = 84, 

gl 

dalla  quale  si  ottiene  x=— =12. 

Questo  valore  sostituito  nell’equazione  (t) , dà 
36  -+-  4y  = 61 , 

per  cui  sarà  4y  = 64 — 36  = 28, 

.....  28  _ 
e quindi  si  ricava  y = -j-=/. 

Dunque  ogui  misura  di  grano  è costata  12  lire  , ed  ogni  misura 
di  orzo  7 lire. 

Questi  due  numeri  soddisfano  al  problema  , poiché  pel  primo 
carico  si  ha  che  17  misure  di  grano  a lire  12  la  misura,  impor- 
tano 204  lire , e 18  misure  di  orzo  a lire  7 la  misura  , impor- 
tano 126  lire.  Ora  204  tire  e 126  lire  fanno  330  lire  , quanto 
appunto  è il  costo  del  primo  carico. 

Pel  secondo  carico  si  ha  che  13  misure  di  grano  a lire  12  la  misura 
importano  156  lire,  e 22  misure  di  orzo,  a lire  7 la  misura,  im- 
portano 154  lire.  Or  156  lire  e 154  lire,  fanno  310  lire,  quant'ò 
precisamente  il  costo  del  secondo  carico. 

Problema  II.  Un  uomo  ha  speso  una  certa  somma  per  la  compra 
di  400  pezzi  di  animali  fra  montoni  ed  agnelli , però  metà  della 
somma  spesa  è pel  costo  de'  primi  e metà  è per  quello  de'  secondi. 
Or  se  quest'  uomo  vende  gli  agnelli  al  prezzo  de'  montoni  guadagna 
840  lire;  e se  vende  i montoni  al  prezzo  degli  agnelli  perde  360  lire. 
Si  domanda  il  numero  de'  montoni,  quello  degli  agnelli,  ed  il  prezzo 
di  ogni  animale  di  ciascuna  specie. 

Sia  x il  numero  de’  montoni,  e sieno  y lire  il  loro  costo. 
Siccome  unitamente  i montoni  c gli  agnelli  sono  100,  così  es- 
sendo x il  numero  de’ soli  montoni,  sarà  100 — x il  numero  degli 
agnelli.  Di  più  siccome  metà  di  tutta  la  spesa  è per  l' importo 
de'  montoni , e metà  per  quello  degli  agnelli  , perciò  gli  agnelli 
costano  quanto  i montoni,  ma  il  costo  di  questi  è stato  indicato 
con  y lire , dunque  sarà  ancora  di  y lire  il  costo  degli  agnelli. 
Quindi  se  x montoni  costano  y lire , un  solo  montone  coste- 
rà ~ lire.  Del  pari  , se  100 — x aguelli  costano  y lire  , un  solo 

agnello  costerà  ttt— — lire. 

Abbiamo  dunque  che  i montoni  sono  x,  c costano  - lire  l’uno,  c 
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gli  agnelli  sono  100 — x,  ed  ognuno  costa  r *'rc-  Onde  so 

gli  agnelli  che  sono  100 — x,  si  vendono  al  prezzo  de’  montoni , 
cioè  a lire  - l’uno,  essi  vaieranno  -(100 — a-)  lire;  ma  in  questo 

X X 

caso  si  debbono  guadagnare  lire  840,  dunque  la  somma  ^(100 — x) 

dev’essere  quanto  y,  costo  effettivo  degli  agnelli,  più  840  lire,  e 
perciò  si  avrà  l'equazione 

(1)  |(100  — a-)  = y + 840. 

Da  un'altra  parte  se  i montoni,  che  sono  x,  si  vendono  al  costo 
degli  agnelli,  cioè  a lire  — - l’uno,  essi  costeranno  lire 

ma  si  vuole  che  in  questo  caso  si  debbano  perdere  360  lire,  dunque 
la  somma  ppp-  ■ dev’essere  quanto  y , costo  effettivo  de’ montoni, 
meno  360  lire,  e perciò  si  avrà  l’altra  equazione 


*y 

100  — * 


y — 360. 


Avute  queste  due  equazioni,  non  rimane  che  ad  eliminare  una  delle 
incognite  per  ottenere  il  valore  dell’altra  , e questa  eliminazione 
potrà  eseguirsi  con  uno  qualunque  de’ soliti  tre  metodi.  Ma  la  forma 
particolare  sotto  la  quale  si  presentano  queste  due  equazioni  fa  subito 
conoscere  che  il  modo  più  facile  per  eliminare  l’ incognita  x , è 
quello  di  moltiplicarle  in  corrispondenza,  cioè  primo  membro  con 
primo  membro,  e secondo  membro  con  secondo  membro.  E di  fatti 
così  moltiplicandole  si  ottiene  il  prodotto 

Ed  osservando  che  nel  primo  membro  i termini  della  frazione  hanno 
il  fattor  comune  x(100 — a:),  perciò  sopprimendolo  si  ha 
y*=(y-t-8*0)(y— 360), 

ed  eseguendo  nel  secondo  membro  la  moltiplicazione  accennata,  verrà 
y'=  y'-+-  840y  — 360y  — 302400. 

Quindi  passando  tutti  i termini  incogniti  nel  primo  membro  , e 
facendo  la  riduzione  de’  termini  simili , si  ottiene 
— 480y=—  302400 
ovvero  cambiando  i segni  da  ambe  le  parti 
480y=  302400, 

...  . . . 302100  rQA 

dalla  quale  si  ricava  V — — igo-  =630. 

Il  costo  dunque  de’  montoni , e quindi  anche  quello  degli  agnelli, 
è di  630  lire. 
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Sostituito  questo  valore  di  y in  una  delle  due  equazioni,  nella 
prima  (1)  per  esempio , si  ha 

”P.(1ff.~^==630  -4-  840=  1470  , 
x 

che  liberata  dal  denominatore  c divisa  per  6 diventa 
105(100 — x)  = 245x , 

ed  eseguendo  la  moltiplicazione  accennata , verrà 
10500  — 105x=245x, 
cioè  a dire  — 105x — 245x=— 10500 


ossia 


— 350x=— 10500  , 


dalla  quale,  cambiando  i segni  a’  due  membri,  e prendendo  il  va- 
lore di  x , si  ricava 


x 


10500 

350 


30. 


Dunque  i montoni  sono  30,  e perciò  gli  agnelli,  che  sono  100 — x, 
saranno  70. 

Di  più  essendo  di  lire  - il  prezzo  di  ogni  montone,  sostituendo  in 

se 

luogo  di  x il  suo  valore  30,  ed  in  luogo  di  y il  suo  valore  630  lire, 
si  ottiene  ^^  = 21,  cioè  a dire  che  ogni  montone  costa  21  lire. 

In  fine  essendo  *•  costo  di  ogni  agnello,  sostituendo  in 

luogo  di  x il  suo  valore  30,  ed  in  luogo  di  y il  suo  valore  630  lire, 
630 

si  ha  cioè  a dire  che  ogni  agnello  costa  9 lire.  Dunque 

riepilogando , i montoni  sono  30  , gli  agnelli  70  . ogni  montone 
costa  21  lire,  ogni  agnello  9 lire,  e 630  lire  è il  costo  di  tutti  i 
montoni,  cd  anche  quello  di  tutti  gli  agnelli , e quindi  il  suo  doppio 
1260  lire  è la  somma  che  quell' uomo  ha  speso. 

PnOBLEMA  HI.  Un  negoziante  ha  Ire  dicerie  qualità  di  vino,  i 
cui  prezzi  rispettivi  sono  di  2,  di  5,  e di  7 lire  la  bottiglia.  Un 
compratore  con  65  lire  ne  vuole  una  porzione  di  ciascuna  qualità, 
ma  in  modo  che  il  misto  de'  vini  della  prima  e della  seconda  qualità 
costi  3 lire  la  bottiglia,  ed  il  misto  de'  vini  della  prima  e della  terza 
qualità  costi  6 lire  la  bottiglia.  Si  domanda  la  quantità  di  vino  di 
ciascuna  qualità  che  deve  darsi  al  compratore. 

Sia  x il  numero  delle  bottiglie  di  vino  della  prima  qualità,  y quello 
delle  bottiglie  della  seconda,  e z quello  delle  bottiglie  della  terza. 

Poiché  una  bottiglia  della  prima  qualità  costa  2 lire,  x bottiglie 
costeranno  2x.  Per  la  stessa  ragione  y bottiglie  della  seconda  qua- 
lità costeranno  5y,  e z bottiglie  della  terza  qualità  costeranno  7 z. 
Ma  tutto  il  costo  di  queste  bottiglie  dev’essere  di  65  lire,  dunque 
per  la  prima  equazione  si  ha 

(1)  2x  -h  5y  -l-  7z  = 65 . 
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In  oltre  x bottiglie  della  prima  qualità  ed  y bottiglie  della  seconda 
qualità  costano  2x-f-5y  lire;  dunque  mischiando  questi  due  vini  si 
la  un  misto  di  x+y  bottiglie  che  costa  2x4-5y;  quindi  ogni  bolli- 

glia  di  misto  costerà  Ma  secondo  l’enunciato  una  bottiglia 

di  questo  misto  deve  costare  3 lire  ; dunque  dovrà  essere 


-x  -f-  oy_  ^ 
x-\-y  ~ ' 


In  fine  x bottiglie  della  prima  qualità,  e ; bottiglie  della  terza 
costano  2x4-7.;,  onde  se  questi  vini  si  mischiano,  si  avrà  un  misto 
di  X4-;  bottiglie  che  costerà  2x4-7;;  dunque  ogni  bottiglia  co- 
| - y 2 

slcrà  — — - — . Ma  per  la  condizione  del  problema  questo  costo  de- 
X — z 

v’  essere  di  6 lire  , dunque  avremo  la  terza  equazione 


2x-f-7;  p 

=6 

x4 -z 


Ora  liberando  queste  due  ultime  equazioni  da’ denominatori,  si  ottiene 

2x4-5;/  = 3x  4-  3ij  , 

2x  4-  7;  = 6x  4-  6;  , 

dalle  quali  si  ricava 

5y  — 3y  = 3x  — 2x . 

7;  — 6;  — 6x  — 2x , 


ossia 

e perciò  sarà 


2y  = x , e ; = 4x  , 
y = „x  » s—ix. 


Or  nella  prima  equazione  (1)  mettendo  gx  in  luogo  di  y c 4x 
in  luogo  di  ; , si  ha 

5 

2x-t~2x4-28x=:65 , 

ossia  4x4-  5x4-56x=  130  , 

cioè  65x  = 130, 

dalla  quale  si  ottiene  x = 2. 

Ma  si  ha  che  y = ìx,  e s = 4x,  dunque  sarà  y=l  , e s = 8. 

Dunque  bisognerà  dare  al  compratore  2 bottiglie  della  prima  qualità, 
1 della  seconda , ed  8 della  terza. 

Per  verificare  questi  numeri  diremo:  2 bottiglie  della  prima  qualità 
costano  4 lire,  una  bottiglia  della  seconda  costa  5 lire,  ed  8 bot- 
tiglie della  terza  costano  56  lire,  dunque  unitamente  tutte  le  11 
bottiglie  costano  44-54-56,  cioè  Co  lire. 

Di  più,  2 bottiglie  della  prima  qualità,  ed  1 della  seconda  co- 
stano 4 4-5  = 9 lire.  Onde  mischiando  questi  due  vini,  si  ha  un 


Digitized  by  Googte 


— 79  — 

misto  di  3 bottiglie,  e che  costa  9 lire;  dunque  ogni  bottiglia  di 

g 

questo  misto  costerò  3 = 3 lire. 

In  fine  2 bottiglie  delia  prima  qualità  costano  4 lire,  cd  8 bot- 
tiglie della  terza  qualità  costano  56,  per  cui  mischiando  questi  due 
vini,  si  ha  un  misto  di  10  bottiglie,  c che  costano  4-4-56=60  lire, 

60 

e perciò  una  sola  bottiglia  di  questo  misto  costerà  Jq  = 6 lire.  Dun- 
que i numeri  trovati  soddisfano  compiutamente  a tutte  le  condizioni 
del  problema. 

Problema  IV.  Vi  sono  Ire  masse  metalliche  composte  di  piombo, 
stagno , e rame  ; e tali  componenti  sono  nella  prima  massa  nella 
ragione  di  4:2:  3;  nella  seconda  massa  nella  ragione  di  5 : 3 : 4 ; 
e nella  terza  massa  nella  ragione  di  5:3:  4.  Or,  prendendo  il  me- 
tallo da  queste  tre  masse , si  vuol  formare  una  statua  nella  quale 
vi  siano  28  chilogrammi  di  piombo,  38  di  stagno,  e 36  di  rame.  Si 
domanda  la  quantità  di  metallo  da  prendersi  da  ciascuna  massa. 

Poiché  nella  prima  massa  i tre  componenti  stanno  nella  ragione 
di  1:2:3,  e che  la  somma  di  questi  tre  numeri  è 6.  ne  segue 
chiaramente  che  sopra  6 chilogr.  di  metallo  di  questa  prima  massa, 
vi  saranno  un  chilogr.  di  piombo,  2 di  stagno,  e 3 ili  rame.  Onde 
se  indichiamo  con  6x  il  numero  de’  chilogr.  di  metallo  che  deve 
prendersi  da  questa  prima  massa,  è chiaro  che  in  questi  6x  chilogr. 
si  conterranno  x chilogr.  di  piombo,  2x  di  stagno,  e 3x  di  rame. 

Del  pari  poiché  nella  seconda  massa  i tre  componenti  stanno 
nella  ragione  di  3 : 5 : 4 , e che  la  somma  di  questi  tre  numeri 
è 12,  perciò  sopra  12  chilogr.  di  metallo  di  questa  seconda  massa, 
vi  saranno  3 chilogr.  di  piombo , 5 di  stagno , e 4 di  rame.  Dunque 
se  indichiamo  con  12y  la  quantità  di  metallo  da  prendersi  da  que- 
sta seconda  massa,  è chiaro  che  in  questi  12y  chilogr.  si  troveranno 
3y  chilogr.  di  piombo , 5 g di  stagno , e 4y  di  rame. 

In  fine  siccome  nella  terza  massa  i componenti  stanno  nella  ragione 
di  5:3:1,  e che  la  somma  di  questi  tre  numeri  è 9 , cosi  è chiaro 
che  sopra  9 chilogr.  di  questo  metallo  vi  saranno  5 chilogr.  di  piom- 
bo, 3 di  stagno  ed  1 di  rame.  Quindi  rappresentando  con  9:  la  quantità 
di  metallo  da  prendersi  da  questa  terza  massa , avremo  che  in  questi 
9z  chilogr.,  5z  chilogr.  saranno  di  piombo,  3z  di  stagno,  e z di  rame. 

Dunque  nelle  tre  quantità  di  metallo  6x,  12y,  9 z prese  dalie 
tre  rispettive  masse,  si  conterranno  x-t-3 y-4-oz  chilogr.  di  piombo, 
2x-i-5y-t-3z  di  stagno,  e 3x-t-4y-t-z  di  rame.  Ma  si  vuole  che 
tutto  il  piombo  sia  di  28  chilogr.,  tutto  lo  stagno  di  38,  e tutto 
il  rame  di  36,  dunque  possiamo  stabilire  le  tre  equazioni 

x -4-  3y  -f—  bs  “ 28  , 

(1)  2x  -4-  5y  -4-  3z  = 38  , 

3x-4-4y-4-  ,3  = 36. 

In  queste  tre  equazioni  elimineremo  l' incognita  x tra  la  prima  e 
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la seconda  equazione,  e tra  In  prima  e la  terza  equazione.  A tale 
oggetto  moltiplicando  la  prima  equazione  per  2,  avremo 

2x-|-6y  4-  10s  = 56  , 
e da  questa  togliendo  la  seconda , resta 

(2)  j/-f-7z  = 18. 

Del  pari  moltiplicando  la  prima  equazione  per  3,  si  ottiene 
3aJ4-9t/4-153  = 84 , 
c da  questa  sottratta  la  terza  , si  ha 

(3)  5y  4 143  = 48. 

Ottenute  cosi  le  due  equazioni  (2),  e (3)  con  le  due  incognite  y e », 
non  resta  che  ad  eliminare  una  di  esse , * per  esempio.  A tale 
oggetto  moltiplicheremo  l' equazione  (2)  per  2 , e verrà 

2y -t-143  = 36 , 

e questa  equazione  sottratta  dall'  altra  (3) , dà  per  resto 

3y  = 12, 

e perciò  si  ottiene  y = 4. 

Questo  valore  messo  nell’  equazione  (2) , ci  dà 
4 + 73  = 18, 

dalia  quale  si  ricava  7s  = l8  — 4=14, 
e quindi  3 = ^ = 2. 

In  fine  questi  valori  di  y = 4,  e di  3=2  sostituiti  nella  prima 
delle  tre  equazioni  precedenti  (1) , ci  danno 

14- 124-10  = 28  , 

e per  conseguenza  sarà  x =6. 

Abbiamo  dunque  che  i valori  delle  tre  incognite  sono 

x = 6 , y = 4 , 3 = 2. 

Ma  le  quantità  di  metallo  da  prendersi  da  queste  tre  masse  si  sono 
indicate  con  6x,  12y,  c 9z,  dunque  in  queste  espressioni  mettendo 
i valori  delle  rispettive  incognite,  si  ottengono  i numeri  36,  48, 18; 
e perciò  si  dirà  che  dalla  prima  massa  si  dovranno  prendere  36 
chilogrammi , dalla  seconda  massa  48 , e dalla  terza  massa  18. 

Problema  V.  Un  uomo  essendosi  incaricato  di  trasportare  quattro 
specie  di  uccelli,  ha  pattuito  ch'egli  pagherà  per  ogni  uccello  che  farà 
fuggire  il  doppio  di  quanto  riceverà  per  ciascuno  di  quelli  della  stessa 
specie  che  consegnerà  custodito. 

Gli  si  consegnano  primieramente  28  passeri,  12  cardellini,  8 merli, 
e 4 usignuoli  : fa  fuggire  20  passeri,  e riceve  4 lire  e 20  centesimi. 

Gli  si  consegnano  di  poi  12  passeri,  24  cardellini,  9 merli,  e 6 
usignuoli:  fa  fuggire  48  cardellini  e riceve  1 lira  e 38  centesimi. 
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Indi  gli  si  consegnano  25  passeri,  20  cardellini,  13  merli,  e S 
usignuoli:  fa  fuggire  14  merli  e riceve  4 lira  e 15  centesimi. 

In  fine  gli  si  consegnano  8 passeri,  1 cardellini , 9 merli,  e 9 usi- 
gnuoli: fa  fuggire  5 di  quest’ ultimi  e non  riceve  che  10  centesimi. 

Si  domanda  quanto  ha  ricevuto  queir  uomo  pel  trasporto  di  un 
uccello  di  ciascuna  specie. 

Rappresentiamo  con  x centesimi  il  prezzo  che  quell’uomo  ha  rice- 
vuto pel  trasporto  di  ogni  passero,  con  y centesimi  quello  di  ogni  car- 
dellino, con  z quello  di  ogni  merlo,  e con  u quello  di  ogni  usignuolo. 

Poiché  quell’ uomo  paga  per  ogni  uccello  che  fa  fuggire  il  doppio 
di  quanto  riceve  per  ciascuno  di  quelli  della  stessa  specie  che  con- 
segna custodito  ; e poiché  infelicemente  in  ogni  volta  si  ha  fatto 
fuggire  degli  uccelli,  cosi  è chiaro  che  la  somma  che  ciascuna  volta 
quell'  uomo  ha  ricevuto,  ha  dovuto  essere  la  differenza  tra  quanto 
ha  guadagnalo  per  gli  uccelli  che  ha  trasportato  custoditi,  e quanto 
ha  perduto  per  quelli  che  ha  fatto  fuggire.  Ora  la  prima  volta  ha 
trasportato  custoditi  8 passeri,  12  cardellini,  8 merli,  e 4 usignuoli, 
e siccome  per  ciascuno  di  questi  uccelli  riceve  x,y  ,z  ed  u cent.; 
cosi  ha  guadagnato  8x-Hl2y-f-83-t-4w;  ma  si  ha  fatto  fuggire  20  pas- 
seri, e per  ciascuno  paga  2x,  dunque  ha  perduto  40#.  Onde  la  somma 
che  la  prima  volta  quell’ uomo  dovea  ricevere  sarà  rappresentata  da 
8x-t-12t/-t-8s-t-4u — 40#,  ossia  da  12y-f-8s-t-4u — 32#;  ma  secondo 
l'enunciato  questa  somma  dev’essere  di  4 lire  c 20  centesimi,  ossia 
420  centesimi,  dunque  possiamo  stabilire  l’equazione 

12y-i-8z-f-4u— 32#=420  , 

la  quale  divisa  per  4 diventa 

3y-f-2s-f-u — Sa;  =105. 

In  oltre  poiché  la  seconda  volta  ha  trasportato  custoditi  12  passeri, 
6 cardellini,  9 merli,  e 6 usignuoli,  e che  per  ogni  uccello  di  queste 
quattro  specie  riceve  x,y , z ed  u cent.,  perciò  quell’uomo  ha  gua- 
dagnato 12#-4-6y4-9z-t-6u  cent.,  ma  si  ha  fatto  fuggire  18  cardellini 
per  ciascuno  de'  quali  ha  pagato  2y,  dunque  ha  perduto  36y,  e perciò 
dal  guadagno  tolta  questa  perdita,  il  resto  12#-f-6y-f.9z-t-6u — 36y, 
ossia  12#-t-9z+6u — 30y  deve  eguagliare  1 lira  e 33  centesimi  , 
ossia  centesimi  135  che  quell’uomo  ha  ricevuto  la  seconda  volta. 
Onde  si  avrà  l’equazione 

12#-|-9z  -t-  Cu  — 30ì/  = 135  , 
che  divisa  per  3 diventa 

4#-t-  3s-t-2u  — lOy  = 45- 

La  terza  volta  quell'uomo  ha  trasportato  custoditi  25  passeri,  20  cardel- 
lini, 2 merli,  c 5 usignuoli:  dunque  ha  guadagnato  25#-f20y-|-2z-i-5u; 
ma  ha  fatto  fuggire  11  merli  per  ciascuno  de'  quali  paga  2 z,  dunque 
ha  perduto  22z;  per  cui  dal  guadagno  tolta  questa  perdita,  il  resto 
25x-t-20y4-2z-t-5u— 22z  , ossia  25#-4-20y-t-5u— 20z  deve  egua- 

Lcz.  di  Alg.  ti 
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gliare  1 lira  e 75  centesimi,  ossia  centesimi  175  che  quell' uomo 
ha  ricevuto  la  terza  volta.  Si  avrà  dunque  l’equazione 

28x4-20y-t-5u — 20z = 175  ; 

che  divisa  per  5 riducesi  a 

5x-i-4y  4-u — 4s=35. 

La  quarta  volta  finalmente  ha  consegnato  custoditi  8 passeri,  7 cardel- 
lini, 9 merli,  e 4 usignuoli,  e perciò  ha  guadagnato  8x4-7y4-9z4-4u; 
ma  ha  fatto  fuggire  5 usignuoli , per  ciascuno  de’  quali  paga  2u , 
dunque  ha  perduto  iOu.  Onde  dal  guadagno  togliendo  questa  per- 
dita, il  resto  deve  eguagliare  70  centesimi  che  l'ultima  volta  quel- 
l’uomo ha  ricevuto.  Si  avrà  dunque  l'equazione 

8x4-7y -t-9z — 6u=70. 

Dunque  le  quattro  equazioni  del  problema  sono 

3y-|-2z4-  u — 8x=105, 

4x-t-3z4-2u — 10y==  45, 

5x4-4y4-  u — 4z=  35, 

8x4-7y4-9z — 6u=  70. 

Tra  queste  equazioni  elimineremo  l'incognita  u;  a quale  oggetto 
dalla  prima  prenderemo  il  valore  di  w , ed  avremo 

(1)  u=i05-t-8x — 3y — 2z  , 

che  messo  in  ciascuna  delle  altre  tre  equazioni,  ci  dà 

4x  + 3z-t-210  16x — 6y — 4z — 10y=45  , 

5x4-4y4-105  4-  Sx — 3y — 2z — 4z=35, 
8x-f-7y4-  9z — 630  — 48x4-18y4-12z=70  , 

le  quali , dopo  le  solite  riduzioni , diventano 

20x — 16y — z=— 165, 

13x4-  y — 6z= — 70  , 

— 40x4-25y4-21z=  700  , 

ossia 

16y-t-  z — 20x=165, 

6z — y — 13x=  70, 

25y  4-  21z — 40x=700 . 

Dalla  prima  di  queste  equazioni  prendendo  il  valore  di  z,  si  ottiene 

(2)  z=1654-20x — 16y  , 
che  sostituito  nelle  altre  due  ci  dà 

990  4-  120x — 96y—  y— 13x=  70, 

25J/4-3465  -f-420x— 336y— 40x=700  , 

le  quali  ridotte  diventano 

— 97y4-107x=—  920, 

— 3tly-)-380x=— 2765 . 
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ovvero  , cambiando  i segni  a'  due  membri 

97y — 107#=  920, 

31  ly — 380*=2765. 

Prendendo  dalia  prima  il  valore  di  y , si  ottiene 


(3) 


920+107* 

97 


e questo  valore  sostituito  nell’altra  equazione  dà 
286120  + 33277* 


97 


— 380*  = 2765, 


che  liberata  dal  denominatore , riducesi  a 

286120  + 33277*  — 36860* = 268205  , 
e facendo  le  riduzioni , si  ha 

— 3583*=— 17915, 
ovvero , cambiando  i segni 

3583*=  17915, 

dalla  quale  si  ricava  * = ^g^  = 5. 

Questo  valore  sostituito  in  quello  di  y dato  dall'equazione  (3),  darà 
920  +535  1455 


y- 


97 


-=-g^=!5. 


Questi  valori  di  * = 5 , e di  y = 15  messi  nel  valore  di  z , dato 
dair  equazione  (2)  ci  danno 

z=  165  + 100 — 240 = 25. 


In  (ine  dall'equazione  (1)  che  ci  dà  il  valore  di  u,  facendo  *=5, 
y=15  , z=25 , si  ricava 

«=105+40—45—50  = 50. 

Dunque  quell'uomo  ha  ricevuto  6 centesimi  pel  trasporto  di  ogni 
passero,  15  centesimi  per  ogni  cardellino,  25  centesimi  per  ogni 
merlo , e 50  centesimi  per  ogni  usignuolo. 


LEZIONE  IX. 


Interpetrazione  de' valori  negativi  delle  incognite  ne' problemi 
di  primo  grado.  Calcolo  delle  quantità  negative. 

110.  Un’equazione  può  sempre  considerarsi  come  la  traduzione 
di  un  problema  dal  linguaggio  parlato  nel  linguaggio  algebrico.  Se 
questa  equazione  esprime  tutte  le  condizioni  del  problema , il  va- 
lore che  si  ottiene  per  l’incognita  verificherà  l’equazione  e con- 
verrà direttamente  al  problema  proposto.  Ma  avviene  tal  volta  che 
il  valore  dell'  incognita  è assoggettato  a certe  condizioni , che 
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non  possono  essere  espresse  nell’  equazione  , per  esempio , che 
questo  valore  sia  un  numero  intero,  o che  sia  maggiore,  ovvero 
minore  di  un  altro  numero  dato  ecc.:  allora,  affinchè  il  valore  del- 
P incognita  possa  convenire  al  problema , non  basta  che  verifichi 
l’equazione;  ma  è necessario  ancora  che  soddisfi  a tutte  le  altre 
condizioni  inerenti  al  problema  e che  non  si  sono  espresse  nell’equa- 
zione. 11  valore  adunque  che  si  ottiene  dalla  risoluzione  di  un'equa- 
zione , ha  sempre  la  proprietà  di  verificare  l’ equazione , ma  non 
ha  sempre  quella  di  soddisfare  al  problema;  appunto  perchè  non 
sempre  l’equazione  contiene  tutte  le  condizioni  insite  ai  problema, 
ed  alle  quali  il  valore  dell'  incognita  è assoggettato  a soddisfare. 

111.  Se  la  natura  del  problema  è tale  che  il  valore  dell’  inco- 
gnita debba  essere  positivo  o intero,  allora  ogni  valore  negativo  o 
frazionario,  trovato  per  questa  incognita,  dev’  essere  rigettato,  come 
incapace  di  convenire  al  problema. 

112.  Ma  quando  la  cosa  rappresentata  dall’incognita  può  avere 
un  modo  di  esistenza  direttamente  contrario  a quello  che  le  si  è 
assegnato  nel  mettere  il  problema  in  equazi<Tne,  allora  il  suo  va- 
lore negativo  indica  che  questa  cosa  rappresentata  dall’incognita 
dev’  esser  presa  nel  senso  opposto  a quello  attribuitole  da  princi- 
pio. In  tal  caso  cambiando  il  senso  ad  alcune  circostanze  del  pro- 
blema, o modificando  qualche  sua  condizione,  senza  per  altro  al- 
terare i valori  delle  quantità  note,  potrà  avvenire  che  il  valore 
dell’  incognita , che  da  principio  si  era  trovato  negativo  , risulti 
positivo , e numericamente  eguale  al  primo.  Ecco  alcuni  esempi. 

113.  Problema  I.  Un  padre  ha  60  anni , e suo  figlio  53  : si 
domanda  quanti  altri  anni  debbono  scorrere  affinchè  l' età  del  padre 
sia  doppia  di  quella  del  figlio. 

Sia  x il  numero  di  questi  anni.  Il  padre  che  attualmente  ha  60 
anni,  dopo  altri  x anni  ne  avrà  Q0-+-#;  ed  il  figlio  che  adesso 
ha  33  anni,  dopo  altri  x anni  ne  avrà  33-+- x.  Sia  si  vuole  che 
allora  l’età  del  padre  sia  doppia  di  quella  del  figlio,  dunque  60-+-a? 
dovrà  essere  il  doppio  di  33  -+-  x , c perciò  si  avrà  1’  equazione 

(1)  (33-+-a:)x2  = 60-i-£ , 

ossia  66-t-2x=C0-+-a: , 

dalla  quale  si  deduco  a; =60 — 66, 

cioè  x—  — 6. 

Per  interpetrare  il  significato  di  questo  valore  negativo,  sostituia- 
molo nell’  equazione  (1)  in  luogo  di  x , e verrà 

(33— 6)x2=60  — 6 
ossia  27x2  = 54. 

E da  qui  si  vede  che  l’equazione  è realmente  soddisfatto,  ma  però 
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con  diminuire  di  6 anni  tanto  l’età  del  padre  che  quella  del  Aglio, 
e non  già  con  accrescerle  come  vuole  l’enunciato. 

Questa  circostanza  ci  dimostra  che  il  numero  x degli  anni,  dopo 
i quali  l’età  del  padre  si  troverà  doppia  di  quella  del  Tiglio,  dev’  es- 
sere preso  nel  senso  opposto  a quello  dell'enunciato,  ossia  a quello 
che  gli  abbiamo  da  principio  attribuito.  E siccome  con  x abbiamo 
indicato  il  numero  degli  anni  che  debbono  scorrere  dall’epoca  attuale 
a quella  in  cui  l' età  del  padre  sarà  doppia  di  quella  del  Aglio,  così  per 
l’opposto  — x deve  indicare  il  numero  degli  anni  che  sono  di  già 
scorsi  dacché  l’età  del  padre  fu  doppia  di  quella  del  Aglio.  E perciò 
nel  valore  —6  trovato  per  x,  il  segno  — dal  quale  è preceduto, 
indica  che  questi  anni  appartengono  al  tempo  passato  e non  al  futuro, 
ossia  che  l’epoca  cercata  avvenne  precisamente  6 anni  addietro.  E 
di  fatti  se  il  padre  cd  il  Aglio  hanno  attualmente  60  anni  e 33  anni, 
è chiaro  che  6 anni  addietro  essi  avevano  54  anni,  e 27  anni,  e 
quindi  il  padre  aveva  realmente  il  doppio  dell’età  del  Aglio. 

Risulta  da  ciò  che  l’enunciato  del  problema  è difettoso,  poiché  con- 
tiene una  condizione  impossibile  a soddisfarsi,  quella  cioè  di  ammet- 
tere che  l’epoca  in  cui  l’età  del  padre  è doppia  di  quella  del  Aglio, 
stia  nel  tempo  posteriore  all’attuale,  mentre  sta  nell’ anteriore.  Que- 
sto difetto  si  correggerà  enunciando  il  problema  nel  seguente  modo. 

Un  padre  ha  60  anni  e suo  figlio  55:  si  domanda  quanti  anni 
sono  scorsi  dacché  f età  del  padre  fu  doppia  di  quella  del  figlio  ? 

Indicando  con  x il  numero  di  questi  anni , è chiaro  che  se 
attualmente  il  padre  ed  il  Aglio  hanno  il  primo  CO  anni  ed  il  se- 
condo 33  anni,  x anni  addietro  essi  avevano  60 — x,  e 33 — x ; 
ma  si  vuole  che  allora  l’età  del  padre  fosse  stata  doppia  di  quella 
del  Aglio , dunque  dovrà  essere 

(33  — x)  x 2=60 — x 
ossia  66 — 2x=60 — x, 

dalla  quale  si  ricava  a; =6. 

Questo  valore  positivo  di  x fa  vedere  che  6 anni  addietro  l’ età 
del  padre  fu  doppia  di  quella  del  Aglio , e quindi  risolve  il  pro- 
blema nel  senso  preciso  del  nuovo  enunciato. 

Problema  II.  Un  Cacciatore , domandalo  quanti  colpi  avesse 

3 

tirato , rispose  : il  numero  de’  colpi  che  ho  tiralo  è tale  che  i ^ accre- 
sciuti di  1,  fanno  esattamente  i * de'  colpi.  Si  domanda  il  numero 
de'  colpi  tirali  dal  Cacciatore. 

Sia  x questo  numero  de’  colpi.  Dietro  le  condizioni  del  proble- 
ma si  avrà  evidentemente  l’ equazione 


che  liberata  da' divisori  diventa 

21x-f-35=20x, 

dalla  quale  si  ricava  x = — 35. 
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Ma  in  questo  problema  il  valore  di  x non  può  essere  negativo , 
perchè  i colpi  tirati  da  un  Cacciatore  non  possono  essere  consi- 
derati in  due  sensi  opposti  ; si  conchiude  perciò  che  il  problema  è 

3 

impossibile  (n.  4U).  E di  fatti  essendo  i g di  una  quantità  sempre 
4 3 

maggiori  de'  ^ , i g de’  colpi  accresciuti  di  l non  possono  egua- 
gliar mai  i 

Problema  III.  Due  corrieri  partono  nel  medesimo  tempo  da 
due  punti  A e B situati  sulla  stessa  linea  AL,  e camminano  nella 
medesima  direzione  verso  il  punto  C,  posto  al  di  là  del  punto  B rispetto 
al  punto  A.  Si  conoscono  le  distanze  AC  =35  miglia,  BC=23  miglia, 
e si  sa  che  il  corriere  che  parte  dal  punto  A fa  40  miglia  C ora. 
e quello  che  parte  dal  punto  B ne  fa  6.  Si  domanda  a che  distanza 
dal  punto  C questi  corrieri  dovranno  raggiungersi. 

B R'  C R 

A 1 1 1 1 L 

Supponiamo  che  si  raggiungano  nel  punto  R,  e dinotiamo  CR  con  x. 

Essendo  AR  = AC-f-CR,  ed  essendo  AC  = 35,  e CR  = x ; 
sarà  AR  = 35-4-ìc. 

Del  pari  essendo  BR=BC-4-CR  , BC=23  , e CR=x,  sarà 
BR=23  h-  x. 

Or  poiché  il  primo  corriere  che  parte  dal  punto  A per  fare 

10  miglia  impiega  un’ora,  per  farne  35-t-x  impiegherà  tante  ore 

35  [ x 

quante  volte  10  si  contiene  in  35  + x.  cioè  impiegherà  ■ --  ore. 

11  secondo  corriere  che  parte  dal  punto  B per  fare  6 miglia  impiega 
un’ora,  per  farne  23-f-x  impiegherà  tante  ore  quante  volte  6 si 

contiene  in  23h-x,  cioè  ore.  Ma  poiché  i due  corrieri 

partono  nel  medesimo  tempo  da’  punti  A e B , qualunque  sia  il 
punto  R del  loro  raggiungimento,  tante  ore  avrà  impiegato  il  primo 
a percorrere  AR , quante  il  secondo  a percorrere  BR  ; e perciò 
questi  tempi  saranno  eguali.  Onde  l’equazione  del  problema  sarà 
35-f-x 23-f-a: 

W ~10  6 ’ 
che  liberata  da’ denominatori  diventa 

210 -t-  6x=230-+-10x, 
e quindi  sarà  6x — 10x  = 230 — 210  , 

e perciò  — 4x  = 20,  cioè  4x = — 20  , 

dalla  quale  si  ricava  x = — 5. 

Dall’  essere  negativo  questo  valore  di  x si  potrebbe  credere  che 
il  problema , al  pari  del  primo , avesse  qualche  condizione  , che 
nel  senso  dell’  enunciato  fosse  impossibile  a soddisfarsi  : ma  per 
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poco  che  si  rifletta  sulle  condizioni  espresse  nell’enunciato,  si 
vede  chiaramente  che  il  medesimo  non  contiene  condizione  alcuna 
che  fosse  impossibile  a verificarsi.  In  fatti  il  corriere  che  parte 
dal  punto  A,  camminando  con  maggiore  velocità  dell’altro,  deve 
percorrere  in  ogni  ora  uno  spazio  maggiore  di  quello  che  percorre 
nel  tempo  stesso  il  corriere  che  parte  dal  punto  B,  e che  gli  va 
innanzi  con  minore  velocità  ; e perciò  questo  primo  corriere  avvi- 
cinandosi sempre  più  al  secondo  , a misura  che  più  si  avanza , 
dovrà  certamente  raggiungerlo  una  volta.  Dunque  in  questo  caso  il 
valore  negativo  dell’  incognita  non  può  dipendere  affatto  da  qualche 
condizione  impossibile  dell’  enunciato. 

Per  conoscere  la  causa  di  questo  valore  negativo  trovato  per  x 
riflettiamo  che  nello  stabilire  l’equazione  (1)  del  problema  abbiamo 
supposto  che  il  punto  R di  raggiungimento  de'  due  corrieri  cadesse 
al  di  là  del  punto  C,  e non  al  di  quà,  ossia  dopo  del  punto  C,  e 
non  prima.  Or  questa  ipotesi  è stata  totalmente  arbitraria,  dacché 
nessuna  ragione  ci  autorizzava  ad  ammettere  che  questo  punto  ca- 
desse in  R a destra  del  punto  C,  e non  già  in  R'  a sinistra  di  C. 
Abbiamo  è vero  indicato  con  x la  distanza  dal  punto  C a quello 
in  cui  i due  corrieri  si  raggiungono  ; ma  questa  distanza  può  esser 
presa  in  due  sensi  opposti , tanto  da  C verso  R , a destra  di  C , 
quanto  da  C verso  R'  a sinistra  di  C.  E se  con  x abbiamo  indicata 
la  distanza  da  C in  R,  abbiamo  dunque  tacitamente  stabilito  di  con- 
siderare come  positive  le  distanze  contate  dalla  parte  destra  del 
punto  C;  dunque  per  l’opposto  si  debbono  considerare  come  negative 
quelle  contate  dalla  parte  sinistra  di  C;  e perciò  la  distanza  — 5 miglia, 
trovata  pel  valore  dell’  incognita,  deve  indicare  che  il  punto  in  cui 
i due  corrieri  si  raggiungono , trovasi  in  R'  a sinistra  del  punto  C, 
e da  questo  distante  5 miglia. 

E per  maggiormente  convincerci  che  il  punto  di  raggiungimento 
de’  due  corrieri  è al  di  quà  del  punto  C,  basta  riflettere  che  essendo 
AC  = 35  miglia,  e BC  = 23,  sarà  AB  = 12  miglia.  E poiché  il 
primo  corriere  in  un’ora  fa  10  miglia  e l’altro  ne  fa  6 , perciò 
in  ogni  ora  il  primo  si  avvicina  al  secondo  di  4 miglia,  e quindi 
per  avvicinarsi  di  12  miglia,  eh’  é 3 volte  4,  deve  impiegare  3 ore. 
Dunque  il  primo  corriere  che  parte  dal  punto  A,  deve  raggiungere 
il  secondo  che  parte  da  B,  dopo  3 ore  di  cammino;  ma  in  3 ore 
il  primo  corriere  fa  30  miglia,  dunque  il  punto  di  raggiungimento  é 
lontano  dal  punto  A di  30  miglia.  Or  se  queste  30  miglia  si  tol- 
gono da  35  miglia , eh’  è la  distanza  da  A a C,  risulterà  che  lo 
stesso  punto  di  raggiungimento  è a 5 miglia  al  di  quà  del  punto  C, 
come  appunto  indica  il  valore  — 5 trovato  per  l’ incognita. 

In  questo  problema  dunque  il  valore  negativo  trovato  per  l’in- 
cognita è derivato  da  una  falsa  ipotesi  che  si  è fatta  nel  metterlo 
in  equazione , eh’  è stata  quella  di  supporre  che  il  punto  in  cui 
i due  corrieri  si  raggiungono  fosse  a destra  di  C,  nel  mentre  che 
dev’  essere  a sinistra,  ossia  di  supporre  che  i due  corrieri  si  rag- 
giungessero dopo  del  punto  C,  mentre  si  raggiungono  prima. 


Digitized  by  Google 


— 88  — 


Per  ottenere  dunque  una  soluzione  positiva  del  problema  , bi- 
sogna fare  una  supposizione  contraria  alla  prima  ; bisogna  cioè 
supporre  che  il  punto  di  raggiungimento  de' due  corrieri  si  faccia 
in  li'  al  di  qua  del  punto  C.  In  tal  caso  indicando  CR'  con  x sarà 

AR'=35 — x , e BR'=23 — x;  onde  saranno  e — J 

lu  0 

le  ore  che  il  primo  corriere  impiega  a percorrere  AR'  ed  il  se- 
condo a percorrere  BR'.  Ma  queste  ore  debbono  essere  eguali , 
perchè  i due  corrieri  partono  da  A e B nel  medesimo  tempo  , 
dunque  si  avrà  1’  equazione 

35— a;  23— a: 

10  ~ 6 ’ 

c questa  è la  stessa  equazione  (1)  nella  quale  in  luogo  di  a:  si  è 
messo  — x. 

Liberando  questa  equazione  da’  divisori  si  ottiene 
210 — 6#=  230 — 10#, 
dalla  quale  si  ricava  x = 5. 

E questo  valore  positivo  dell’incognita  fa  conoscere  che  il  punto 
in  cui  i due  corrieri  si  raggiungono  è realmente  5 miglia  al  di  qua 
del  punto  C. 

114.  Da  questo  esempio  si  vede  che  il  valore  negativo  che  si 
ottiene  per  1‘  incognita  nel  risolvere  un’  equazione,  può  alle  volte 
derivare  da  una  falsa  ipotesi  che  si  è fatta  nel  mettere  il  problema 
in  equazione.  Il  segno  — che  precede  il  valore  dell’incognita  fa 
conoscere  in  che  modo  si  debba  correggere  la  ipotesi;  ed  il  suo 
valore  assoluto  dà  la  vera  soluzione  del  problema. 

115.  Problema  IV.  Due  corrieri  partono  nel  medesimo  tempo  da 
due  città  A e B,  e percorrom  la  stessa  strada:  si  conoscono  la  di- 
stanza delle  due  città , e le  velocità  colle  quali  questi  corrieri  cammi- 
nano, ossia  il  numero  delle  miglia  che  fa  ciascuno  in  un'ora.  Si  do- 
manda in  che  punto  della  strada  questi  corrieri  si  troveranno  insieme. 

B R 

A ! i c 

Questo  problema , cosi  generalmente  espresso , presenta  due  casi 
ben  distinti  ; quello  cioè  in  cui  i due  corrieri  camminano  nella 
stessa  direzione  , l’ uno  in  seguito  all’  altro , c quello  in  cui  pro- 
cedono in  direzioni  opposte,  l’uno  all’incontro  dell’ altro.  Esami- 
niamo successivamente  ciascuno  di  questi  casi. 

l.°  Caso.  Supponiamo  che  i due  corrieri  camminando  da  sini- 
stra verso  destra , si  dirigano  entrambi  verso  il  punto  C , posto 
al  di  là  del  punto  B per  rispetto  ad  A. 

Sia  in  oltre  a la  distanza  AB  delle  due  città,  v e e'  le  miglia 
che  ciascun  corriere  fa  in  un’ora,  ed  x la  distanza  incognita  AR 
che  il  primo  corriere  deve  percorrere  onde  raggiungere  il  secondo. 
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Or  siccome  i due  corrieri  partono  nel  medesimo  tempo  dalle  due 
città  A e B,  cosi  è chiaro  che  nell’istante  in  cui  si  raggiungono 
tante  ore  si  troverà  di  aver  viaggiato  il  primo,  quante  ne  ha  viag- 
giato il  secondo,  ossia  che  il  tempo  impiegato  dal  primo  a percorrere 

10  spazio  AR,  sarà  quanto  quello  impiegato  dal  secondo  a percor- 
rere lo  spazio  BR.  É dunque  dall’  eguaglianza  di  questi  tempi  che 
deve  stabilirsi  l’equazione  del  problema. 

Ora  essendo  AR=x,  ed  AB  = a,  sarà  BR  = a: — a.  E poiché 

11  primo  corriere  fa  v miglia  in  un’ora,  per  fare  x miglia  dovrà 
impiegare  tante  ore,  quante  volte  » si  contiene  in  x,  ossia  quant’è 

il  quoziente  di  2.  Del  pari,  poiché  il  secondo  corriere  fa  v’  mi- 
glia in  un’ora,  per  farne  x—a  dovrà  impiegare  tante  ore,  quante 
volte  v'  si  contiene  in  x — a,  cioè  quant’è  il  quoziente  di  x~a . 


Abbiamo  dunque  che  il  primo  corriere  impiega  — ore  a percor- 


rere AR,  ed  il  secondo  —^7—  ore  a percorrere  BR  ; ma  abbiamo 

veduto  che  questi  due  numeri  di  ore  debbono  essere  eguali,  quando 
i corrieri  si  raggiungono , dunque  sarà 


x x — a 

~~ — 7?  * 

t)  v 

dalla  quale  si  ricava  v‘x=vx  — ai , 
e quindi  si  deduce  x—  av  .. 

V V 

2°  Caso.  Supponiamo  ora  che  i due  corrieri  andassero  all’  in- 
contro l’uno  all’altro 

R 

A 1 B 

è chiaro  che  i due  corrieri  dovranno  necessariamente  incontrarsi, 
e questo  incontro  dovrà  farsi  nella  linea  AB  che  unisce  le  due  città. 

Sia  dunque  x la  distanza  AR  che  dovrà  percorrere  il  primo  cor- 
riere per  incontrare  l'altro;  sarà  BR=AB— AR=a — x il  cammino 
che  dovrà  fare  il  secondo  corriere  per  incontrare  il  primo. 

E poiché  il  primo  corriere  fa  v miglia  in  un’ora,  per  farne  a; 

dovrà  impiegare  ^ ore.  Similmente  , perchè  il  secondo  corriere 

fa  v’  miglia  in  un’ora,  per  fare  a — x miglia  impiegherà  ore‘ 

Ma  questi  numeri  di  ore  debbono  essere  eguali,  perchè  i due  cor- 
rieri partono  nel  medesimo  tempo  dalle  due  città  A e B,  dunque 
si  avrà  l'equazione 


cioè 

Lts.  di  Alg. 


x a — x 
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dalla  quale  si  ricava  ,r= — - — 

Or  paragonando  questo  secondo  caso  col  primo  , sarà  fucile  ve- 
dere che  tutta  la  differenza  sta  unicamente  nella  diverso  direzione  del 
cammino  che  percorre  il  secondo  corriere  che  parte  da  B,  la  quale 
direzione  nel  primo  caso  ò alla  destra  di  B , mentre  nel  secondo 
caso  è alla  sinistra.  Onde  se  nel  primo  caso  la  velocità  e'  del  se- 
condo corriere,  ossia  le  miglia  ch’egli  fa  in  un’ora,  è positiva; 
nel  secondo  caso  dev’essere  negativa,  perchè  si  considera  nel  senso 
opposto.  Dunque  la  differenza  tra  questi  due  casi  consiste  che  se 
nel  primo  la  velocità  v'  è positiva,  nel  secondo  si  deve  riguardare 
come  negativa;  e reciprocamente,  se  nel  secondo  è positiva,  nel 
primo  dev’  essere  negativa.  E di  fatti  se  nell’  espressione 


trovato  in  questo  secondo  caso  pel  valore  dell’  incognita , si  fa  v' 
negativa,  ossia  che  si  mette  — v'  in  luogo  di  4-»',  si  ottiene 


di’ è precisamente  il  valore  dell’incognita  ottenuta  nel  primo  caso. 

116.  Questo  esame  fa  vedere  clic  le  quantità  negative  possono 
servire  a comprendere  in  una  sola  equazione,  c quindi  in  una  sola 
formolo  i diversi  casi  di  un  medesimo  problema  : casi  che  a primo 
aspetto  sembravano  meritare  ciascuno  una  particolare  risoluzione. 

117.  Le  considerazioni  fatte  sopra  i quattro  problemi  che  ab- 
biamo risoluti  sono  applicabili  ad  ogni  altra  questione,  qualunque 
sia  il  numero  delle  incognite  ed  il  grado  delle  equazioni.  Queste 
considerazioni  possono  essere  riepilogate  in  queste  quattro  regole. 

1.°  Il  valore  negativo  trovalo  per  l'incognita  di  un  problema , 
può  derivare  da  una  condizione  impossibile  contenuta  nel?  enunciato, 
e per  rettificarlo  bisogna  cambiare  x in  — x ncW  equazione  trovala, 
e modificare  f enunciato  in  modo  che  la  nuova  equazione  ne  sia 
la  esalta  traduzione.  Allora  si  otterrà  la  soluzione  del  problema 
attribuendo  all'incognita  un  senso  opposto  a quello  attribuitole  da 
principio  : come  si  è veduto  nel  problema  /.* 

2°  Se  la  natura  del  problema  è tale  che  V incognita  non  può 
essere  considerata  nel  senso  opposto,  allora  bisogna  rigettare  il  va- 
lore negativo  trovalo,  e conchiudere  che  il  problema  è impossibile: 
come  si  è osservato  nel  problema  2.° 

3°  Il  valore  negativo  trovalo  per  V incognita  di  un  problema, 
può  anche  derivare  , non  da  una  condizione  impossibile  nel  suo 
enuncialo  , ma  da  una  falsa  supposizione  che  si  è fatta  nel  met- 
terlo in  equazione  ; ed  anche  in  tal  caso  si  otterrà  la  vera  solts- 
zione  attribuendo  all’incognita  un  senso  opposto  a quello  che  le  si  è 
attribuito  da  principio  : come  si  è praticalo  nel  problema  5° 
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4°  Quando  si  è stabilita  l’equazione,  o si  è trovala  la  forinola 
che  dà  il  valore  dell'  incognita  di  un  problema  , il  cui  enuncialo 
contiene  delle  quantità  che  possono  essere  considerate  in  due  sensi 
opposti,  se  alcune  di  queste  quantità  si  considerano  nel  senso  con- 
trario a quello  che  prima  loro  si  attribuiva;  allora  per  trovare  la 
nuova  equazione,  o la  nuova  formola,  corrispondente  al  nuovo  senso 
attribuito  a queste  quantità,  non  sarà  necessario  di  risolvere  il  nuovo 
problema,  ma  basta  cambiare  nella  prima  equazione,  o nella  prima 
formola,  il  segno  a quelle  sole  quantità  che  si  considerano  nel  senso 
opposto  al  primitivo  : come  si  è veduto  nel  problema  4.° 

118.  Per  fare  un’applicazione  di  quest'ultima  regola,  riprendiamo 
il  problema  delle  fontane  risoluto  al  numero  89,  c conserviamo  la 
dinotazione  di  a e di  b per  rappresentare  i tempi  rispettivi  clic 
impiegano  le  due  fontane  per  empire  la  vasca , quando  versano 
isolatamente;  con  c il  tempo  che  impiega  da  se  sola  la  chiave  per 
votar  la  vasca,  e con  x il  tempo  cercato  affinché  la  vasca  si  em- 
pisse , facendo  versare  contemporaneamente  le  due  fontane  e la- 
sciando la  chiave  aperta.  11  valore  di  x trovato  al  numero  citato  è 

...  nbc 

* * X ac-bbc  — ab 

Ciò  posto,  supponiamo  che  la  chiave  diventi  una  nuova  fontana , 
ossia  che  in  luogo  di  avere  due  fontane  ed  una  chiave,  si  avessero 
tre  fontane,  e supponiamo  che  si  cerchi  il  tempo  che  queste  im- 
piegheranno ad  empire  la  stessa  vasca , quando  si  fanno  versare 
simultaneamente.  In  tal  caso  per  modificare  questa  formola  (1)  del 
valore  di  x,  e farla  corrispondere  al  nuovo  problema,  basta  con- 
siderare che  l’ effetto  della  chiave  è l’opposto  di  quello  della  fon- 
tana; cioè  che  se  la  chiave  tende  a votar  la  vasca,  |>cr  l'opposto 
la  fontana  tende  ad  empirla;  ossia  che  se  la  prima  fa  uscir  l'ac- 
qua dalla  vasca,  la  seconda  ul  contrario  ve  la  fa  entrare.  Questa 
opposizione  di  effetto  porta  naturalmente  a considerare  il  valore 
di  c in  senso  opposto,  vale  a dire  che  se  e rappresenta  il  tempo 
che  impiega  la  chiave  a votar  la  vasca,  per  l’opposto  — c deve 
rappresentar  quello  che  impiega  la  terza  fontana  ad  empir  la  stessa 
vasca.  Dunque  se  nel  valore  (1)  trovato  per  x,  pel  caso  della  chiave, 
si  mette  — c in  luogo  di  c,  si  avrà  la  soluzione  del  nuovo  pro- 
blema corrispondente  al  caso  delle  tre  fontane.  Mettendo  dunque 
— c in  vece  di  c,  la  formola  (1)  diventa 

— abe  abe 

— oc — bc—ab  ac-\-be-\-ab  ’ 

e questo  sarà  il  valore  cercato  di  x. 

Cosi  se  la  prima  fontana  impiega  11  ore  ad  empir  la  vasca,  la 
seconda  22,  e la  terza  33,  sarà  in  tal  caso  n=l  1 , ò=22  , c—  33, 
che  messi  nella  formola  trovata  daranno 

11  22-33  _ 22-33  _ 2-33 

J ~ t ! 33+2f • 33+1 1 • lì ~ 33-1-2-33  | lì ~ 3-|  2- 3+2  ~ li-  ’’ 
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Dunque  quando  Je  tre  fontane  versano  simultaneamente  impie- 
gano 6 ore  ad  empir  la  vasca. 

Ed  in  vero,  se  la  prima  fontana  empie  la  vasca  in  11  ore,  iu 

g 

6 ore  empirà  yy  della  vasca.  Per  la  stessa  ragione  la  seconda  fon-  » 
6 3 

tana  in  6 ore  empirà  hj=tt  della  vasca,  c la  terza  fontana,  an- 

JuL  11 
6 2 

che  in  6 ore,  empirà  yj  = yy  della  vasca.  Quindi  è chiaro  che 

queste  tre  fontane  versando  unitamente , empiranno  in  6 ore  la 
parte  della  vasca  rappresentata  dalla  somma  delle  frazioni 

_6_  3 _2___11_1 

irhn  + n— ii— 1 ’ 

cioè  empiranno  la  intera  vasca. 

CALCOLO  PELLE  QUANTITÀ  NEGATIVE. 

119.  La  maggior  sottrazione  che  possa  farsi  da  una  quantità  , 
è quando  si  diminuisce  di  un'altra  che  le  sia  eguale;  allora  il  resto 
è zero:  cosi  a — a=0.  Ma  se  la  quantità  da  sottrarsi  è maggiore  di 
quella  da  cui  deve  sottrarsi , l’ operazione  non  può  eseguirsi  ; ed 
in  tal  caso  si  è convenuto  di  sottrarre  la  quantità  minore  dalla 
maggiore,  e far  precedere  il  resto  dal  segno  — . Per  esempio,  nel- 
l’espressione 5 — 8,  non  polendosi  togliere  il  numero  maggiore  8 
dal  minore  5 , si  toglierà  5 da  8 , ed  avanti  al  resto  3 si  met- 
terà il  segno — , e si  avrà  così  5 — 8= — 3.  Da  ciò  si  vede  che 
ogni  quantità  negativa  può  considerarsi  come  proveniente  da  una 
sottrazione  che  non  si  è potuta  eseguire , perchè  la  quantità  da 
sottrarsi  era  maggiore  di  quella  dalla  quale  doveva  essere  sottratta. 

120.  In  ogni  quantità,  sia  positiva  o negativa,  si  possono  consi- 
derare due  valori,  Y assoluto,  ed  il  relativo.  Il  valore  assoluto  è il 
valore  che  ha  la  quantità  , fatta  astrazione  dal  segno  che  la  pre- 
cede; ed  il  valore  relativo  è quello  che  ha  avendo  riguardo  al  segno 
dal  quale  è preceduta. 

Due  quantità  sono  eguali  quando  hanno  lo  stesso  segno , e lo 
stesso  valore  assoluto. 

Ciò  premesso,  vediamo  come  si  eseguano  sulle  quantità  negative 
isolate  le  quattro  operazioni  fondamentali  del  calcolo  algebrico. 

121.  Addizione  e sottrazione.  Si  addizionano  c si  sottraggono 
due  quantità  negative  isolate  , con  le  stesse  regole  esposte  a’  nu- 
meri 24  e 25 , cioè  appresso  alla  prima  quantità  si  scriverà  la 
seconda  col  proprio  segno  , o col  segno  cambiato  , sccondochè 
quest’ ultima  dev’essere  addizionata,  o sottratta  dalla  prima.  Cosi, 
se  alla  quantità  a si  vuole  addizionare  l’altra  — b,  la  somma  sarà 
q — b ; c se  dalla  quantità  a si  deve  sottrarre  — 6 , il  resto  sarà 
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a-f-6.  In  fatti  essendo  6 — 6=0,  se  alla  quantità  a si  aggiunge 
6 — 6,  il  suo  valore  non  varia,  e si  avrà  a 4-6 — 6,  che  sarà  un’altro 
maniera  di  esprimere  la  quantità  a,  il  che  per  altro  è evidente, 
dacché  -4-6,  e — 6 si  distruggono.  In  questo  modo  avendo  fatto 
entrare  nella  composizione  di  a le  due  quantità  +6,  e — 6,  è 
chiaro  che  per  sottrarre  una  di  queste  quantità,  basta  cancellarla. 
Cancellando  — 6,  resterà  a ■+■  6,  e cancellando  +6,  resterà  a — 6, 
Questi  risultamenli  sono  conformi  a quelli  che  si  otterrebbero  pra- 
ticando le  regole  stabilite  ne' due  numeri  citati. 

Moltiplicazione.  Moltiplicando  a — a,  per  6,  i due  termini  del 
prodotto  si  debbono  distruggere  , perchè  il  moltiplicando  a — a 
essendo  zero,  il  prodotto  sarà  anche  zero;  ma  il  primo  di  questi 
due  termini  nascendo  da  a per  6,  è a&,  dunque  il  secondo,  per 
distruggere  il  primo,  dovrà  essere  ■ — ab,  e questo  deve  nascere 
da  — a moltiplicato  per  6. 

Dunque  — a moltiplicata  per  6,  dà  — ab. 

Moltiplicando  a per  6 — 6,  i due  termini  del  prodotto  si  deb- 
bono del  pari  distruggere,  perchè  il  moltiplicatore  6 — 6 essendo 
zero,  il  prodotto  sarà  anche  zero.  Ma  il  primo  di  questi  due  ter- 
mini nascendo  da  a per  6,  è ab,  dunque  il  secondo  dovrà  essere 
— a6,  e questo  deve  nascere  dal  moltiplicare  a per  — 6. 

Dunque  -4-  a moltiplicata  per  — 6,  dà  — ab. 

In  fine  moltiplicando  a — a,  eh’ è zero,  per  — 6,  il  prodotto 
sarà  anche  zero  , onde  i due  termini  di  questo  prodotto  si  deb- 
bono distruggere.  Ma  il  primo  di  questi  due  termini,  nascendo  da  a 
per  — 6,  è — a&,  dunque  il  secondo  dovrà  essere  -4-a&,  e questo 
deve  risultare  dalla  moltiplicazione  di  — a per  — 6. 

Dunque  — a moltiplicata  per  — 6,  dà  -4-a&. 

Questi  risultamenti  sono  conformi  a (Quelli  che  si  otterrebbero 
applicando  la  regola  del  num.  31. 

Divisione.  Poiché  nella  divisione  il  quoziente  moltiplicato  pel 
divisore  deve  riprodurre  il  dividendo,  ne  segue  che  quando  il  di- 
videndo ha  il  segno  -4- , il  divisore  ed  il  quoziente  avranno  lo 
stesso  segno , e quando  il  dividendo  ha  il  segno  — , il  divisore 
ed  il  quoziente  avranno  segni  opposti.  Infatti,  affinchè  il  prodotto 
di  due  fattori  sia  positivo,  è d’uopo  che  questi  due  fattori  abbiano 
lo  stesso  segno , ed  affinchè  il  prodotto  sia  negativo,  bisogna  che 
i fattori  abbiano  segni  opposti. 

Queste  due  regole  possono  essere  cosi  espresse. 

1. °  Se  il  dividendo  ed  il  divisore  hanno  lo  stesso  segno,  il  quo- 
ziente avrà  il  segno  + - 

2. °  Se  il  dividendo  ed  il  divisore  hanno  segni  opposti,  il  quo- 
ziente avrà  il  segno  — . 

Si  possono  enunciare  anche  più  brevemente  dicendo:  segni  simili 
danno  ai  quoziente  -4-,  e segni  dissimili  danno  al  quoziente  — 

Queste  regole  corrispondono  a quelle  stabilite  nel  numero  38. 
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LEZIONE  X. 

De' casi  d'impossibilità,  e d’indeterminazione  nelle  equazioni 
di  primo  grado. 

122.  Avviene  talvolta  che  nel  risolvere  le  equazioni  di  primo 
grado  si  ottengano  de'  risultamenli  assurdi , o pure  che  i valori 
delle  incognite  dipendano  da  operazioni  che  non  possono  eseguirsi. 
Allora  è segno  manifesto  che  la  questione  proposta , e della  quale 
l'equazione  risoluta  è la  traduzione  algebrica , è impossibile  a sod- 
disfarsi. Ecco  degli  esempi. 

5 2 

Trovare  un  numero  i cui  j diminuiti  de'  ^ sieno  eguali  a 3 ac- 
cresciuti de'  ~ del  numero. 

Cliiamando  x il  numero  cercato , si  ottiene  l'equazione 

...  5 2 . 7 

(1)  -4-*-3*  = 3 4-12x; 

dalla  quale  successivamente  si  ricava 

(2)  IBx — 8x=36  -t-  Ix  , 

15x — 8x — 7 x=36  , 

(15  — 8 — 7)x=36, 

(3)  0xx=36: 

risultamento  assurdo,  dacché  non  vi  è nessun  numero  che  molti- 
plicato per  zero  possa  dare  36.  Onde  l'equazione  (1)  è impossi- 
bile , e perciò  il  problema  proposto , e da  cui  questa  equazione 
deriva , è assurdo. 

Quest’assurdità  si  manifesta  più  chiaramente,  passando  nell’equa- 
zione (2)  il  termine  — 8x  al  secondo  membro  , perchè  si  ha 

15x=36  + 7x-f-8x  , 
ossia  15x=36-t-15x , 

e ben  si  vede  che  qualunque  valore  si  assegni  ad  x , non  può  il 
primo  membro  eguagliar  mai  il  secondo. 

Intanto  risolvendo  l' equazione  (3) , si  ottiene 


cioè  che  il  valore  di  x è una  frazione  nella  quale 
è zero. 

Per  formarci  una  idea  esatta  del  significato  di 
risolviamo  l’equazione 

a.r=m  ; 

. . m 

si  ricava  x= — 

fi 


il  denominatore 
questa  frazione, 
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Osservando  che  in  una  frazione  quando  il  numeratore  non  varia, 
e il  denominatore  diminuisce,  la  frazione  cresce , sarà  facile  com- 

fìl 

prendere  che  nell' espressione  x=—  se  diamo  ad  a un  valore  pic- 
colissimo, il  valore  assolato  di  x diventa  grandissimo  ; e se  il  valore 
di  a diminuisce  sempre  più  fino  a diventar  zero,  allora  il  valore  di  x 
crescerà  iudefìnitamente , fino  a diventare  maggiore  di  qualunque 
grandezza  data.  Se  per  esempio  diamo  ad  a i successivi  valori 
0, 1 ;0,01  ;0,001;0,0001;0, 00001  ;0,000001  ; ec.  i valori  corrisponden- 
ti di  x saranno  10m,100m.l000m,l0000m,100000m,1000000m,  ec. 
Dunque  quando  il  valore  di  a sarà  arrivato  all’ultimo  grado  di  dimi- 
nuzione, ossia  che  sarà  il  più  piccolo  possibile,  cioè  zero,  allora 
il  valore  di  x arriverà  all’ultimo  grado  di  accrescimento,  e quindi 
diventa  maggiore  di  qualunque  grandezza  assegnabile. 

Or  quando  una  quantità  cresce  in  modo  da  diventare  maggiore 
di  ogni  grandezza  assegnabile , si  dice  che  diventa  infinita , e si 
rappresenta  con  oo . Dunque  quando  a è zero,  il  valore  di  x sarà 

infinito,  cioè  sarà  x=^=oo.  Però  se  i termini  a,  e m della 

frazione  ^ sono  dello  stesso  segno,  siccome  in  tal  caso  la  frazione 

è positiva,  cosi  al  valore  a=f)  si  dirà  che  x è quanto  l’infinito 
positivo:  e se  i termini  a e m sono  di  segno  contrario,  e che 
perciò  la  frazione  è negativa,  allora  al  valore  a =0  si  dirà  che  x 
è quanto  l'infinito  negativo.  Onde  nel  caso  di  a=0  si  avrà  che 

x—-^=  + oo  , ed  x — -q-= — oo. 

123.  Se  nella  frazione  — il  denominatore  cresce  fino  a diventar 

a 

infinito,  cioè  maggiore  di  ogni  grandezza  assegnabile,  la  frazione  — 

OO 

impiccolisce  fino  a diventar  minore  di  ogni  grandezza  assegnabile, 
e come  tale  si  dice  che  diventa  infinitamente  piccola,  o infinitesima. 

L’ infinitesimo  — non  potendo  produrre,  per  la  sua  piccolezza, 

alcuna  alterazione  sopra  una  quantità  finita,  può  rappresentarsi  col 

zero,  e quindi  può  scriversi  — =0.  In  fatti  essendo  -^=oo,  sarà 

tn  = ooxO,  e perciò  ^=0.  Però  in  questo  caso  il  zero  non  significa 
il  nulla,  ma  una  quantità  tanto  piccola  da  non  potersi  determinare. 

124.  Bisogna  per  altro  avvertire  che  il  simbolo  ^ trovato  pel 

valore  di  un'incognita,  non  sempre  porta  per  conseguenza  l’im- 
possibilità del  problema.  Se  per  esempio  due  rette  che  stanno  in 
un  piano  sono  tagliate  da  una  trasversale,  e l’incognita  x dinota 
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la  distanza  che  ha  da  questa  trasversale  il  punto  in  cui  le  due  rette 
vanno  od  incontrarsi , allora  il  simbolo  ^ trovato  pel  valore  di 


questa  incognita  fa  vedere  che  le  due  rette  s’incontrano  all’infi- 
nito, cioè  che  non  s’incontrano  mai,  e che  perciò  sono  parallele. 

Cosi  se  si  tratta  di  tirare  una  tan- 
gente esterna  comune  a due  cerchi,  i 
cui  centri  sono  0 ed  0';  indicando 
con  r ed  r'  i raggi  OA  ed  0'A\  con 
m la  distanza  00'  de’ due  centri,  e 
con  x la  distanza  OX  del  centro  O 
al  punto  X,  ove  la  tangente  AA'  incontra  la  linea  00’  de’ centri,  sarà 
0'X  = x — m,  ed  i due  triangoli  simili,  OAX.O'A'X  danno  la 
proporzione  0A:0'A'::0X:0'X,  ossia  r:r'::x:x  — m,  per  cui 
sarà  rx — mr  = r'x,  dalla  quale  si  ricava 


mr 


Ora  è chiaro  che  quanto  più  il  raggio  minóre  r'  cresce  e tende 
ad  eguagliare  il  maggiore  r,  tanto  più  la  differenza  r — r'  dimi- 
nuisce e tende  verso  zero,  e per  conseguenza  tanto  più  il  valore 
di  x aumenta , ed  il  punto  X sempre  più  si  allontana  dal  centro  O. 
dunque  quando  r'  diventa  eguale  od  r,  la  differenza  r — r'  si  ri- 
duce a zero , ed  il  valore  di  x diventa 


cioè  infinito;  e ciò  vuol  dire  che  quando  i due  cerchi  sono  eguali 
la  tangente  esterna  comune  AA'  diventa  parallela  alla  linea  00'  che 
unisce  i centri. 


125.  Sia  ora  da  risolversi  l’equazione 
z , ^ 3x  -j—  5 2#  — f- 1 7 

W 6 = 4 hÌ2- 

Moltiplicando  i due  membri  per  12 , ad  oggetto  di  far  sparire  i 
denominatori,  si  ottiene 

(2)  2(3x-l-5)=3(2x-Hl)-l-7 , 
d’onde  si  ricava 

(3)  6x— 6x=3  + 7 — 10, 
ovvero 

0=0. 

Questo  risultamento  essendo  una  identità,  fa  vedere  che  l’equa- 
zione proposta  (1)  si  troverà  sempre  verificata  qualunque  sia  il 
valore  che  si  assegni  ad  x ; e che  perciò  il  valore  di  questa  in- 
cognita è indeterminato. 
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Per  comprovare  maggiormente  che  il  valore  di  x è indeterminato, 
si  eseguano  nell’  equazione  (2)  le  moltiplicazioni  accennate,  e verrà 


ossia 


6x -+-10=6x4-3  4-7  , 
6x4-10=6x4-10, 


equazione  identica , e che  rimane  soddisfatta  qualunque  sia  il  valore 
che  si  attribuisce  ad  x.  Dunque  questo  valore  di  x è indeterminato. 

Questa  indeterminazione  si  può  dedurre  anche  dalla  seguente 
considerazione. 

Dall’equazione  (3)  si  ricava 

(6—6)x=34-7— 10, 

ossia 


e perciò  sarà 


0xx=0 , 


Questo  risultamelo  fa  vedere  che  il  valore  di  x è il  quoziente 
che  si  ha  dividendo  zero  per  zero.  Ma  per  la  natura  della  divi- 
sione il  quoziente  moltiplicato  pel  divisore  deve  riprodurre  il  di- 
videndo, dunque  il  valore  di  x dev’ esser  tale  che  moltiplicandolo 
per  zero,  dia  per  prodotto  zero;  ma  qualunque  numero  moltipli- 
cato per  zero  dà  sempre  per  prodotto  zero,  dunque  il  valore  di  x 
può  essere  rappresentato  da  qualunque  numero.  Questa  circostanza 

si  esprime  con  dire  che  g rappresenta  una  quantità  indeterminata, 
o pure  che  g è il  simbolo  dell'indeterminazione, 


126.  Ma  bisogna  notare  che  alle  volte  questa  indeterminazione 
non  è che  apparente,  e che  la  forma  ^ sotto  la  quale  si  presenta 

il  valore  di  una  frazione  deriva  dall’avere  il  numeratore  ed  il  de- 
nominatore un  fattore  letterale  comune,  che  per  alcuni  valori  par- 
ticolari assegnati  alle  lettere  diventa  zero.  Allora  sopprimendo 
questo  fattore  e poi  dando  alle  lettere  que’  tali  valori  particolari, 
si  ottiene  l'esatto  valore  della  frazione.  ri 

Per  dame  un  esempio , proponiamoci  il  seguente  problema  : ; 

e Trovare  l' aia  del  trapezio  ABCD  , «ono- 
teendo  le  basi  AB,  CD  e l’altezza  EF. 

P/  J Nc  Si  prolunghino  i lati  AD , BC  finché  s’ incon- 
*|  \ trino  in  G , e si  faccia  EF=a,  AB=à,CD=c, 
I \ e GE=x;  sarà  GF=a-+-x. 

* * ® I due  triangoli  simili  GAB  , GDC  danno 

ÀB:CD::GF :GE,  ossia  b:c::a  + x:x,  onde  sarà  bx—ac- f-rr, 
.....  ac  ac  ab 

e quindi  si  ricava  x=r , e GF=a-4-x=a- - =, 

’ 6— -c  b — e b — c 
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«»'=tX®=Ìx,4,=^  • 

GI>c=“xGE=|x^5=5(è7)  • 

Ora  essendo  trapez.  ABCD=lr«rog.GAB — triang.GDC , sarà 

. nf.n  di*  acm 

irapez.  ABCD=5FZ7)-2F=7]  . 

ossia 

(1)  trapez.  ABCD  = ^ ^ • 

Se  in  questa  espressione  si  fa  6 = e,  si  ottiene  trapez. ABCD  = ? : 

risultamento  assurdo,  poiché  quando  le  basi  AB,  e CI>  sono  eguali, 
il  trapezio  si  trasforma  in  parallelogrammo,  e per  conseguenza  la 
sua  aia  dev'essere  ab,  prodotto  dell'  altezza  a per  la  base  6. 

Ma  la  forma  dell’ indeterminazione  sotto  la  quale  si  presenta 

l’aia  del  trapezio  quando  si  fa  b=c,  non  è che  apparente,  e de- 
riva appunto  che  i termini  della  frazione  (1)  hanno  un  (attore  co- 
mune, che  diventa  zero  nel  caso  di  b=c.  In  fatti  essendo  (n.  55) 
b * — c*=  (6 -+- c) {b — c) , l’espressione  (1)  si  cambia  in 

trapez.  ABCD==o(\^c^~c) , 

e sopprimendo  il  fattore  (6 — c)  comune  a’ due  termini,  si  ha  la 
nota  formula 

(2)  irapez.  ABCD=^f^ , 

che  nel  caso  di  b=c,  cioè  quando  il  trapezio  si  trasforma  in  pa- 
rallelogrammo , diventa 

parallelogr.  ABCD  =^^=ab , 

eh’ è precisamente  il  Tisultamento  che  dovevamo  aspettarci. 

Dunque  in  questo  problema  se  il  valore  della  frazione  (1)  riusciva 
indeterminato  nel  caso  di  b=c,  derivava  dacché  i termini  della 
frazione  avevano  il  fattore  comune  b — c,  che  diventava  zero  quando 
si  faceva  b = c;  ma  tolto  questo  fattore,  ed  avuta  la  frazione  più 
semplice  (2).  facendo  in  questa  b = c,  si  è ottenuto  ab  per  l'esatto 
valore  della  frazione. 

Cosi  ancora  le  frazioni 

3a* — 3 a* — 2a  + 1 3«*—  3 

2a — 2 ’ ila* — 3 ’ a*—  2A i * 

diventano  |j,  quando  si  fa  a=l;  ed  anche  qui  la  indeterminazione  è 
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apparente,  perchè  queste  frazionisi  possono  scrivere  sotto  queste  forme 
3(o+l)(a— 1)  (a— i)(a— 1)  8(o-4-l)(o— 1) 

2(a — 1)  * 3(a+l)(a—  1)  ’ (a—  l)(a—  1)  ’ 

ed  in  ciascuna  sopprimendo  il  fattore  a — 1,  comune  ad  ambo  i 
termini , diventano 

3(a-f-l)  a — 1 3(a  -4—  1) 

2 ’ 3(a— |— 1)  ’ a— 1 ’ 

e facendo  in  queste  a— 1 si  hanno  i veri  valori,  che  sono  3,0,®  , 

127.  Dunque  si  può  stabilire  che:  quando  una  frazione  diventa  jj 

per  alcuni  valori  particolari  assegnati  alle  lettere,  non  si  potrà  affer- 
mare che  il  valore  della  frazione  sia  indeterminalo;  ma  bisognerà 
vedere  se  i termini  della  frazione  abbiano  qualche  fattore  comune,  che 

diventando  zero,  faccia  prendere  alla  frazione  la  forma  g ; allora 

sopprimendo  questo  fattore,  e poi  assegnando  alle  lettere  que'  valori 
particolari,  si  otterrà  l’esatto  valore  della  frazione. 

128.  Problema.  Un  mercante  ha  cambiato  33  metri  di  panno 
con  22  metri  di  tela  ed  ha  ricevuto  SO  lire.  Di  poi  ha  cambiato 
27  metri  dello  stesso  panno  con  18  metri  della  medesima  tela  ed  ha 
ricevuto  7/  lire.  Si  domanda  a quanto  il  metro  è stato  calcolalo  il 
panno,  ed  a quanto  la  tela. 

Sia  x il  prezzo  di  un  metro  di  panno,  ed  y quello  di  un  metro 
di  tela.  Giusta  le  condizioni  del  problema  si  ottengono  facilmente 
le  due  equazioni 

(1)  33x — 22y—8Q. 

27x  — 18y— .71, 

Se  per  eliminare  x moltiplichiamo  la  prima  per  27,  e la  seconda 
per  33,  si  ottengono 

891  x — 694t/  = 2160, 

891x— 39%  = 2343. 

Queste  due  equazioni  avendo  i primi  membri  eguali,  ed  i secondi 
membri  quantità  note  e disuguali,  mostrano  chiaramente  che  non 
vi  è per  x ed  y nessun  sistema  di  valori  che  possa  soddisfare  ad 
ambe  le  equazioni  (1),  e che  perciò  queste  equazioni  non  potendo 
coesistere,  sono  incompatibili,  ossia  contraddittorie,  c che  il  pro- 
blema proposto  è per  conseguenza  impossibile. 

Se  la  eliminazione  di  x si  esegue  col  metodo  di  sostituzione, 
la  impossibilità  del  problema  si  manifesta  con  un’equazione  assur- 
da. In  fatti,  prendendo  dalla  prima  delle  due  equazioni  (1)  il  va- 
lore di  x si  ottiene 

80-t--2~2y 
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che  messo  nella  seconda,  dà 

S22£5*_  i8»=7if 

e facendo  sparire  il  denominatore , diventa 

2160  -+-  594y — 594y  = 2343  , 
e quindi  si  ha  594y — 594y  = 2343 — 2160, 

ovvero  0 = 183  , 

equazione  evidentemente  assurda. 

129.  Problema.  Un  uomo  domandalo  quanti  figli  avesse , rispose: 
in  italo  ho  9 figli,  ma  i maschi  sono  4 più  delle  femmine.  Si  do- 
manda il  numero  de’ maschi,  e quello  delle  femmine. 

Sia  x il  numero  de'  maschi,  ed  y quello  delle  femmine.  Le  con- 
dizioni del  problema  somministrano  evidentemente  le  due  equazioni 

x-f-y  = 9 , 
x — y = 4 , 

le  quali  una  volta  addizionate,  ed  un'altra  volta  sottratte  danno 

2x=  13  , 

2y=5, 

donde  sì  ricava  x = 6|,  ed  y = 2|. 

Questi  valori  non  possono  affatto  convenire  al  probloma , perchè 
il  numero  de’  figli  non  può  essere  frazionario.  La  condizione  che 
i valori  di  x e di  y debbano  essere  interi  non  si  è potuta  espri- 
mere in  equazione,  ed  è perciò  che  questi  valori  a:=6|,  al  y — ~ 
risolvono  le  equazioni,  ma  non  convengono  al  problema.  Dunque 
jl  problema  è impossibile  (n.  Hi  e U9), 

LEZIONE  XI. 

Formolo  generali  per  la  risoluzione  delle  equazioni  di  primo 
grado  a due  ed  a più  incognite.  Regola  pratica  per  comporre  i 
valori  delle  incognite.  Eliminazione  col  metodo  de'  fattori  in- 
determinati. 

130.  Si  chiamano  equazioni  generali  di  primo  grado  a più  in- 
cognite, quelle  equazioni  di  primo  grado  nelle  quali  i coefficienti 
delle  incognite  e le  quantità  note  sono  rappresentati  da  lettere. 

Quando  le  equazioni  contengono  molte  incognite , le  diverse  let- 
tere che  bisogna  impiegare  per  rappresentare  i loro  coefficienti , 
ed  anche  le  quantità  note , non  solo  producono  una  confusione  ; 
ma  non  fanno  nè  anche  vedere  come  questi  coefficienti  concorrano 
alla  determinazione  de’  valori  delle  incognite.  Per  evitare  questo 
inconveniente  si  ò convenuto  di  rappresentare  con  una  medesima 
lettera  i diversi  coefficienti  di  una  stessa  incognita,  e distinguerli 
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dal  numero  degli  accenti , o apici  posti  sopra  di  questa  lettera. 
Così  se  con  la  lettera  a si  rappresenta  il  coefficiente  di  x nella 
prima  equazione,  i coefficienti  di  questa  medesima  incognita  nelle 
altre  equazioni  successive  si  rappresenteranno  con  le  lettere  ac- 
centate a' , a" , a'”,  ec.,  e si  pronunziano  a primo,  a secondo, 
a terzo,  ec.  Del  pori  se  6 è il  coefficiente  di  y nella  prima  equa- 
zione, b',b"  ,b'",  ec.  saranno  i coefficienti  che  avrà  questa  me- 
desima incognita  nelle  altre  successive  equazioni. 

Risulta  da  ciò,  che  due  equazioni  di  primo  grado  a due  inco- 
gnite si  possono  rappresentare  generalmente  con 

a x + by  = c 
a'x-hb'y=c' , 

e tre  equazioni  a tre  incognite  con 

a x+b y+c z=d 
a x-i-6'  j/h-c'  z—d’ 
a";r  + ry  + c,'j=(f', 

e cosi  continuando  per  quattro  , per  cinque , ec.  equazióni. 


131.  Occupiamoci  io  primo  luogo  della  risoluzione  delle  due 
equazioni 

ax-hb  y—c  , 
a'x-hb‘y=c' . 

Per  eliminare  tra  queste  equazioni  la  incognita  y , impiegheremo 
il  metodo  di  riduzione;  a quale  oggetto  moltiplicheremo  la  prima 
per  b' , e la  seconda  per  b , ed  avremo 

ab'x-\-bb'y  = cb’ , 
ba'x  + bb'y—bc' , 


e togliendo  dalla  prima  la  seconda , verrà 


ab'x — ba'x=cb' — be’ , 


dalla  quale  si  ricava 

(1) 


. cb'  — be' 
* ab' — ba' 


Per  trovare  il  valore  di  y,  si  potrebbe  sostituire  questo  di  x in 
una  delle  due  equazioni  proposte;  ma  in  vece  ci  serviremo  dello 
stesso  metodo  di  riduzione,  per  cui  moltiplicheremo  la  prima  delle 
due  equazioni  date  per  a' , e la  seconda  per  a , ed  avremo 

aa  x-\-ba'y—ca  , 
aa'x-}-ab'y=ac' , 

e tolta  dalla  seconda  la  prima  , resta 

ab'y  — 6a'j/=ac' — ca'  , 


dalla  quale  si  ricava 

(2) 


ae'—ca’ 

y — ab’—ba'' 
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Per  applicare  queste  espressioni  generali  de’  valori  di  x e di  y ad 
un  caso  particolare,  supponiamo  che  si  abbiano  le  due  equazioni 

+ 5y — 3 1 , 
llx — 6y=21. 

Paragonando  queste  con  le  due  equazioni  generali 

a x + b y=c  , 
a'x-+-6'y=c' , 

si  vede  che  a—1 , 6=5,  c=31  ; a'=ll  , b'= — 6,  e'=21 , 
e messi  questi  valori  nelle  formole  (1),  e (2)  de’ valori  di  x,  e 
di  y , si  ottiene 

31  ( — 6)  — 521_  — 186  — 105__— 291  „ 

X~  7( — 6} — 5- il  — —42—55  — — 97  ~ ó ’ 

7-21  — 3111  147  — 341  — 194 

y 7( — 6) — 5- 11  — 42 — 55  — 97 

E questi  valori  di  x = 3,  ed  y = 2 sono  realmente  quelli  che  si 
ricavano,  quando  le  due  equazioni  proposte  si  risolvono  direttamente. 

132.  Allorché  si  hanno  da  risolvere  le  tre  equazioni 

a x-t-ò  y-4-c  s = d , 
a'  x + ò'  y + c'  s = d'  , 
a"x-\-b"y  + c''z  = d"  , 

si  potrà  eliminare  una  delle  incognite  tra  la  prima  e la  seconda, 
e poi  tra  la  prima  e la  terza , per  così  avere  due  equazioni  con 
due  incognite.  Questa  eliminazione  potrebbe  farsi  con  uno  de’  soliti 
tre  metodi , ma  il  calcolo  riesce  più  spedito  e più  facile  usando 
il  metodo  seguente  , detto  de’  fattori  indeterminali.  E quantunque 
questo  nuovo  metodo  di  eliminazione  non  si  renda  necessario  che 
per  le  equazioni  a tre,  o più  incognite,  nondimeno,  per  abbrac- 
ciare tutti  i casi , cominceremo  ad  applicarlo  a due  equazioni. 
Sieno  dunque  da  risolversi  le  due  equazioni 

ax-+-6y  = c , 
a’x  -t-  b'y  = c . 

Si  moltiplichi  la  prima  per  la  quantità  indeterminata  m,  e la  se- 
conda per  l’ indeterminata  n , verrà 

amx-t-bmy  = cm , 
a'nx-t-b'ny  = c'n , 

che  addizionate  danno 

(3)  (am  4-  a'n)  x-l-  (6m  + b'n)y  = cm-i-cn. 

E poiché  le  due  quantità  m ed  n sono  indeterminate , possiamo 
perciò  assoggettarle  alla  condizione  che  riducano  a zero  il  coefficiente 
dell’incognita  che  si  vuole  eliminare.  Supponiamo  che  voglia  eli- 
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minarsi  l’incognita  y;  metteremo  il  suo  coefficiente  eguale  a zero, 
ed  avremo  l’equazione  di  condizione 

6m  + ft'n  = 0. 


Quindi  annullandosi  il  termine  in  y , l’ equazione  (3)  diventa 
(am-+  a'  n)  x = cm  + c'n  , 

dalla  quale  si  ricava 


« 


cm  4-  c'n 


an»-(-a'n 

Or  l’ equazione  di  condizione 

òm  -f-  b'n  = 0 , 


ci  dà 


m 


— b'n 
b 


nella  quale  possiamo  assegnare  ad  n un  valore  qualunque;  ma  affinchè 
si  abbiano  numeri  interi,  faremo  n = b,  e verrà  m= — 6'.  Onde 
nell’espressione  (4)  di  x faremo  m— — b\  ed  n = ò,  ed  avremo 


— cb'-k-bc' 

X ~~ — ab'+ba'  ' 


che  con  cambiare  i segni  al  numeratore  ed  al  denominatore,  diventa 

cb'—bc' 

X~ab'—ba'  ’ 


c questa  espressione  coincide  con  la  formola  (1)  trovata  qui  avanti. 

Similmente  per  determinare  il  valore  di  y,  elimineremo  dall’equa- 
zione (3)  il  termine  con  x , per  cui  eguaglieremo  a zero  il  suo 
coefficiente , ed  avremo 

am  a'n  = 0 , 


e dall’equazione  restante 

(bm  + 6'n)  y = cm  -h  c'n  , 

si  ricava 

(5) 


chi  + c'n 
^ Am  + 6'n 


Ma  dall’equazione  di  condizione 

fli»4-a'n  = 0, 
-a'n 


si  ottiene 


m = - 


e del  pari  in  questa  espressione  possiamo  dare  ad  n qualunque  va- 
lore, ed  affinchè  si  abbiano  numeri  interi,  faremo  n = a,  c verrà 
m= — a'.  Onde  nell’espressione  (o)  del  valore  di  y,  facendo  m= — a' , 
ed  n = a , si  ottiene 

* ' — ca'-f-ae'  . ac' — co' 

6a'+a6"  OSSia  y — ab'—ba” 
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e questo  valore  corrisponde  a quello  della  formola  (2) , trovata 
precedentemente. 

Dunque  i valori  delle  due  incognite  sono 


cb’ — be' 

X ab'—ba'  ’ 


ed  y = 


ac' — co'* 
ab'—ba'' 


Sieno  ora  da  risolversi  le  tre  equazioni 

a x + b y-hc  z = d , 
a’  x-\-b’  y + c'  z—d'  , 
a"x  + b"y+c"z  = d''. 

Moltiplicando  la  prima  per  la  quantità  indeterminata  m,  la  seconda 
per  l’indeterminata  n,  e la  terza  per  l’ indeterminata  p,  si  ottiene 

a mx+b  my+c  ms  — d m , 
a’  nx  -t-  6'  ny  + c'  ns  = d'  n , 
a"px  -t-  b"py  ~h  c"pz  = d"p  , 

le  quali  addizionate  danno 

(am+a'tiri-a"p)x+[bm+b'n+b"p)y+[cm+c'n+c"p)z=dm+d,n+d"p. 
Per  dedurre  da  questa  equazione  il  valore  di  una  delle  incognite, 
di  x per  esempio,  è d’uopo  far  sparire  i termini  con  y,  e con  z: 
a quale  oggetto  eguaglieremo  a zero  i loro  coefficienti,  ed  avremo 
le  due  equazioni  di  condizione 

bm  -+-  b'n  4-  b"p  — 0 , cm-hc'n  + c"p  = 0, 
e resta  perciò  l’ equazione 

(am  + o'n  + a"p)x= dm  + d'n  + d"p  , 
dalla  quale  si  ricava 


(6)  T_dm-hd'n+d"p 

am-fo'»+o"p 

Or  nelle  due  equazioni  di  condizione 

bm  + b'n  + b''p  = 0 , enj-t>c'n-f-c"p=0 , 

supponiamo  che  p sia  una  quantità  nota,  e determiniamo , ginsta 
questa  ipotesi , il  valore  di  m e di  n. 

Passando  i termini  b"p , e c"p  ne’  secondi  membri,  si  ha 

bm  + b'n  = — b”p , 
cm-hc'n  — — c"p , 

e moltiplicando  la  prima  per  c' , e la  seconda  per  b' , viene 

be'm  •+■  b’c'n  = — c'b"p  , 
cb’m  ■+■  b’c'n— — b'c"p  ; 

e togliendo  dalla  prima  la  seconda,  resta 

bc'm — cb’m  = — c'b"p  4-  b'c"p  , 
ossia  (bc—cb’)m  = (b'c"—c'b")p. 
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4 1.-.  • • (b'c"~c'b")v 

dalla  quale  si  ricava  m = —jp — "■  • 

Nello  stesso  modo  operando  si  trova  essere 
• ,V  (cb"-bc")p 
bc'—cb' 

E poiché  la  quantità  p è indeterminata  possiamo  perciò  assegnarle 
qualunque  valore  ; ma  ad  oggetto  di  avere  per  m e per  n valori 
interi,  eguaglieremo  p al  comune  denominatore  di  queste  due  espres- 
sioni, cioè  faremo  p—bc' — cb'  : risulterà  m = 6'c" — c'b"  , ed 
n=cb" — bc". 

Or  questi  valori  di  m ,n  ,p,  sostituiti  nell'  espressione  (6)  dei 
valore  di  x , ci  danno 

_d[b'c"—  c'b")+d'{cb"—  bc")+d"[bc'—  cb') 

X~  a{b'c"—c'b")-j-a\cb"—bc'')+a"[bc'—cb')  y"  .? 

Eseguendo  le  moltiplicazioni  accennate  ed  avendo  cura  di  scrivere 
in  ogni  termine  prima  la  lettera  senza  apice  , poi  quella  con  un 
apice  , e poi  quella  con  due , verrà 

db'c"—  dc'b"-+-ed'b"—  bd’c"+bc'd"—  eb'd" 

X — ab'c"—ac'b"-Jrca'b”—ba'c"+  be' a"— eh' a"  ' 

Per  trovare  il  valore  di  y,  si  eguagliano  a zero  i coefficienti  dei 
termini  con  x e con  z,  e vengono  le  due  equazioni  di  condizione 

amH-a'n-t-a"p=0  , cm  + c'n-t-c"p=0 1 
che  risolute  per  rapporto  ad  m ed  n , danno 

(a' e"—  c'a ")  p _ (co"— ac")  p 

ac' — ca!  * ” oc' — ca'  * 

e facendo  p—ac’ — ca,’,  viene  m = o'c" — c'a"  edn  = ca" — ae"< 
Dall’  equazione  restante 

(bm  + b'n  -+-  b"p)  y = dm+-d'n-hd"p 

. , dm-\-d'n-+-d"p 

M ha  * 

e messi  in  luogo  di  m,n,p  i loro  Valori  e sviluppando,  si  ottiene 
ad'c"— ac'd"+ca'd"—  rfo'c"4-deV'—  cd'a" 

V ~ ab'c"  —ac'b"+  ca'b "—  ba'c"+  be' a"—  cb'a"  ’ 

In  fine  per  dedurre  il  valore  di  z , si  eguagliano  a zero  i coefficienti 
de’  termini  con  x e con  y,  e si  hanno  le  due  equazioni  di  condizione 

am -f- a’n 4- a"p = 0 , bm-\-b'n-t-b"p  = 0 , 

e dall'equazione  restante 

(em 4- c'n  4- c”p ) z = dm-+-d’n-+- d"p 

dm-\-d'n-{-d"p 
JS  = — : 4” 


m : 


si  ricava 

Lez.  di  Alg. 


’ cm  +c'n+c"p 
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Or  ie  due  equazioni  di  condizione,  risolute  per  rapporto  ad  m ed  n danno 

(b'a"  —a'b")p  _ _(ab"-ba")p 

ba'—ab'  ’ fa'—  ab'  ’ 

e Tacendo  p = ba' — ab',  viene  »n  = b'a" — a'b",  ed  n = ab" — ba". 

Con  questi  valori  di  m ,n,p  sostituiti  nel  valore  di  z,  e sviluppando, 
si  ottiene 

ab'd"—  ad'b"+da'b"—  ba’d"+  bd'a"—db'a" 

“ ab'  c" — ac  'b"-\-  ca'b" — ba'  c"-\-  be' a" — cb'a" 

Da  quanto  precede  è facile  comprendere  che  questo  metodo  è ge- 
nerale, c come  tale  si  applica  ad  un  numero  qualunque  di  equa- 
zioni di  primo  grado  con  un  cgual  numero  d’incognite  (*). 

133.  Ckauer  esaminando  accuratamente  questi  valori  generali 
di  x.y ,z,  e poggiandosi  sulla  induzione,  ha  trovato  la  seguente 
regola  pratica  per  comporre,  senza  calcolo  alcuno,  le  formole  dei 
valori  delle  incognite , qualunque  sia  il  numero  delle  equazioni  : 
ecco  la  regola. 

1.®  Si  faccia  il  prodotto  ab  de’  coefficienti  delle  due  prime  in- 
cognite ; si  permuti  l'ordine  delle  lettere,  c si  cambi  il  segno; 
si  avrà  ab — ba. 

Alla  destra  di  ciascuno  di  questi  termini  si  scriva  la  lettera  c, 
coefficiente  della  terza  incognita,  e si  faccia  passare  questa  lettera  per 
tutti  i posti,  dalla  destra  verso  la  sinistra,  avendo  cura  di  cambiare  il 
segno  ogni  volta  che  c cambia  posto,  si  avrà  cosi  il  polinomio: 

afte — acb  -+-  cab — bac  -+-  bea  — cba. 


(*)  Il  metodo  di  eliminazione  detto  di  Tìezoet  è questo  stesso  da  noi  esposto, 
salvo  nna  leggiera  modificazione.  Ecco  in  che  consiste  il  metodo  di  Bezout. 

Dovendo  risolvere  m equazioni , in  luogo  di  moltiplicare  , come  noi  abbiamo 
praticato , ogni  equazione  per  una  indeterminata , e poi  addizionare  i prodotti , 
si  moltiplicano  solamente  le  prime  (m — 1)  equazioni  , ciascuna  per  nna  indeter- 
minata, e dalla  somma  delle  equazioni  che  risultano,  si  toglie  l’ultima:  si  avrà 
cosi  un’ equazione  ecm  m incognite,  e con  fm — 0 coefficienti  indeterminati.  Indi 
per  determinare  il  valore  di  una  di  queste  incognite,  si  eliminano  le  altre  |m — 1) 
rimanenti  con  eguagliare  a zero  i loro  coefficienti.  Si  avrauno  (m — i)  equazioni 
con  (m — 1)  incognite,  e delle  quali  si  potranno  determinare  i valori.  Il  resto  dei 
processo  è lo  stesso  di  quello  da  noi  esposto. 

Ma  noi  abbiamo  preferito  i)  metodo  di  Gergonke  , introducendo  m indeter- 
minate, m luogo  di  m — 1 come  mole  il  metodo  di  Bezoct  , e ciò  da  noi  si  t 
fatto  per  i tre  seguenti  motivi. 

1. °  Perchè  1’ andamento  del  metodo  è più  uniforme. 

2. °  Perchè  i valori  delle  indeterminate  veugono  in  espressioni  intere,  e quindi 
il  calcolo  è più  facile. 

3. °  Perchè  il  metodo  è sempre  eseguibile,  mentre  quello  di  Bezodi  può  in 
alcuni  casi  essere  io  difetto. 

Se  si  abbiano  , per  esempio , le  tre  equazioni 

2x+3jH-  1=13  , 

Sar-ì-6y-4-  , 

ila:4-2y-i-8z=42, 

e vi  si  applichi  il  metodo  di  Beeoct,  verrò 

(2m + Sn— 1 1 > i -i- (3m  + 6n — 2)  y -h(m-4- 2n  — 5)  : = 1 3m  4-29n  — 
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Alla  destra  di  ciascuno  di  questi  termini  si  scriva  la  lettera  d , 
coefficiente  della  quarta  incognita , e si  ha 

abed — acbd-)- cabd — bacd  -+-  beaci — ebad  ; 

indi  in  ciascuno  di  questi  termini  si  faccia  passare  la  lettera  d succes- 
sivamente per  tutti  i posti,  dalla  destra  verso  la  sinistra,  avendo  cura 
di  cambiare  il  segno  ogni  volta  che  d si  avanza  di  un  posto  ; si 
avrà  in  questo  modo  il  polinomio 

abed — abdc  -hadbc — dabe  — acbd  + aedb — adeb  -+-  dacb 
-4-  eabd — cadb  ■+■  edab — dcab — bacd  -+-  bade  — bdac  -hdbar. 

■+■  bcad — bcda-\-  bdea — dbea  — cabd  -t-  ebda  — cdba- 1-  deba . 

E cosi  si  continuerà  successivamente  a comporre  de’  nuovi  poli- 
nomi con  tutte  le  altre  lettere  che  rappresentano  i coefficienti  delle 
rimanenti  incognite , (ino  a che  si  arrivi  ad  impiegare  la  lettera 
che  rappresenta  il  coefficiente  dell’ultima  incognita.  Allora  in  ogni 
termine  del  polinomio  ottenuto,  si  darà  alla  seconda  lettera  un  apice, 
alla  terza  due  apici,  alla  quarta  tre  apici,  ec.  e verrà  cosi  a com- 
porsi il  comune  denominatore  de' valori  delle  incognite. 

Per  comporre  il  numeratore  del  valore  di  ciascuna  incognita  , 
in  ogni  termine  del  denominatore,  in  luogo  della  lettera  che  dinota 
il  coefficiente  dell’incognita  di  cui  si  cerca  il  valore,  si  scriva  la  let- 
tera che  rappresenta  il  termine  noto,  lasciando  i medesimi  apici. 
Applichiamo,  in  primo  luogo,  questa  regola  alle  due  equazioni 

ax-hb  y = c , 
a'x  -hb’y=c' . 


Per  determinar))  x,  si  mettano  eguali  a zero  i coefficienti  di  j»  c di  s,  c s>  hanno 
le  due  equazioni  di  condizione 

3m-f-6n — 2=0  , m-+-2n — 5=0, 

a 

cioè  m4-2n=- , ed  m-f-2n=5  , 

equazioni  evidentemente  incompatibili,  e perciò  in  questo  caso  il  metodo  c in  diretto. 
Ma  se  si  applichi  il  metodo  di  Gncoam  da  noi  esposto,  si  ottiene  l'equaziono 

(2m4-5nH-llp|*-H3m+8n-i-9p)y-i-(m+2n-v-5p)z=13m-i-20n-+-t2p, 
ed  eguagliando  a zero  i coefficienti  di  y c di  x , si  ricava 

13m  + 29n-4-  i2p 
2m+5n-)-tl;i  ’ 

con  le  due  equazioni  di  condizione 

3m  + «i*-t-2p=0 , ed  «n-)-2n-|-5p=0. 

Ora  è chiaro  che  queste  dnc  equazioni  per  coesistere,  debbono  avere  p=0;  c le 
dne  equazioni  si  riducono  a questa  sola 

m4-2n=0 , 

dalla  quale  si  ricava  m= — 2n.  Onde  possiamo  dare  ad  n nn  valore  qualunque, 
ma  che  non  sia  i»ro;  per  esempio,  facendo  n=l,  viene  m=— 2.  Questi  valori 
di  m= — 2,  n = l,  e p=0  sostituiti  nel  valore  di  x , danno 

—20  + 21)  3 

r=  -i  + 8 =T~3’ 
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Con  le  due  lettere  a , e b si  formi  il  prodotto  ab,  e poi  si  per- 
mutino le  lettere,  e si  cambi  il  segno;  si  ha  ab  — ba  ; e dando 
alla  seconda  lettera  un  apice , viene 

ab' — ba' 

che  sarà  il  comune  denominatore  de’  valori  di  a:  e di  y. 

Per  comporre  il  numeratore  del  valore  di  x,  nell'espressione  del 
denominatore  ab' — ba'  in  luogo  della  lettera  a,  eh' è il  coefficiente 
di  x,  si  scriverà  c;  e per  ottenere  il  numeratore  del  valore  di  y,  in 
luogo  di  b,  eh' è il  coefficiente  di  y , si  scriverà  c;  verranno  cosi 
cb‘ — be',  ed  ac' — ca'  che  saranno  i rispettivi  numeratori  dei  valori 
di  x e di  y;  e perciò  i valori  di  queste  incognite  saranno 

cb' — be'  , ac' — ca,' 

X=ób^W  Cd 

che  coincidono  con  quelli  delle  formole  (1)  e (2)  trovale  preceden- 
temente. 

Sieno  ora  le  tre  equazioni 

a x-\~b  y-hc  z—d  , 
a'  x+b'  y -be'  z=d'  , 
a"x  + b"y-bc"z  = d". 

Si  formi  il  prodotto  ab  con  i coefficienti  delle  due  prime  inco- 
gnite ; si  permutino  queste  lettere , e si  cambi  il  segno , verrà 
ab  — ba.  Si  scriva  la  lettera  c alla  destra  di  ciascuno  di  questi  due 
termini,  c si  ha  abe — bac,  e facendo  passare  ili  ciascun  termine 
la  lettera  c per  tutti  i posti,  cd  avendo  cura  di  cambiare  il  segno 
ogni  volta  che  c cambia  posto , verrà  il  polinomio 

abe — acb  + cab — bac  + bea — eba . 

In  ogni  termine  dando  alla  seconda  lettera  un  apice , ed  alla  terza 
due , risulterà 

aVd'—  ac'b"-b  ca'b" — ba'c"-b  be' a" — cb'a"  , 

che  sarà  il  comune  denominatore  de’  valori  delle  tre  incognite  x , y , s. 

Per  comporre  il  numeratore  di  x,  si  muterà  nell’espressione  del 
denominatore,  la  lettera  a in  d.  Per  comporre  il  numeratore  di  y,  si 
muterà  la  lettera  6 in  d,  e per  comporre  quello  di  z,  si  cangerà 
la  lettera  c in  d ; si  avranno  così  i seguenti  valori 

_db'c"—  dc'b"-{-cd'b"—  bd'c"-\-bc'd"—  cb'd" 
X~ab'c"—ac'b"+ca'b"—ba'c"-bbc'a"—cb'a"  ’ 
ad'c"—  ac'd"+  ca'd"—da'c"+  de' a"—  cd'a" 

V ab'c"—  ac'b"+  ca'b"—  ba'c"-\-bcTar'—cb'a"  ’ 

ab'd"—ad'b"+  da'b"—  ba'd"- bd'a"—  db' a" 
S-~ab'c"—ac'b"+ca'b"—ba'c"-bbc'o"—  cb'a"  * 

die  corrispondono  a quelli  ottenuti  qui  avanti, 
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Questa  regola  , che  come  abbiamo  avvertito , si  estende  ad  un 
numero  qualunque  di  equazioni,  fu  dimostrata  dal  sig.  Laplace,  e la 
dimostrazione,  quantunque  penduta  più  semplice  dal  sig.  Liooville  , 
pure  non  è a nostro  modo  di  vedere  cosi  elementare , da  poterla 
esporre  in  queste  nostre  lezioni. 

LEZIONE  XII. 

Delle  ineguaglianze. 

134.  Si  chiama  ineguaglianza  l’ insieme  di  due  quantità  sepa- 
rate dal  segno  > , o <.  Queste  due  quantità  si  dicono  membri 
dell’ineguaglianza.  Cosi  le  espressioni 

4a+56>3a  + 26  , e 10# — 3<13x  + 4, 
sono  due  ineguaglianze;  4a  + 56,  c 3a+26  sono  i due  membri  della 
prima,  mentre  10# — 3,  e 13# + 4 sono  i due  membri  della  seconda. 

Un  numero  si  dite  essere  maggiore  o minore  di  un  altro,  quando 
il  primo  è eguale  al  secondo  più  o meno  un  numero  positivo. 

Da  questa  definizione  risultano  le  due  conseguenze. 

1. °  Ogni  numero  positivo,  o nullo,  è maggiore  di  ogni  altro 
numero  negativo. 

2. *  Il  maggiore  di  due  numeri  negativi  è quello  il  cui  valore 
assoluto  è minore. 

1. *  In  fatti,  essendo  3= — 5+8,  sarà  per  la  definizione  3>- — 5. 

Del  pari  essendo  0= — 5+5,  sarà  0>  — 5. 

2. “  Essendo  — 3= — 5+2 , sarà  per  la  definizione  — 3> — 5. 

Teorema  I.  Una  ineguaglianza  non  si  altera , quando  i suoi 

due  membri  si  accrescono,  o si  diminuiscono  di  una  stessa  quantità. 

Sia  l’ineguaglianza  a>6,  dico  che  accrescendo,  o diminuendo 
ambi  i membri  di  c,  l'ineguaglianza  non  si  altera. 

In  fatti,  rappresentando  con  m l’eccesso  di  a su  di  6,  sarà  m 
una  quantità  positiva  , e verrà 

a=6  + m. 

Accrescendo,  o diminuendo  ambi  i membri  di  c,  questa  eguaglianza 
non  si  altera  , e si  avrà 

a + c=6  + c + m,  ed  a — c=b  — c+m  , 
onde  , secondo  la  definizione  , sarà 

a+c>6  + e,  ed  a — c>6 — c. 

Corollario  I.  Si  possono  passare  i termini  di  una  ineguaglianza 
da  un  membro  nell’altro,  con  cancellarli  nel  membro  in  cui  stanno, 
e scriverli  nell’  altro  co’  segni  cambiati. 

Sia  l'ineguaglianza 

(1)  a + 6 — c>m — p + g, 

ed  accrescendo  ciascun  membro  della  quantità  c — ò+p — q,  l’ine- 
guaglianza non  si  altera  , e verrà 

o+6 — c + c — 6+p  — g>m— p+  g + c — 6 + p — q , 
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e cancellando  in  ogni  membro  di  questa  ineguaglianza  i termini 
che  si  distruggono , si  avrà 

a+p — q>m — ò4-c. 

Paragonando  questa  ineguaglianza  con  la  primo  (1) , si  vede  che 
i termini  4-à,  — c e — p,  -| -q  della  prima  ineguaglianza  sono 
passati  da  un  membro  nell'altro  co’  segni  cambiati. 

Corollario  II.  Quando  si  cambiano  i segni  a tute  i termini  di 
una  ineguaglianza,  bisogna  cambiare  il  segno  dell’ineguaglianza,  ossia 
bisogna  considerare  l’ineguaglianza  nel  senso  contrario. 

Sia  T ineguaglianza 

(2)  a — à>c — d. 

Aggiungendo  ad  ambe  le  parti  la  quantità  d — c — a 4-6,  verrà 
a — b + d — c — a -(-&>•  c — d + d — c — a 4-  b , 
e facendo  in  ciascun  membro  le  riduzioni  de’  termini  simili , si  avrà 
d — c^>6 — a , 

che  significa  lo  stesso  di  qucst’altra 

b — a<,d — c. 

Paragonando  questa  ineguaglianza  con  la  prima  (2),  si  vede  che 
in  quest’ ultima  il  segno  dell’ineguaglianza  è il  contrario  di  quello 
della  prima,  e che  i termini  di  quest' ultima  sono  quelli  stessi 
della  prima,  ma  co’ segni  cambiati. 

Corollario  IH.  Nelle  due  ineguaglianze 

a>à,  e 6<a, 

passando  i termini  de'  secondi  membri  ne’  primi , si  ha 
a — 6>-0,  e b — a<0. 

Ma  essendo  a>6,  sarà  a — 6 una  quantità  positiva,  e b — a una 
quantità  negativa  ; onde  quando  si  vorrà  esprimere  con  simboli 
algebrici  che  la  quantità  A è positiva,  e la  quantità  B è negativa, 
si  scriverà  A>0,  e B<0. 

Teorema  II.  Una  ineguaglianza  non  si  altera , quando  i due 
membri  si  moltiplicano , o si  dividono  per  uno  stesso  numero  positivo. 
In  fatti  sia  l’ineguaglianza 

a>b, 

e sia  c l’ eccesso  di  a su  di  6 , sarà 

a—b  + c. 

Questa  eguaglianza  una  volta  moltiplicata,  ed  un'altra  volta  divisa 
pel  numero  positivo  m , darà 

am—bm-\-cm , 

a b c 

m m m 
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Ora  essendo  m un  numero  positivo,  anche  il  prodotto  cm,  ed  il 
quoziente  ~ sono  positivi;  dunque,  giusta  la  definizione  stabilita,  sarà 


am>bm. 


Teorema  III.  Quando  si  moltiplicano,  o si  dividono  i due  membri 
dx  una  ineguaglianza  per  un  numero  negativo , bisogna  cambiare 
il  segno  dell  ineguaglianza. 

Sia  l'ineguaglianza 


(3)  a>6. 

Moltiplicando  e dividendo  ambi  i membri  pel  numero  positivo  m,  verrà 

am>bm,  ed  — > — , 
m ’ 


ed  in  ciascuna  di  queste  ineguaglianze  cambiando  i segni  ad  ambi 
i membri , pel  Corollario  II.  del  Teorema  I.  , si  otterrà 


ossia 


— am< — bm  , e — - 

m m ’ 


ax— m<6x— m,  ed 

— m ^ — m 

Or  queste  ineguaglianze  si  deducono  dalla  prima  (3)  con  moltipli- 
care, o dividere  ambi  i membri  pel  numero  negativo  — m e rnn 
cambiare  il  segno  dell' ineguaglianza. 

Teorema  IY.  Quando  si  hanno  molte  ineguaglianze  del  medesimo 
segno,  la  somma  de' primi  membri,  e quella  de' secondi  membri 
formano  un  altra  ineguaglianza  anche  del  medesimo  segno. 

Sieno  le  quattro  ineguaglianze 

a>6  , a'>6'  , a"  >6"  , a’" >6"', 

e sieno  c , c , c , c .gli  eccessi  de’ primi  membri  sopra  i se- 
condi , si  avranno  le  quattro  eguaglianze 

a =b  -he  , 
a'  =b'  +c'  , 
a"  =b"  -f-  c"  , 
a"'=6"'+c'", 

le  quali  addizionate  in  corrispondenza,  membro  con  membro  daranno 
a 4-  a'-|-  a" -t-  a'"=b  4-  6'-t-6''4-  (c  4-  c'4-  c"4-  c"') , 

dunque  , secondo  la  definizione  , sarà 

a 4-  a'4-a"-f-  a'"  > b 4-ò'-f-ò"4-  b"'. 

Teorema  V.  Se  si  hanno  più  ineguaglianze  del  medesimo  segno, 
ma  tali  che  i due  membri  di  ciascuna  sieno  guarnita  positive  , il 
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prodotto  deprimi  membri , e quello  de'  secondi  formano  un'altra 
ineguaglianza  anche  del  medesimo  segno. 

Sicno  le  ineguaglianze 

a >6  , 

a'  >b'  , 

a"  > 6"  , 
a'">6"\ 

e sieno  a , a' , a" , a'"  ,b,b',b",  b'"  tutte  quantità  positive:  mol- 
tiplicando queste  ineguaglianze  in  corrispondenza  dovrà  essere 

aa'a"o'">66'6"6"'. 

La  ragione  è chiara,  poiché  i fattori  del  prodotto  ada"a"'  sono 
rispettivamente  maggiori  di  quelli  dell’  altro  prodotto  bb'b''b'". 


135.  Quando  una  ineguaglianza  contiene  una  incognita  al  primo 
grado,  con  questi  principii  stabiliti  si  potrà  passare  dalla  proposta 
ineguaglianza  ad  un'altra  in  cui  l’incognita  stia  sola  in  un  membro, 
ed  abbia  per  coefficiente  l'unità.  Ciò  si  ottiene  con  praticare  sulla 
ineguaglianza  lo  stesso  procedimento  che  si  pratica  per  risolvere  le 
equazioni  di  primo  grado.  Sia,  per  esempio,  l’ineguaglianza 


^ 1 3 

>-\x+z- 


Facendo  sparire  i denominatori  con  moltiplicare  tutta  la  inegua- 
glianza per  120,  prodotto  de’  denominatori , si  ottiene 

GOx— 80>30x-f-72, 

e passando  il  termine  30#  nel  primo  membro,  e — 80  nel  se- 
condo , si  ha 

GOx  — 30x>72-+-80  , 
ossia  30x>  152 , 

dalla  quale  si  ricava 

X>^,  cioè  x>5^- 
Nello  stesso  modo  operando,  dall’ ineguaglianza 

sx  + 2>gX-£, 

si  deduce  x<.-^-,  ossia  x<33g- 

Problema.  Un  uffiziale,  domandalo  quanti  soldati  formassero  la 

sua  compagnia , rispose  : se  da'  | del  numero  de’  soldati  togliete  46, 

avrete  un  resto  maggiore  di  54;  e se  ai  quinto  del  numero  de’  sol- 
dati aggiungete  44,  avrete  una  somma  che  sorpassa  la  metà  dello 
stesso  numero  de’  soldati.  Si  domanda  il  numero  de  soldati. 
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Sia  x questo  numero.  Le  condizioni  del  problema  somministrano 
le  due  ineguaglianze 

\x— 16>31, 

**+!!>**. 

che  liberate  da'  denominatori  diventano 
te  — 48>93, 

2x-M10>5x, 

e da  queste  con  facilità  si  ricava 

x>35|. 

*<36|- 

Ora  il  numero  de'  soldati  dovendo  essere  maggiore  di  35^,  e mi- 
2 

nore  di  36^,  sarà  necessariamente  36,  ch’è  il  solo  numero  intero 
compreso  fra  35  v,  e 36 

LEZIONE  XIII. 

Elevazione  a quadrato,  ed  estrazione  della  radice  quadrata  dalle 
quantità  monomie.  Calcolo  de'  radicali  aritmetici  di  secondo 
grado.  Elevazione  a quadrato , ed  estrazione  della  radice  qua* 
drata  dalle  quantità  polinomie. 

136.  Dicemmo  nella  prima  lezione  (n.  U) , che  il  prodotto  di 
più  quantità  eguali,  ovvero  di  una  quantità  presa  più  volle  come 
fattore,  si  chiama  potenza,  e che  la  quantità,  per  rispetto  ad  una 
sua  potenza , si  chiama  radice. 

Dicemmo  ancora  che  le  potenze  si  distinguono  in  gradi,  secondo 
il  numero  de' fattori  eguali  da  cui  derivano,  e che  la  potenza  di 
una  quantità  s'indica  con  iscrivere  a destra  della  quantità,  ed  un 
poco  in  alto  , il  numero  che  ne  dinota  il  grado,  il  quale  numero 
si  chiama  esponente.  Cosi  a* , a’ , a*  ec.  dinotano  la  seconda  , la 
terza,  la  quarta,  ec.  potenza  di  a,  ed  i numeri  2,  3,  4,  ec.  sono  i 
rispettivi  esponenti.  La  seconda,  e la  terza  potenza  di  una  quan- 
tità si  chiamano  ancora  il  quadrato,  ed  il  cubo  di  questa  quantità. 

Dicemmo  in  One,  che  le  radici  si  distinguono  anrh-  in  gr-’' 
secondo  i gradi  stessi  delle  potenze,  e che  la  radi  •«  ila  e-;  i 
quantità  si  dinota  scrivendo  la  quantità  sullo  ni  .ca- 
si chiama  radicale,  c mettendo  nell* apertura  ii 
il  grado  della  radice  da  estrorsi;  il  quale  > iic.ic 

Lez.  di  Alg. 
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o pure  esponente  del  radicale.  Cosi  fra  indica  la  radice  quinta 
di  a , e 5 è l'indice  ovvero  l’esponente  del  radicale. 

Quando  la  radice  da  estrorsi  è la  seconda  , ossia  è la  radice 
quadrata , allora  si  omette  di  scrivere  l' indice.  Così  fra  indica 

/ 1857 

la  radice  quadrata  di  a,  e l'espressione  y dinota  la  radice 

1857 

quadrata  da  estrarsi  dalla  frazione  -gj-,  come  ancora  l'espressione 

fr3a* — 56c-t-8d\  o pure  quest’altra  |/(3a* — obc-\-8<F),  rappresenta 
la  radice  quadrata  del  triuomio  3a* — 'óbc  + 8d\ 


137.  Considerando  che  secondo  la  regola  della  moltiplicazione 
de’ monomi  (n.  32)  due  fattori  del  medesimo  segno  danno  il  pro- 
dotto sempre  positivo , si  deduce  evidentemente  che  il  quadrato 
di  un  numero,  positivo  o negativo  che  sia,  dovrà  essere  necessa- 
riamente positivo.  Da  ciò  segue  che  : 

1. °  Una  quantità  positiva  ha  sempre  due  radici  quadrale,  ma 
positiva  e l’altra  negativa,  ma  dello  stesso  valore  assoluto. 

Cosi , per  esempio,  36  ha  due  radici  quadrate  -4-6,  e — 6, 
poiché  il  numero  36  può  nascere  da  -4-  6 x -1-  6 , ed  in  tal  caso 
sarà  il  quadrato  di  -4-6,  e può  nascere  ancora  da  — 6x — 6,  ed  in 
questo  caso  sarà  il  quadrato  di  — 6.  E poiché  ogni  altro  numero 
diverso  da  6 , ha  il  suo  quadrato  diverso  da  36  , perciò  36  non 
ha  che  queste  due  sole  radici  quadrate  -4-6,  e — 6. 

2. °  Segue  ancora  che  la  radice  quadrata  di  una  quantità  ne- 
gativa non  può  essere  espressa  da  nessuna  quantità,  nè  positiva, 
nè  negativa;  poiché  qualunque  fosse  il  segno  della  radice,  il  suo 
quadrato  sarebbe  sempre  positivo,  c non  mai  negativo.  Cosi  se  si 
volesse  la  radice  quadrata  di  — 36,  il  valore  assoluto  di  questa 
radice  non  potrebbe  essere  che  6;  ma  qualunque  sia  il  segno  di 
questa  radice,  -4-6  o pure  — 6,  il  suo  quadrato  è sempre  -4-36, 
e non  mai  — 36.  È dunque  una  domanda  impossibile  quella  di 
volere  la  radice  quadrata  di  — 36.  Questa  impossibilità  si  esprime 
con  dire  che  le  radici  quadrate  delle  quantità  negative  sono  imma- 
ginarie, cioè  non  esistono.  Per  l'opposto  le  radici  quadrate  delle 
quantità  positive,  sia  che  si  prendano  col  segno  -4- , o col  segno  — , 
si  dicono  quantità  reali. 


138.  Generalizzando  queste  osservazioni,  ed  avendo  presente  che 
il  prodotto  di  più  fattori  positivi  è sempre  positivo,  e che  quello 
di  più  fattori  negativi  è positivo  o negativo , secondochè  il  nu- 
mero di  questi  fattori  è pari  o impari,  sarà  facile  dedurre  : 

1. °  Clic  la  radice  di  grado  pari  di  una  quantità  positiva,  può 
essere  affetta  tanto  dui  segno  -4- , che  dal  segno  — 

2. °  Che  la  radice  di  grado  impari  di  una  quantità,  positiva 
o negativa,  deve  aver  sempre  il  seguo  stesso  della  quantità. 

3. *  Che  la  radice  di  grado  pari  di  una  quantità  negativa,  non 
può  essere  espressa  da  nessuna  quantità,  nò  positiva,  nò  negativa, 
e che  perciò  dev’essere  immaginaria. 
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139.  Per  formare  il  quadrato  di  un  monomio,  per  esempio,  5a'òV. 
dobbiamo  moltiplicare  questo  monomio  per  se  stesso;  verrà  dunque 

5a’òV 
SaW 
25a*òV  ; 

ed  osservando  che  in  questo  prodotto  25  è il  quadrato  di  5 , e 
che  gli  esponenti  6,4,8,  che  hanno  in  questo  prodotto  le  let- 
tere a ,b  ,c , sono  i doppi  di  quelli  che  le  stesse  lettere  hanno 
nel  monomio  dato , si  può  stabilire  che , il  quadralo  di  un  mo- 
nomio si  forma,  facendo  il  quadralo  del  suo  coefficiente , e raddop- 
piando r esponente  di  ciascuna  lettera. 

2 4 

Con  questa  regola  si  ha  che  il  quadrato  di  è ^u'b*,  c quello 
di  — ìabV  è jaW. 

a 4 

140.  Segue  da  ciò  che  per  tornare  dal  quadrato  alla  sua  radice, 
si  deve  eseguire  l'operazione  inversa,  cioè  bisogna  estrarre  la  rculice 
quadrala  dal  suo  coefficiente  e dividere  l'esponente  di  ogni  lettera  per  2. 

Cosi  la  radice  quadrata  di  23 a*6V  sarà  5aVc4,  e quella  di  81a*fc* 
sarà  9a“ò. 

141.  Poiché  il  quadrato  di  una  frazione  è formato  dal  quadrato 
del  numeratore , e da  quelld  del  denominatore , perciò  dovendo 
estrarre  la  radice  quadrata  da  una  frazione,  si  dovrà  prendere  la 
radice  del  numeratore,  e quella  del  denominatore. 

_ . ./ìdW  2 ab'  ,/25 5a'b3 

0)81  V~9?'=Wt  C r \2?d™=1fcds  ' 

142.  Da  quanto  precede  è facile  dedurre  che  un  monomio,  affin- 
chè sia  quadrato  esatto,  è d’uopo 

1. *  Che  sia  positivo  ; 

2. ®  Che  il  suo  coefficiente  sia  quadrato  esatto  ; 

3. ®  Che  gli  esponenti  delle  lettere  sieno  numeri  pari. 

Quando  queste  condizioni  , o alcune  di  esse  non  sono  veri- 
ficate , la  radice  quadrata  non  può  aversi  esattamente , e con- 
verrà indicarla  mettendo  il  monomio  sotto  al  segno  radicale.  Così 
volendo  la  radice  quadrata  di  50 a’65 , siccome  il  coefficiente  60 
non  è quadrato , e che  gli  esponenti  3 , c 5 non  sono  numeri 
pari  perciò  la  radice  non  potrà  trovarsi  esattamente,  e s'indicherà 

scrivendo  V'  50a'6‘ . 

143.  Ma  alle  volte  l’espressione  radicale  cosi  ottenuta  si  può  ren- 
dere più  semplice,  cioè  può  ridursi  ad  avere  il  minor  numero  pos- 
sibile di  fattori.  In  fatti  nell' espressione  V 50a3ò*  osservando  che 
50=  25-2,  e che  a'b'—a*bk -ab , sarà  perciò  50a’65=25a,6‘-2aà  , 
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e quindi  1/ 60a’65  = |/ 25a*6‘- 2ab.  E poiché  il  quadrato  di  un  pro- 
dotto è quanto  il  prodotto  de’ quadrati  de’ suoi  fattori,  sarà  la 
radice  di  un  prodotto  quanto  il  prodotto  delle  radici  de'  suoi  fat- 
tori. Onde  la  radice  del  prodotto  25aV-2aà  sarà  quanto  il  pro- 
dotto della  radice  di  25a*64  per  la  radice  di  2aà  ; ma  di  25aV 
la  radice  è 5aà* , c quella  di  2ab  è indicata  da  1/2 aà  , dunque 
sarà  V' 25aa6‘  ■ 2ab  — 'òab*l/ 2 ab  , e perciò  si  ha  che 

l/50a’65  = 5a6H/2àò, 

cioè  a dire 

Si  simplifica  un  radicale  di  secondo  grado  decomponendo  la  quan- 
tità sottoposta  in  due  fattori,  uno  che  sia  quadrato  esatto,  e V altro 
no  : dal  primo  fattore  si  estrarrà  la  radice , e F altro  si  lascerà 
sotto  al  segno  radicale. 

Questa  trasformazione  si  dice , fare  uscire  un  fattore  fuori  di 
un  radicale. 

Reciprocamente  si  passa  sotto  al  segno  radicale  un  fattore  che 
sta  fuori , elevandolo  a quadrato. 

Così  5a6H/2àò=|/25a164-2a6==l/  50aV. 

Questa  trasformazione  si  chiama  fare  entrare  sotto  al  radicale 
un  fattore  che  sta  fuori. 

144.  Quando  una  radice  non  può  trovarsi  esattamente  nè  in 
numero  intero,  nè  in  numero  frazionario , e che  deve  per  conse- 
guenza determinarsi  per  approssimazione , si  dice  essere  questa 
radice  incommensurabile,  cioè  che  non  ha  con  l'unità  una  misura 
esatta;  si  dice  ancora  essere  irrazionale  per  indicare  che  non  ha 
con  l’unità  nessun  rapporto,  o ragione  assegnabile.  Per  l’opposto 
le  quantità  intere , o frazionarie  si  dicono  commensurabili,  o ra- 
zionali per  esprimere  che  hanno  con  l’unità  una  misura  esatta  , 
ovvero  una  ragione  assegnabile.  Per  analogia,  le  rodici  delle  quan- 
tità letterali,  che  non  possono  aversi  esattamente  si  dicono  espres- 
sioni, o quantità  irrazionali,  e le  quantità  che  non  contengono 
alcun  radicale , si  dicono  espressioni , o quantità  razionali. 

145.  Abbiamo  veduto  che  ogni  quantità  positiva  ha  sempre  due 
radici  quadrate,  una  positiva,  e l’altra  negativa  , ma  eguali  in 
valore  assoluto.  Questo  valore  assoluto  si  chiama  il  valore  aritme- 
tico della  radice;  ed  un  radicale,  non  preceduto  da  nessun  segno,  o 
preceduto  dal  segno  -f-,  dinota  sempre  il  valore  aritmetico  della 
radice  da  estrarsi.  Quando  la  radice  indicata  dal  radicale  dev'essere 
presa  negativamente,  si  fa  precedere  il  radicale  dal  solo  segno  — , 
c quando  si  vogliono  indicare  entrambe  le  radici,  la  positiva  cioè, 
e la  negativa,  si  mette  avanti  al  radicale  il  doppio  segno  ±. 

146.  Due  radicali  si  dicono  simili , quando  in  altro  non  diffe- 
riscono che  ne’  segni  da'  quali  sono  preceduti , o ne'  coefficienti. 
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Cosi  3o|/ 26,  e IcV'  26  sono  due  radicali  simili,  c 26V'  . 
— 7dl/3al— 4?  sono  ancora  due  radicali  simili. 


147.  L’ addizione  o la  sottrazione  di  due  radicali  dissimili , 

fa  indicandola  col  segno  4-,  o col  segno  — Cosi  l’addizion, 
de’ due  radicali  dissimili  3ol/5c  , e 76l/3d , si  dinota  con 
3al/oc4-76l/3d , e la  loro  sottrazione  si  rappresenta  con 
3al/5c— 76|/3d. 

Se  i radicali  da  addizionarsi,  o da  sottrarsi  sono  simili,  o che 
possono  addivenir  tali  con  le  trasformazioni  indicale  qui  sopra 
(n.  142),  allora  siccome  il  radicale  diventa  fattore  comune,  l'espres- 
sione si  può  rendere  più  semplice.  Così  nell’ espressione 

3ml/5a6  4-  7n|/6a6=(3m4-7n)|/5o6. 

Del  pari  nell'espressione 

1301/264-51/20?— 21/80*6  , 

osservando  che  |/26c*  = cl/ 26,  e che  |/ 8a*6=  1/ -io*  • 26  =2ol/  26, 
sostituendo , sarà 

13ol/26  4-  51/26?—  21/80*6 = 13ol/ 26  4-  5cJ/26— 4ol/26 
=(13o  4-  5c— 4o)l/26=(9a-t-  5c)l/26. 

148.  Or  poiché  I/o  è la  radice  quadrata  di  a , sarà  evidente- 
mente a il  quadrato  di  I/o,  cioè  sarà  fl/aj*=a.  Onde  possiamo 
stabilire  che  : un  radica/e  di  secondo  grado  si  eleva  a quadralo , 
sopprìmendo  il  segno  radicale. 

Così 

(l/5o*- 36*)*=5o*-36*,  e (3o|/26)*=9o’,(l/26)m=9a,.26=18o’,6. 


149.  Due  radicali  di  secondo  grado  si  moltiplicano , o si  divi- 
dono , con  moltiplicare  o con  dividere  le  loro  quantità  sottoposte. 
In  fatti  essendo 

(l /Jx^)  = (i/o)  X (l/fr)  —axb—ab, 
estraendo  da  ambo  i membri  la  radice  quadrata,  verrà 

|/cTxl/6=l/a6. 


Del  pari  essendo 


estraendo  le  radici  quadrate,  si  ottiene 
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Ecco  altri  esempi 

1. "  l/cf+Px l/a* — 1’= V' (a*+ò*)(a* — br) = l/a*—b*. 

2. "  5al^x|l/26=^l/ltì6ì=^a.4i=15a6. 

3. * 

l /a  — b V a~b  * a~ b 

150.  Accade  spesso  di  dover  trasformare  una  frazione  il  cui  de- 
nominatore contenga  de' radicali,  in  un'altra  equivalente,  ma  che 
abbia  il  denominatore  razionale.  Ecco  alcuni  esempi  di  queste  tras- 
formazioni. 

Sia  la  frazione  gj~^*  Moltiplicando  i due  termini  per  1^3 , 
si  ha 

4 _4l/3  4l/3  1/48 

UT 


Sia  ancora  la  frazione 


51/3  5-3" 

61/3 


15 


71/5—111/2 
per  71/5-1-11  V~l,  verrà 

61/3 61/3(71/54-111/2) 


Moltiplicando  ciascun  termine 
421/15+661/6 


71/5—111/2  (7l/5 — Hl/2)  (7l/5-|-lll/2)  (71/5)* — (1H/2)* 

141/15+221/6. 

26 


Sia  la  frazione  letterale 


l/a  + 6 — l/a  — 6 


Moltiplicando  i due 


termini  per  l/a  + 6 + l/a— b,  si  ottiene 

26  26(l/a+6  + l/a — b) 

1^  a+6  — l/a  — 6 (l/a  + 6 — l/a  — 6j(l/  a + 6 + 1/  a— -6 ) 

26(l//  a+6+|/a  — ò)  26(l/«  + 6+l/a— 6) 

“ (a  + 6)-(a-6) 

26(l/  a + 6 + |/  a—b)  ,/ 7 1/ 7 

= — —ai l a + 6 + k a — 6. 


Del  pari  sia  la  frazione  — =■ 


W 

a 


1/6  + 1 /i 

Moltiplicando  sopra  e sotto  per  Vb — l /c,  verrà 
a aiy'b—V^c)  aiy'b  — l^c) — al/c 


|/6  + l/e  (l/6 + l/c)(l/6 — l/c)  " 


b — c 


b — c 
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Similmente  si  trova  che 

a at/b-f-ol/'c 

1/6  — |/é  ~c 

^ 151.  Moltiplicando  il  binomio  a 4- 6 per  se  stesso,  onde  avere 
il  suo  quadrato,  verrà 

a 4-6 
a -4-  6 

a*4-aò 

a&4-6* 

u*  4-  2o6  4-  6* , 

e perciò  sarà  (a  4-  6)’=  a*4-  2ab  4-  6“ , 

cioè  a dire  che  il  quadralo  di  un  binomio  è eguale  al  quadrato 
del  4.”  termine  , più  il  doppio  prodotto  del  4.°  pel  2.‘ , e più  il 
quadrato  del  2.°  termine  (n.  55). 

Per  elevare  a quadrato  il  trinomio  a-HH-c,  considereremo  64-e 
come  un  sol  termine,  e perciò  avremo 

(a4-64-c)*=a*4-2a(&4-c)4-(&4-c)*=a*4-2a(&4-c)4-6*426c4-c*. 

Del  pari  per  elevare  a quadrato  il  quadrinomio  a-|-64-c4-d, 
considereremo  6 4-c4-d  come  un  sol  termine,  e verrà 

(a  4— 6 4-  c 4-  d)*“  a*4-  2 a[b  4-  c 4-  d)4— (6-f-  c 4-d)* , 
e sostituendo  in  luogo  di  (ò-t-c-f-d)*  il  suo  sviluppo  6*4-  26(c -+- d) 
4-c*4-2ed4-d*,  si  trova  che 

(a  + 6 + c -t-  d)‘—  a*-f- c2a(b  4 c d)  + 6*4-  26(c4-  d)4-cm4-2cd4-d*  • 

Nello  stesso  modo  si  trova  che 

(a  4-  6 4-  c -f-  d 4-  e)*-—  a*4-  2a(ò  4*  c 4-  d 4-  e)  4-  6*4-  26(c  4-  d 4-  e) 

4-  c*4-2c(d  4-  e)  4-  d*4-  2de  4-  e*. 

Onde  in  generale  possiamo  dedurre  che:  Il  quadralo  di  un  po- 
linomio è eguale  al  quadrato  del  4.°  termine , più  il  doppio  pro- 
dotto del  4.'  per  la  somma  de’  seguenti , più  il  quadralo  del  2.* , 
più  il  doppio  prodotto  del  2.°  per  la  somma  de’ seguenti,  più  il 
quadrato  del  5.°,  più  il  doppio  prodotto  del  5.°  per  la  somma  de’se- 
guenti,  più  il  quadrato  del  4.*,  più  il  doppio  prodotto  del  4.*  per 
la  somma  de’ seguenti,  e cosi  procedendo,  fino  al  quadrato  dell'ul- 
timo termine. 

Si  può  dire  ancora  che  il  quadrato  di  un  polinomio  si  compone 
del  quadrato  di  ogni  termine , e del  doppio  prodotto  di  ogni  ter- 
mine per  la  somma  de' seguenti. 

Per  fare  un’applicazione  di  questa  regola,  sia  da  elevarsi  a qua- 
drato il  polinomio 

14-24-3  4-^  4-5  4t*  6. 
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Eseguendo  le  operazioni  indicate  dalla  regola  , verrà 

1 = quadrato  del  1.'  termine 
40  = doppio  del  1.*  per  la  somma  de’ seguenti 
4 = quadrato  del  2.°  termine 
72  = doppio  del  2.”  per  la  somma  de’ seguenti 
9=  quadrato  del  3.°  termine 
90  = doppio  del  3.°  per  la  somma  de’ seguenti 
16  = quadrato  del  4.°  termine 
* 88  = doppio  del  4.*  per  la  somma  de' seguenti 

25  = quadrato  del  5."  termine 
60=  doppio  del  8.*  pel  seguente 
36  = quadrato  del  6.“  termine 

441  = (1 4-  2 + 3 4-  4 -4-  5 + 6)*= 21*.  y(* 

152.  Supponiamo  ora  che  si  debba  estrarre  la  radice  quadrata 
da  un  polinomio  P. 

Considerando  che  nel  prodotto  di  due  polinomi  ordinati,  il  pro- 
dotto de’primi  termini  de’fattori  forma  il  primo  termine  del  pro- 
dotto totale,  sarà  facile  comprendere  che  se  un  polinomio  Pela 
sua  radice  quadrata  sono  ordinati  secondo  le  potenze  decrescenti 
di  una  stessa  lettera , il  primo  termine  del  polinomio  P sarà  il 
quadrato  del  primo  termine  della  radice.  Per  conseguenza  se  si 
estrae  la  radice  quadrata  dal  primo  termine  del  polinomio  P,  si 
otterrà  il  primo  termine  della  radice. 

Sin  a questo  primo  termine  della  radice,  e sia  r la  somma  degli 
altri  termini,  sarà 

P=(o  -t-r)*=a*-+-  2ar-hr\ 

Sottraendo  o*  da  ambo  i membri,  e rappresentando  con  R il  re- 
sto P — a*,  verrà 

R = P— a*=  2ar  •+•  r*=  r (2a + r). 

Ma  essendo  i termini  di  R e quelli  del  prodotto  r(2o+r)  ordi- 
nati secondo  le  potenze  decrescenti  della  lettera  principale,  il  primo 
termine  di  R , eh*  è quello  che  contiene  la  lettera  principale  col 
più  grande  esponente , deve  corrispondere  al  primo  termine  del 
prodotto  r(2o-i-r).  E poiché  gli  esponenti  che  ha  la  lettera  prin- 
cipale ne'  termini  di  r , sono  tutti  minori  di  quello  che  la  stessa 
lettera  ho  in  a , così  è chiaro  che  nel  prodotto  r(2a  -+-  r)  il  ter- 
mine che  contiene  la  lettera  principale  col  più  grande  esponente, 
deve  risultare  dal  prodotto  di  2a  pel  primo  termine  di  r,  ossia  dal 
prodotto  di  2u  pel  secondo  termine  della  radice.  Dunque  il  primo 
termine  di  R deve  eguagliare  il  prodotto  di  2a  pel  secondo  termine 
della  radice,  onde  si  avrà  questo  secondo  termine,  dividendo  il  primo 
termine  di  R per  2a.  Sia  b questo  quoziente,  ossia  questo  secondo 
termine  della  radice,  e sia  r'  la  somma  de’ termini  rimanenti,  sarà 
P= (a  + 6 -)-  r'  )*=  a* -4-  2aà-+-  l»*-4-  2ar'  -t-  26r'-4-  r 
ossia  P = a'*-4-(2a-4-b)6-4-r'(2a-t-26-t-r'). 


i 


Digitized  by  Google 


— 121  — 


Sottraendo  a*  da  ambo  i membri,  e poi  mettendo  nel  primo  mem- 
bro R in  luogo  di  P— a",  verrà 

R =»  (2a  •+•  6)6  r'(2a  26  -t-  r ') , 

e perciò  R — (2o-t-6)6=r'(2a-t-26  4-r'). 

Rappresentando  R — (2a-t-6)6  con  R',  verrà 
R'=r'(2a  26  -+-  r'). 

Ragionando  su  questa  eguaglianza  come  precedentemente,  si  ve- 
drà che  II  primo  termine  di  R',  ch’è  quello  che  contiene  la  let- 
tera principale  col  più  grande  esponente,  deve  eguagliare  il  primo 
termine  del  prodotto  r'(2a-+-26-4-r').  Ma  in  questo  prodotto  il 
primo  termine  nasce  da  2a  moltiplicato  pel  primo  termine  di  r', 
ossia  pel  3.°  termine  della  radice,  dunque  si  avrà  questo  3.®  ter- 
mine della  radice  , dividendo  il  primo  termine  di  R'  per  2 a , e 
cosi  successivamente.  Un  ragionamento  analogo  si  farebbe  se  il  po- 
linomio P si  ordinasse  secondo  le  potenze  crescenti  della  lettera 
principale.  Onde  si  può  stabilire  la  seguente  regola. 

Per  ritrarre  la  radice  quadrala  da  un  polinomio  P,  si  ordini 
il  polinomio  secondo  le  potenze  decrescenti  o crescenti  di  una  let- 
tera , e dal  primo  termine  si  estragga  la  radice  quadrala  : sarà 
questa  il  primo  termine  della  radice.  Si  elevi  questo  primo  termine 
a quadrato,  e si  sottragga  dal  polinomio;  si  avrà  un  resto  R,  il 
cui  primo  termine  si  dividerà  pel  doppio  del  primo  termine  della 
radice,  ed  il  quoziente  sarà  il  secondo  termine.  Si  sottragga  dal  re- 
sto R té  doppio  prodotto  de’  due  termini  della  radice , ed  anche  il 
quadrato  del  secondo  termine;  si  avrà  un  secondo  resto  R'  il  cui 
primo  termine  diviso  pel  doppio  del  primo  termine  della  radice . 
darà  per  quoziente  il  3.’  termine  della  radice.  Si  sottragga  dal  resto  R' 
il  doppio  della  somma  de'  due  primi  termini  delta  radice,  moltiplicata 
pel  3.°,  ed  anche  il  quadrato  del  5.°  termine; si  avrà  un  terzo  resto  R", 
il  cui  primo  termine,  diviso  pel  doppio  del  primo  termine  della  radice . 
darà  per  quoziente  il  i.°  termine  della  radice,  e cosi  sempre. 

Segue  da  quanto  precede  che  se  il  polinomio  proposto  ò un  quadrato 
esatto,  la  sua  radice  verrà  anche  esatta  ed  il  resto  delle  operazioni  sarà 
nullo;  e reciprocamente , se  il  resto  delle  operazioni  è nullo,  la  radice 
verrà  esatta,  ed  il  polinomio  proposto  sarà  un  quadrato  perfetto. 


153.  Poiché  la  estrazione  della  radice  quadrata  da  un  polino- 
mio si  eseguo  con  operazioni  simili  a quelle  che  si  praticano  per 
le  radici  quadrate  de’  numeri,  cosi  il  calcolo  si  disporrà  nello  stesso 
modo,  come  può  vedersi  nel  seguente  esempio. 


Pr-fl&T* — 40ax'l-t-4ftaaa* — 44a,x*-+-25a4x*— 12a,jr-+-4o*| 
«tes-16«V  ' 


R = 
R"sb 
R"'= 


30a*x*-44a*x>-t-28a*x*— 1 2a5x-|-4a* 
— 30o,.r<+2Va,x1 — 9a‘x* 


— 20fl,®5^-^^)O*x,— 12a*x-t-4«* 
20aIx*— 16afr*-4-  12d*x— 4a“ 


8x,-4ax*-t-3«*.r— ^ 2a* 


lOx1— 4ax* 

IO x3— Sax’+Ua’x 
3a*x 


10x*— 8«x”-HSa'x— 2a* 
-2a* 


Le:,  di  Aly.  . 
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Dopo  di  aver  ordinato  il  polinomio  P secondo  le  potenze  decre- 
scenti di  x , si  estrarrà  dal  primo  termine  28x*  la  radice  qua- 
drata eh' è 5x\  e si  scriverà  a parte.  Indi  dal  polinomio  si  toglierà 
25x*  . quadrato  del  primo  termine  5x’  della  radice  ; il  resto  è 
il  polinomio  P diminuito  di  2ox*.  Si  dividerà  — 40ax* , eh' è 
il  secondo  termine  del  polinomio,  per  10*’,  doppio  del  primo 
termine  della  radice,  il  quoziente  — 4ox“  sarà  il  secondo  termine 
della  radice,  il  quale  si  scriverà  appresso  al  primo  termine  5x\ 
c si  scriverà  pure  appresso  a 10x\  ed  anche  sotto,  come  molti- 
plicatore. In  seguito  si  moltiplicherà  10x’ — 4 ax*  per  — 4ox*.  ed 
il  prodotto  si  toglierà  dal  resto  ; si  avrà  un  secondo  resto  R\ 
Addizionando  i due  fattori  della  precedente  moltiplicazione , cioè 
10x'  — 4ax\  e — box',  si  avrà  10x’ — Sax',  che  sarà  il  doppio 
della  somma  de’  due  primi  termini  già  trovati  della  radice.  Si  di- 
viderà il  primo  termine  30a’x4  del  secondo  resto  R'  per  10x* , 
cd  il  quoziente  3a“x  sarà  il  3."  termine  della  radice,  il  quale  si 
scriverà  appresso  a’  due  primi  termini , cd  anche  appresso  a 
10x' — Sax' , come  pure  sotto  a guisa  di  moltiplicatore.  Si  molti- 
plicherà 10x‘ — 8ax*-4-3a*x  per  3a'x , ed  il  prodotto  si  toglierà 
dal  resto  R',  il  che  darà  un  nuovo  resto  R".  Si  addizioneranno  i 
due  fattori  della  precedente  moltiplicazione,  e si  avrà  10xs — 8ax* 
-t -Ga’x,  che  sarà  il  doppio  della  somma  de’ tre  termini  della  ra- 
dice. Si  dividerà  il  primo  termine  — 20a’x’  del  resto  R''  per  10x*, 
ed  il  quoziente — 2a’  sarà  il  4.°  termine  della  radice,  il  quale  si 
scriverà  in  seguito  a' tre  primi  termini  già  trovati,  c si  scriverà 
pure  oppresso  a 10x* — 8ax’-j- Ga'x , cd  anche  sotto  come  molti- 
plicatore, Si  moltiplicherà  10x’ — 8nxa-f-Gaax — 2 a’  per  — 2a‘ , 
ed  il  prodotto  si  toglierà  dal  resto  R".  E poiché  il  nuovo  resto 
è nullo,  perciò  il  polinomio  proposto  è un  quadrato  esatto,  e la 
sua  radice  è 5xa— 4axa-+-3aax — 2a\ 

Ecco  un  altro  esempio 


9a‘— 300*4-1-  lSoW-^a1*’— OOa1**— 28afc5-t-4M‘  |3a’ 
30a’b—2oa*b * 


Sa1*— 2a*14-7&* 


l8a* — Sa1* 

— 1%a*b'+(i2a3P-66aHl— 28o*5 -t-*9*s  j — Sa1* 

12a*6* — 20aJt’ — 4a’*‘ 


|0as — 10a*6 — 2 ab* 


4 2a3ò3  -70a*fc*— 28<ift5-f-49òG  | —2  ab* 

-42a»*»+70a1*1+28a*»-4»*1^-<àa.*-Sa*iXiiì 

Ò i 7 fc> 


Si  avverta , che  siccome  nel  quadrato  di  un  polinomio , il  primo 
c l'ultimo  termine  sono  i quadrati  del  primo  c dell’ultimo  termine 
della  radice,  cosi  un  dato  polinomio  ordinato,  affinchè  sia  un  qua- 
drato esalto  deve  avere  per  principale  condizione  che  il  primo  e 
l’ ultimo  termine  sieno  quadrati  esatti , ossia  che  sieno  positivi,  e 
che  da'medesimi  si  possa  estrarre  la  radice  esatto.  ^ 

154.  Sia  il  trinomio  axa-4-  6x  -+■  c.  Affinchè  questo  sia  un  qua- 
drato esatto , i termini  estremi  debbono  essere  i quadrati  dc’due 
termini  della  radice,  onde  questa  radice  dev'essere  xj/à j/c  , 
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ed  in  tal  caso  il  secondo  termine  bx  del  trinomio  dev’  essere  il 
doppio  prodotto  de' due  termini  della  radice;  dev'essere  dunque 
bx=2x[/a\s'c , ossia  b = 2 l/ac , e quindi  elevando  a quadrato 
dev’essere  b’—lac.  Dunque:  affinchè  il  trinomio  ax*-f  b\  c sia 
un  quadralo  esatto  è necessario  che  il  quadrato  del  2.*  termine  eguagli 
quattro  volte  il  prodotto  de" termini  estremi;  o,  in  altro  modo,  è ne- 
cessario che  il  quadralo  del  coefficiente  del  2.‘  termine  eguagli  il 
quadruplo  prodotto  dell'ultimo  termine  pel  coefficiente  del  primo. 

Quundo  questa  condizione  è verificaia  la  radice  del  trinomio  si 
compone  della  radice  del  primo  termine , e di  quella  del  terzo  , 
presa  questa  col  segno  che  ha  il  secondo  termine. 

Cosi  nel  trinomio  2x’—  12x4-18  essendo  (12)*=4.2.18 , il 
trinomio  è un  quadrato  esatto,  c la  sua  radice  si  compone  di  xl/2 , 
radice  del  primo  termine,  c di  — 1/18  radice  del  terzo  lermiue, 
presa  col  segno  del  secondo  termine,  onde  là  radice  del  trinomio 

è xl/2— 1/18  = xl/2  — 31/2  = (x— 3)1/2.  Ed  in  fatti  il  pro- 
posto trinomio  si  riduce  a (x* — 6x-f-9)*2,  ovvero  a (x — 3)* -2, 
c perciò  la  sua  radice  sarà  (x — 3;  1/2. 

Del  partii  trinomio  3a:,-f-4l/l 3x4-20  è un  quadralo  esatto,  per- 
chè (41/15)  =4-3. 20, eia  sua  radice  è xl/3-f- l/20=xl/3421/8. 


LEZIONE  XIV. 

Equazioni  di  secondo  grado.  Risoluzione.  Doppia  soluzione. 

Valori  immaginari. 

155.  Un'equazione  di  secondo  grado  ad  una  incognita,  nella 
sua  massima  generalità,  non  può  avere  che  tre  specie  di  termini, 
quelli  con  l'x*,  quelli  con  l’x,  ed  i termini  noli.  Onde  se  tutti 
i termini  si  trasportino  nel  primo  membro,  c che  si  dinoti  con  a 
la  somma  de' coefficienti  de’ termini  che  contengono  x*.  con  b la 
somma  de’  coefficienti  de'  termini  clic  contengono  x , e con  c la 
somma  de’ termini  noli,  l'equazione  prende  la  forma 

(1)  <ix*4-òx4-c=0 , 

nella  quale  il  coefficiente  a si  suppone  sempre  positivo,  dacché  se 
non  lo  fosse,  si  renderebbe  positivo,  con  cambiare  i segni  a tutti 
i termini  dell'equazione. 

Questa  equazione,  perchè  coutiene  tutte  le  tre  specie  di  termini, 
si  chiama  equazione  completa  'di  secondo  grado,  e si  dice  incom- 
pleta quando  è mancante  del  termine  bx  , o del  termine  noto  c. 
Quando  le  manca  il  termine  bx,  vien  detta  ancora  equazione  pura 
di  secondo  grado. 

Tratteremo  prima  della  risoluzione  delle  equazioni  incomplete, 
e poi  della  completa. 
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Risoluzione  delle  equazioni  incomplete 
«x’-l-c  = 0,  ed  n*’-4-6x  = 0. 

156.  Supponiamo  primieramente  che  si  debba  risolvere  l'equa- 
zione incompleta  ax"-i-e  = 0.  Trasportando  il  termine  noto  c nel 
secondo  membro , e dividendo  i due  membri  per  a , si  ottiene 

x*=^p , e facendo  A — ^Z,  l’equazione  diventa 

(2)  x*=A. 

£ poiché  il  quadralo  di  x deve  eguagliare  la  quantità  nota  A , 
perciò  i valori  di  x,  che  verificano  questa  equazione,  saranno  le 
radici  quadrate  di  A.  Ma  la  quantità  A ammette  due  radici  qua- 
drale, e noli  più  di  due  («,°  431),  dunque  l’equazione  x%—A  avrà 
due  soluzioni,  e non  potrà  averne  più  di  due,  c queste  si  ottengono 
estraendo  da  ambo  i membri  la  radice  quadrata  ; ondo  si  avrà 

x=:±l/A,  ossia  x~  + VH , ed  x= — l/A. 

Queste  due  soluzioni  si  chiamano  le  radici  dell’equazione  x*= A, 
perchè  si  ottengono  con  l'estrazione  della  radice  quadrata;  e questa 
denominazione  per  analogia  si  è estesa  anche  alle  soluzioni  delie 
equazioni  di  qualunque  altro  grado:  ond  ò che  per  radice  di  un’equa- 
zione si  deve  intendere  qualunque  quantità  che  sostituita  iu  luogo 
dell'incognita  verifichi  l'equazione. 

157.  Per  discutere  queste  due  radici,  supponiamo  in  primo  luogo 
che  si  abbia  A>0,  cioè  che  A sia  positiva. 

Siccome  dal  numero  positivo  A si  può  sempre  estrarre  la  ra- 
dice quadrata  , sia  esattamente  , sia  per  approssimazione  , perciò 
in  questo  caso  le  due  radici  ■+■  l/A , e — l/A , sono  reali , e 
sono  eguali  e contrarie , cioè  sono  dello  stesso  valore  assoluto,  e 
di  seguo  opposto. 

Se  A = 0,  i due  valori  x=h-1/a,  ed  x = — l^A,  diven- 
tano x=  0,  ed  x = 0,  ed  in  tal  caso  Tequazione  (2)  diventa  »*=  0, 
e le  due  radici  sono  nulle. 

In  fine  se  si  ha  A <0,  cioè  se  A è negativa,  le  due  radici 
x=-\-\/A.,  ed  x= — l/A  diventano  x=-f-|/ — A,  ed  x= — V-—  A, 
« quindi  risultano  immaginarie  (n.°  42 7).  In  fatti , quando  A è 
negativa  l'equazione  (2)  diventa  xa=— - A,  equazione  evidente- 
mente impossibile  , perchè  nessun  valore  di  x,  positivo,  o nega- 
tivo ehe  sia,  può  avere  il  suo  quadrato  negativo.  Questa  impossi- 
bilità si  manifesta  ancora  osservando,  che  dall'equazione  x*~— A, 
si  ha  x“+A=0,  il  cui  primo  membro  essendo  la  soma»  di  due 
quantità  positive  , è impossibile  che  possa  ridursi  a zero. 

Dunque,  riepilogando,  le  due  radici  dell’equazione  x’==A  sono 
reali , nulle  , o immaginarie  , secondochè  si  ha  A>0  , A=0  , 
ovvero  A<C0. 
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Dall'  equozione  #‘=25,  si  ha  #=±1/25,  cioè  #=±5,  e 
perciò  #=-+-5,  ed  x— — 5. 

Dall’ equazione  x'= — 25,  si  ha  x=±\/ — 2o  = ±5|/ — i, 
e perciò  #=4-51/ — i , ed  #= — 51/ — 1. 

158.  Sia  da  risolversi  l'altra  equazione  incompleta  a#*±6#=0. 
Questa  equazione  si  può  mettere  sotto  la  forma  x[ax  + b)  = 0 , 
e siccome  il  primo  membro  è il  prodotto  di  due  fattori , perciò 
si  può  rendere  zero  con  mettere  ciascun  fattore  eguale  a zero  ; 
onde  può  essere  #=0,  ed  a#  + ò=0.  Da  quest’ ultima  si  ricava 

Dunque  le  due  radici  della  proposta  equazione  sono  #=0, 

ed  #=-j-.  Questa  seconda  radice  rimane  negativa  se  b è positiva, 

e diventa  positiva  se  6 è negativa , dacché  il  coefficiente  a si  è 
supposto  essere  positivo. 

Risoluzione  dell’  equazione  completa 
a#*-+-  bx-h  c= 0. 

159.  Sia  ora  da  risolversi  l’equazione  completa 

a#*-t-ò#-t-c=0. 

Dividendo  tutti  i termini  per  a,  e facendo  per  brevità  =p , e 
^=q , l’equazione  diventa 

(3)  x’-hpx-hg—O , 

e passando  il  termine  noto  q nei  secondo  membro , si  ha 
x*+px=  — q. 

Ora  il  primo  membro  di  questa  equazione  diventa  un  quadrato  esatto, 
quando  si  aumenta  di  fp*,  poiché  #*-t-p#4- Jp*  è il  quadrato  di 
# + £p.  Dunque  aggiungendo  fp*  a ciascun  membro,  abbiamo 

#*±p#  + ìp"=^p’—  q , 
ossia  {x+ipì‘—-{P,—  q. 

Ed  affinchè  questa  equazione  sia  verificata,  è necessario  che #-f-ìp. 
radice  quadrata  del  primo  membro,  eguagli  una  delle  radici  qua- 
drate di  ìp* — q.  Dunque  dovrà  essere 

x->r\p==àz\/Jf~q. 

E poiché  la  quantità  |p* — q,  che  supponiamo  positiva,  ha  sempre 
due  radici  quadrate,  e non  più  di  due,  e che  ciascuna  di  queste 
determina  un  valore  di  x,  ne  segue  che  l’equazione  x*+px+q  = Q 
ha  sempre  due  radici , e non  più  di  due. 

Dall’  equazione  precedente  si  ricava 

(4)  #=-|p±l/tp’^, 
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ovvero  , separando  le  radici 

x=— rP-R/jp’— q,  ed  x = — \p'—\/  jp'—q. 
Dunque:  le  radici  di  un'equazione  di  secondo  grado  completa, 
posta  sotto  la  forma  x’-+-  px  -t-  q = 0 , eguagliano  la  metà  del  coef- 
ficiente del  termine  in  x,  preso  col  segno  contrario,  più  e meno  la 
radice  quadrata  del  resto  che  si  ottiene  togliendo  dal  quadrato  di 
questa  metà  il  termine  nolo. 

ESEMPI. 


1. °  Sia  da  risolversi  l’equazione  lite* — 19a;-f-6=0.  Divi- 

19  6 

dendo  tulli  i termini  per  15,  si  ha  x* — + > e Per" 

— 19  6 

ciò  p — —^~,  e g=jjr-  Onde  applicando  la  formolo  (4),  ovvero 

eseguendo  la  regola  slabilita,  si  ottiene  x== — ossia 

19  , ./361— 360  19,  /~T  19,  1 

X=30±V  UOU  900  ~ 30 ~ 30  ’ 6 (‘U,ndl  Mrà 

19  J__20_2  19 1^ ^8 3 

X~  30  + 30~  30~3’  Cd  X~  30  30—30  — 5’ 

2 3 

Dunque  le^uc  radici  della  proposta  equazione  sono  ar=g,  ed  x—g- 

2. °  Sia  da  risolversi  l’ equazione 

x' — 8 a: — 20  = 0. 

Applicando  la  regola  esposta,  si  ha  a:  = 4±l/l6-t-20=4±l/36 
=4  ±6  , onde  sarà  a;=4-t-G=10  , ed  x=Ì — 6= — 2.  Le 
due  radici  dunque  sono  a;  = i0,  ed  x— — 2. 

160.  L’equazione  generale  nxa-HÒx-+-c= 0 si  è ridotta  alla  forma 
x*-\-px-r-q  = Q , con  dividere  tutti  i termini  per  a , e con  fare 
b C 

di  poi  ~=p , e -=g.  Dunque  se  nell’espressione  (4) 
x=—\p±V'\l?—q, 

che  ci  dà  le  due  radici  dell’ equazione  xt-\-px-\-q  = 0 , rimettiamo 
in  luogo  di  p e di  q i loro  valori  e avremo  le  corrispon- 
denti espressioni  delle  radici  di  axn+bx  + c=  0.  Facendo  queste 
sostituzioni  si  ottiene 


— 6 , 


/t? c b /V—  4oc_ 

Y 4a*  a 2a  y 4«‘ 


' — 4 ac — b ±Vbi—Kac 

4 a*  2a 


Onde  separando  le  radici , sarà 
— b -j-l/  fc’ — 4 oc 


ed  x — 


_j_l/6*_4ac 
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Del  resto  1'  equazione  ax*+bx  + c = 0 poteva  risolversi  diretta- 
mente nel  seguente  modo. 

Moltiplicando  ciascun  membro  per  4 a,  l’ equazione  diventa 
4a*x*-h  4 abx  ■+■  iac  = 0 , 
che  potrò  mettersi  sotto  questa  forma 

4a  V-t-  iabx  6“-f-  4oe — 6*=  0 , 

ossia  {2ax-t-b)'+iac — 6*=0, 

e passando  4ac — 6*  nel  secondo  membro  si  ha 
(2ax  4-  6)’=  6* — iac , 

dalla  quale  . mercè  l’ estrazione  della  radice  quadrata  d' ambo  i 
membri,  si  ottiene 


2ax-}-b=  ±1/6’ — 4ac, 

d’onde  si  ricava 

~b±\Zb''—.Uc 
X~  2 a 


Dunque  : le  radici  dell'  equazione  di  secoiulo  grado  ; completa , 
messa  sotto  la  forma  ax*4-bx4-c  = 0 , sono  eguali  ad  una  fra- 
zione che  ha  per  denominatore  il  doppio  del  coefficiente  di  x\  e per 
numeratore  il  coefficiente  del  termine  in  x col  segno  contrario,  più 
e meno  la  radice  quadrata  del  resto  che  si  ottiene  togliendo  dal 
quadralo  di  questo  coefficiente  il  quadruplo  prodotto  dei  coefficiente 
di  x*  pel  termine  noto. 

Sia  l'equazione  15x* — 19x4-6  = 0. 

Applicando  questa  regola,  verrà 


19±l/361— 415-6  19±l/361— 360 

30  — 30 


e separando  le  radici  si  ha 

19+1  20  2 

30  “ 30“3’ 


x = - 


19  — 1 


30 


19±l/T  19±i 

30  ~ 30  ’ 

18 3 

— 30  — 5’ 


come  abbiamo  trovato  nel  1.*  esempio  del  num.  precedente. 
Sia  ancora  da  risolversi  l’equazione 

8x* — 10x4-3  = 0. 

Applicando  l’esposta  regola  si  ha 


10  ±1/100  — 96 

.TP. — 

10  ± l/t  10  ±2 

16 

16  16 

Onde  sarà 

10  + 2 12  3 

ed 

10—2  8 1 

16  — 16~  i’ 

X~  16  “16  “2* 

Dunque  le  due  radici  sono  x 

» 

“4’ 

ed  x=i  • 
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LEZIONE  XV 


Relazioni  tra  i coefficienti  e le  radici  dell'equazione  x'+px+q=o. 

Decomposizione  del  trinomio  x*+px+q  in  due  fattori  di  primo 

grado. 

161 . Le  due  radici  dell’equazione  di  secondo  grado  x*-|-paH-q=0 
hanno  con  i coefficienti  p c q delle  notabili  relazioni,  le  cui  co- 
noscenze sono  sommamente  interessanti  per  le  frequenti  applica- 
zioni che  si  fa  di  esse  ne'diversi  rami  delle  matematiche,  e spe- 
cialmente nella  Geometria  Analitica.  Queste  relazioni  verranno  sta- 
bilite dal  seguente  teorema. 

Tkorrma  I.  In  ogni  equazione  di  secondo  grado,  posta  sotto  la 
forma  x*-(-  px  -t-  q = 0,  la  somma  delle  radici  i quanto  il  coefficiente 
del  secondo  termine  preso  col  segno  contrario  , ed  il  loro  prodotto 
è quanto  f ultimo  termine. 

Infatti  risolvendo  l'equazione  ar*-(-px-l-q  = 0,  si  ottiene 

x——ip  + l/ÌP*—q,  ed  z~—ip—l/ \p'—q. 
Rappresentando  con  ai  ed  x"  queste  due  radici , sarò 

ai—  — lp-4-l/|p*— q, 

le  quali  addizionate  danno 

x'-b  x"=  — p ; 

cioè  che  la  somma  delle  due  radici  è quanto  il  coefficiente  del 
secondo  termine  preso  col  segno  contrario. 

Moltiplicando  in  corrispondenza  le  medesime  eguaglianze  (1) , 
verrà 

x'x"—  ip'—i  p l/i  p'—q  4-Ìpl///>*~"g  — ip*+  q , 
ossia  x'x"—q; 

cioè  che  il  prodotto  delle  due  radici  è quanto  l'ultimo  termine. 

Corollario  I.  Questo  teorema  dà  il  mezzo  di  comporre  una 
equazione  di  secondo  grado  , che  abbia  due  date  radici.  Si  vo- 
glia formare,  per  esempio,  l’ equazione  di  secondo  grado  che  tenga 
per  radici  7,  e — 3,  l'equazione  cercata  deve  avere  la  forma 
a:’-»-px-(-5=0,  ed  affinchè  questa  ammetta  per  radici  7,  e — 3, 
pel  teorema  dimostrato,  dev'essere  — p=  7 — 3,  e q— 7x — 3,  e 
quindi  p=  — 4,  e q=  — 21.  Sostituendo  questi  valori  — 4,  e — 21 
in  luogo  di  p c di  q,  si  avrà  l'equazione  cercata  x * — 4j:  — 21  =0. 

Del  pari  volendo  formare  l'equazione  che  abbia  per  radici  lo 
e 4,  rappresentando  questa  equazione  con  x*-bpx-hq  = 0 , dovrà 
essere  — p = lo  -t-  4 = 19 , e q—  13x4  = 60,  e perciò  l'equa- 
zione cercata  sarà  x' — 19x-+-60  = 0. 
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Conou.AHio  lf.  Segue  da  questo  teorema  , che  se  due  numeri 
hanoo  per  somma  S e per  prodotto  P , essi  saranno  le  due  radici 
dell'equazione  di  secondo  grado 

x* — Sx4-P  = 0. 

Esercizin.  Le  radici  dell'equazione  x* — 18x4-64=0  sono  i due 
cateti  di  un  triangolo  rettangolo,  si  domanda  l'aia  del  triangolo, 
la  ipotcnusa,  ed  il  raggio  del  cerchio  iscritto. 

Risp.  Aia  =32,  ipotenusa  =14,  raggio  del  cerchio  iscritto  =2. 

162.  Teorema  II.  In  ogni  equazione  di  secondo  grado , posta 
sotto  la  forma  x*4-  px  4-  q = 0 , il  primo  membro  si  può  sempre, 
decomporre  in  due  fattori  di  primo  grado  per  rispetto  adx,  e questi 
fattori  sono  le  differenze  che  si  ottengono  sottraendo  da  x ciascuna 
radice  deli  equazione. 

In  fatti  siano  x'  ed  x"  le  due  radici  dell’equazione  x*4-px-t-q=0. 
Pel  teorema  precedente  sarà  p = — (x'-t-x"),  c q—x'x"  , e so- 
stituiti questi  valori,  l’equazione  diventa 

x* — (x'-+-x")x4-  x'x"=0, 
ossia  x* — x'x — x''z4-  x'x"=0, 

ovvero  (x — x')x — (x — x')x"=0, 

o in  fine  (x — x')(x  — x")  = 0. 

Ma  x — x',  ed  x — x"  sono  le  differenze  che  si  ottengono  sot- 
traendo da  x ciascuna  radice  x' , ed  z"  : dunque  é vero  che  il 
primo  membro  dell’equazione  si  decompone  in  due  fattori  di  pri- 
mo grado,  e che  ogni  fattore  si  ottiene  sottraendo  da  x ciascuna 
delle  radici. 

Corollario  1.  Dunque  quando  si  vorrà  comporre  un'equazione 
che  abbia  due  date  radici  , si  toglierà  da  x ciascuna  radice,  si 
moltiplicheranno  i due  resti,  ed  il  prodotto  eguaglialo  a zero  darà 
l’equazione  cercata. 

Così  volendo  formare  l’ equazione  che  abbia  per  radici  4.  e 3, 
si  toglierà  ciascuna  di  queste  da  x,  e si  avranno  i due  resti  x — 4. 
ed  x — 3,  il  cui  prodotto  (x — 4)(z — 3),  eguagliato  a zero,  darà 
l’equazione  cercata  x* — 7x4-12  = 0. 

Similmente  , per  formare  l’ equazione  che  abbia  per  radici  7 , 
e — 3,  si  toglierà  da  x ciascuna  radice,  e si  avranno  i resti  x — 7, 
ed  x-t-3,  il  cui  prodotto  (x — 7)(x-t-3)  eguaglialo  a zero  darà 
l’equazione  cercata  x* — 4z — 21=0. 

Corollario  II.  Poiché  il  primo  membro  di  un’equazione  di  secondo 
grado  si  può  decomporre  nel  prodotto  de' due  fattori  (x — x’)(x — x"), 
e poiché  ogni  prodotto  è divisibile  per  ciascuno  de’  suoi  fattori , 
ne  segue  che:  se  x'  è una  radice  deli  equazione  x*4-px-t-q  = 0, 
il  suo  primo  membro  è sempre  divisibile  per  x—x',  ed  il  quoziente 
eguagliato  a zero  darà  il  valore  deli  olirà  radice. 

Così  nell' equazione  x* — 19x4-60  = 0,  4 essendo  una  radice, 
il  suo  primo  membro  sarà  divisibile  per  x — 4 , ed  il  quoziente 

Lez.  di  Alg.  11 
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x — 18,  messo  eguale  n zero,  darà  *=15,  che  sarà  il  valore 
dell'altra  radice.  Del  pari  nell’ equazione  x * — 4* — 21  = 0,  es- 
sendo — 3 una  radice,  il  suo  primo  membro  sarà  divisibile  per  *4-3, 
ed  il  quoziente  x — 7 eguagliato  a zero  darà  *=7  pel  valore  del- 
l'altra radice. 

163.  Teorema  HI.  Ogni  trinomio  di  tecondo  grado  x*4-px4-q 
è decomponibile  in  due  fattori  di  primo  grado  in  x , che  sono  i 
resti  che  si  ottengono  sottraendo  da  x ciascuna  deile  radici  delfequa- 
sione  che  si  ha  eguagliando  a zero  il  trinomio  dato. 

In  fatti,  siano  x'  ed  *"  le  due  radici  dell’equazione  **4-px-f-q=0, 
che  risulta  dall’ eguagliare  a zero  il  trinomio  dato:  pel  Teorema  1. 
sarà  p= — (x'-f-x"),  e q — x'x“.  Onde  nel  trinomio  x*-\~px-+~q 
sostituiti  questi  valori  in  luogo  di  p e di  q , si  ottiene 

x*-+-px-\-q  = x' — (*'4- x") x -4-  x'x  ' , 
ossia  ®*4-p*4 -q=x* — x'x — x"x-t-x'x". 

Ed  osservando  che  i due  primi  termini  del  secondo  membro  si  ri- 
ducono ad  x(x — *'),  e che  i due  ultimi  si  possono  scrivere  sotto 
questa  forma  — x"(x — x")  ; perciò  messi  questi  in  luogo  di  quelli, 
si  ha 

x*4-  px  + q — x(x  — x')  — x"(x  — x') , 
ovvero  x*-t-px  + q — (x  — x')(x — x"). 

Dunque  è vero  che  ec. 

Corollario.  Le  due  radici  dell’equazione  x'+px-hq—0,  essendo 
rappresentate  da  *’= — -ip-+-l/jp* — q,  ed  x"~ — ip—l/jp' — q, 
fanno  vedere  che  il  trinomio  x*4-p*4-q  si  decompone  nei  pro- 
dotto de’due  fattori  di  primo  grado 

(*4-|p— |/ ÌP%—q)(x 4- { p 4-  V ÌP'—q) • 

Del  pari  il  trinomio  ax*+bx  + c si  può  scrivere  a i **4- -*4--ì . 

V n al 

e siccome  dell'equazione  x*4- - * 4- - = 0 le  due  radici  sono 

a a 

— fr-f-l/à*— 4oc  , — b — 1/ //—  4ae 

*- £ * cd  *= E * 

perciò  il  trinomio  dato , decomposto  nel  prodotto  di  due  fattori 
di  primo  grado  diventa 

ossia 
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LEZIONE  XVI. 


Discussione  delle  radici,  tanto  dell'equazione  x*-+-px -(-^=0, 
quanto  dell'equazione  ax*+6x-f-c=0. 

164.  Per  discutere  le  radici  dell’equazione  x*+px  + q=0 , 
osserveremo  che  i coefficienti  p e q possono  rappresentare  quan- 
tità qualunque  , positive  , negative  , ed  anche  nulle.  Avendo  ri- 
guardo a’  segni  da’  quali  questi  coefficienti  possono  essere  prece- 
duti , non  possiamo  avere  che  quattro  casi  : 1.*  -j-p  , c — q ; 
2.°  — p,  e — q;  3.°  — p , e -+-q;  4.*  -4-p,  c +q.  Quindi  la 
data  equazione  non  può  avere  che  una  di  queste  quattro  forme 


1.*  **-t-px— J=0,  onde  x=— ;P+l''xP*-f"9>  ed  x=—  ip—V\p'+q. 


2.®  x'—px—q—  0, 

Xzx  ip+lSìp'+q, 

*=  xP-l/xP’-H?- 

3.*  x * — px-+-q= 0, 

X*=  rP+l/  ip* — q, 

x=  ìp-  l/ìp'—q. 

4/  **-+-px-H= 0, 

X=-Ìp-hi/\pM~q,  > 

x*-ip-l /ip'—q. 

163.  Nelle  due  prime,  essendo  una  quantità  positiva , sarà 

V'ìp'-hq  sempre  reale,  e siccome  jP*4-£>xP*.  cosi  estraendo  la  ra- 
dice quadrata,  sarà  l//xP*-+*9>’ìp.  Onde  nella  prima  equazione 

la  radice  — iP+^ÌP'+q  verrà  positiva  , e l’altra  — ìp — V' $p*4-q 
sarà  negativa  ; e quest'  ultima  avrà  un  valore  assoluto  maggioro 
dell’  altra. 

Nella  seconda  equazione  la  radice  rP+l/fp*+q  sarà  positiva, 
e l’altra  \p  — V jp'+q  negativa;  ma  il  valore  della  prima  sarà 
maggiore  del  valore  assoluto  della  seconda. 

Nelle  due  ultime  equazioni , se  xP*>q,  c che  perciò  xP* — 1 
è positivo,  sarà  l /{P* — ¥ reale;  e siccome  {p* — q<CÌP*>  estraendo 
la  radice  quadrata  sarà  l/| P*— 9<CxP-  Onde  nella  3.*  equazione  lo 
due  radici  saranno  positive,  c la  prima  sarà  maggiore  della  seconda. 

Nella  4.*  equazione  le  due  radici  — — q,  e — \p— V'xP* —q 
saranno  entrambe  negative  , e la  seconda  avrà  un  valore  assoluto 
maggiore  della  l.“  

Quando  \p*=q,  sarà  l/ \p*—q  = 0 , e perciò  le  due  radici 
della  3,*  equazione  diventano  eguali , come  ancora  quelle  della  4.*; 
però  quelle  della  3*  saranno  positive,  c ciascuna  quanto  \p,  là 
dove  quelle  della  4.“  saranno  negative,  ed  ognuna  quanto  — jp. 
Di  fatti  le  due  ultime  equazioni , nel  caso  di  \p*=q  diventano 
x*—px-hfp*= 6,  ed  x*-t-px-t- Jp*=*0,  ossia  (x—*p)(x — xP)«=0, 
ed  («-f-fp)(j?-f-TP)— 6-  Ed  eguagliando  a zero  ciascun  fattore  si 
dell’ima  che  dell’altra,  si  avràx— ip=0,  x— ìp  = 0;  x-ì - jp=0, 
x-t--ip=0,  per  cui  saràx=  jp,  cd  x—{p  per  la  3.*  equazio- 
ne , c sarà  *=—  \p  , ed  x=—  jp  per  la  4.* 
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Quando  *p‘<</ , c che  perciò  Jp* — q è negativo,  sarà  l/jp* — q 
immaginaria  , c quindi'  le  radici  sì  della  3.*  che  della  4.*  equa- 
zione saranno  immaginarie. 

Onde  affinchè  le  due  radici  di  un'equazione  di  secondo  grado 
sieno  reali , è d' uopo  che  |/ -Jp* — q sia  reale,  e ciò  richiede  che 
si  verifichi  una  di  queste  condizioni 

'/<[  0,  ovvero  ip'^>q. 

Dunque  riepilogando  possiamo  stabilire  che  nell' equazione 
x*-f-  px  + q = 0 , 

quando  il  termine  noto  q è negativo , le  due  radici  sono  reali  e di 
segni  opposti;  quella  di  valore  assoluto  maggiore  è di  segno  contrario 
a p,  c quella  di  valore  assoluto  minore  è dello  stesso  segno  di  p. 

Quando  q è positivo , le  due  radici  sono  reali  ed  eulrambe  di 
segno  opposto  a p,  se  jp"^>q:  sono  eguali  e ciascuna  quanto  — ip, 
se  Jpm=q ; e sono  immaginarie  se  jP*<£.q. 

16G.  Supponiamo  ora  che  l'equazione  proposta  a?-t-px+q= 0 
sia  mancante  di  qualche  termine,  ed  in  prima  che  si  abbia  p=0: 
l'equazione  diventa  x*-4-q  = 0,  e perciò  sarà  x=±l/ — q;  cioè 
le  due  radici  sono  eguali  e di  segno  opposto,  e sono  reali  se  q è 
negativo,  ed  immaginarie  se  q è positivo  (n.  156). 

Se  si  ha  c/=0,  l'equazione  diventa  x*-f-px=0  cioè  x(x-j-p)=0, 
onde  sarà  x=0,  ed  x= — p,  e perciò  una  radice  è zero,  e Val- 
tra  è quanto  p col  segno  opposto  (n.  157). 

In  fine  se  si  ha  p=0,  e q=0,  l’equazione  si  riduce  ad  x*=0, 
per  cui  sarà  x=0,  ed  x=0,  cioè  le  due  radici  sono  entrambe  zero. 


167.  Passiamo  ora  alla  discussione  delle  radici  dell’equazione 
(t)  «x*-|-6x-t-c=0 , 

nella  quale  il  coefficiente  a si  suppone  essere  positivo.  Questa  equa- 
zione risoluta  ci  dà 


(2)  ,^-t+gErjg.  cd 


2 a 


2 a 


Se  c è negativo,  — kac  sarà  positivo , e l/V — 4ac  sarà  reale; 
e perciò  le  due  radici  dell' equazione  saranno  anche  reali.  E siccome 
in  questo  caso  6" — 4ac>6a,  e clic  perciò  1/6* — 4ac>ò,  così  di  que- 
ste due  radici  la  prima  sarà  positiva , e la  seconda  negativa,  ed  il 
valore  assoluto  di  quest’ultimo  sarà  maggiore  di  quello  deH’allra, 
se  6 è positivo  ; e sarà  minore  di  quello  dell'altra  se  6 è negativo. 

Se  c è positivo,  e che  64>4ae,  sarà  |/6* — 4ac  una  quantità 
reale,  e le  due  radici  dell’equazione  sono  anche  reali.  E siccome 
in  tal  caso  ò‘ — 4ac<6\  c che  perciò  V'b * — 4«c<[6,  cosi  queste 
due  radici  avranno  lo  stesso  segno , e saranno  entrambe  positive 
se  6 è negativo,  ed  entrambe  negative  se  6 è positivo. 
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Se  6*=4ae,  sarà  V' b* — 4ac=0,  onde  le  due  radici  dell’equa- 
zione (1)  diventeranno  eguali,  x—-^-,  ed  x=-^,  e saranno 

entrambe  di  segno  opposto  a quello  di  6.  In  questo  caso  il  primo 
membro  dell’equazione  ax'-i-bx  4-c=0  diventa  quadrato  esatto, 

poiché  dall’essere  6*=4ac,  si  ricava  c=j-,  che  sostituito  nel- 

l' equazione  , ci  dà 

ax*-t-6x  + ^=0,  ossia  (xt/à+— =)  =0. 

Se  6’<4ac,  sarà  6* — 4ac  negativa,  e I /V — 4ac  sarà  imma- 
ginaria; onde  in  tal  caso  le  radici  dell’equazione  (1)  saranno  en- 
trambe immaginarie. 


168.  Quando  e=0  , l’equazione  diventa  ax*+bx=0 , cioè 

x(ax4-6)=0 , per  cui  sarà  x=0,  ed  x—^  (n.  151). 

Se  6 — 0 , l’ equazione  (1)  si  riduce  ad  ax*+c=0,  donde 

x=-±y/~-^-,  cioè  che  le  due  radici  sono  eguali  e di  segno 

contrario , e sono  entrambe  reali  se  c è negativo , ed  entrambe 
immaginarie,  se  c è positivo. 

Se  a=0,  le  due  radici  dell'equazione  (1)  diventano 


— 6+6  __0 
0 — 0* 


ed 


cioè  una  radice  si  presenta  sotto  la  forma  dell’ indeterminazione, 
c l’altra  sotto  quella  dell’infinito. 

Per  assicurarci  se  le  forme  sotto  le  quali  si  presentano  queste 
radici  sieno  quelle  che  realmente  lor  convengono,  torniamo  all’equa- 
zione proposta  ax’-)- bx-ìrc  — 0,  e facciamo  a = 0;  questa  equa- 

zione  diventa  6x-t-c=0,  dalla  quale  si  ricava  x = — , valore 

determinato.  Questo  risultamento  ci  dimostra  che  la  forma  inde- 
terminata sotto  la  quale  si  è presentata  la  prima  radice,  dev'es- 
sere causata  da  un  fattore  comune  al  numeratore  ed  al  denomi- 
natore (n.  421)  del  primo  valore  di  x,  cioè 

,o\  — b+\Zb*~iae 

0)  *= 2a 


Per  mettere  questo  fattore  in  evidenza , moltiplicheremo  ambo  i 
termini  di  questo  valore  per  6-+-kV—  4ac,  verrà 
[b+y/b*—  4ac)(— 

2a(b-\-]/ b* — 4 ac) 

ma  il  fattore  b+l/b*— 4ac  è la  somma  delle  due  quantità  V'b1 — 4 ac, 
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e 6;  e l’altro  fattore  è la  differenza  di  queste  stesse  quantità;  c 
siccome  la  somma  di  due  quantità  moltiplicata  per  la  loro  differenza 
dà  la  differenza  de'  quadrati  delle  medesime  quantità  , cosi  verrà 

T — 4oc)  — 6* — 4ae 

2a(à+l/à* — 4oc)  ìaib+l/b* — 4ac) 

Sopprimendo  il  fattore  2 a,  comune  ad  ambo  i termini  di  quest’ ul- 
tima espressione,  il  valore  di  x diventa 

— 2c 

X é-f-l/à* — 4ac  * 

che  nel  caso  di  a=0,  si  riduce  ad  x-~-,  e perciò  il  valore 

dello  prima  radice  è realmente  , e la  forma  indeterminata , 

sotto  la  quale  da  principio  si  presentava,  dipendeva  dal  fattore  a 
comune  al  numeratore  ed  al  denominatore  della  frazione  (3). 

— 

Per  intcrpetrarc  il  valore  — = ao  dell'altra  radice,  corrispon- 
dente al  secondo  valore  di  x , cioè 

— 6 — |/fc* — iae 

x— 

moltiplichiamo  ambo  i termini  per  6 — \/b* — hoc,  ed  abbiamo 

^ (—6  — \S 6*—  4 ac)(b  — |/ b% — 4ac) — 2c 

2a  (b  — |/à*— 4ac)  ~b  — [/b'—iac 

Or  questo  valore  diventa  tanto  più  grande,  quanto  più  piccolo  di- 
venta quello  di  a , onde  quando  a è zero,  questo  valore  diventa 
infinito;  ma  di  segno  contrario  a quello  di  b.  Dunque  : quando  a=0 

f equazione  (1)  ha  una  radice  finita  — g-.  e Coltra  infinita,  e dt 
segno  contrario  a quello  di  b. 


169.  Supponiamo  che  si  abbia  6 = 0,  c c = 0;  l'equazione  (t) 
diventa  mr*=0  , per  cui  sarà  x=0  , ed  * = 0.  E di  fatti  ne*  due 
valori  (2)  di  x facendo  6 = 0,  c e = 0 si  ottengono  x = 0,  ed  ar=0. 
Se  si  ha  a = 0,  e c = 0 le  due  radici  dell'equazione  (I)  diventano 
— 6-f-6  0 , —6—6  —26 

x=— ò— = 0,  ed  *=— q—  =-jj 


cioè  una  radice  indeterminala,  e l'altra  infinita. 

Per  intcrpetrarc  la  prima,  nel  valore  x—  ~~^ac,  molti- 

plichiamo i due  termini  per  6-*- 1/6* — 4 ac:  si  ha 

— 1 ac  —2 c 

_ 

2fl(64-l/6’ — 4oe)  6-j-J/6a — 4ac 

c facendo  in  questa  a = 0,  e c = 0,  si  ottiene  x—0. 
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Dunque:  quando  si  ha  a = 0,  e c=0,  l'equazione (t)  aerò  una 
radice  zero,  e i altra  infinita,  e di  segno  contrario  a b. 

E di  falli  nell’ equazione  (1)  facendo  c=0,  si  ha  ax*-t-6x=0, 
ossia  x(ox-+-6)=0 , che  ci  dà  x = 0 ed  ax-t-6=0.  Da  quest’ ultima 

si  ricava  x= — -,  che  nel  caso  di  a — 0 diventa  x=^^=co. 
a 0 

Dunque  è vero  che  quando  si  ha  a — 0 e c=0  l’equazione  (t) 
ha  una  radice  zero , e l’ altra  influita  ; ma  di  segno  contrario  a 
quello  di  b. 

Quando  a=0,  e 6=0,  i due  valori  (2)  di  x diventano  x = g, 

ed  Ma  moltiplicando  i due  termiui  del  primo  valore  per 

6-f-l/ò* — 4 oc,  e quelli  del  secondo  per  6 — 1/6* — 4 ac,  questi 
valori  diventano 

— 2 c . — 2 c 

X~b+V¥^fac'  X~  b — y/b'—Hac' 

c facendo  in  queste  espressioni  a=0,  e 6=0,  si  ottengono 

— 2 c , —2 c 

x=-g-=— oc.  ed  xz=— ^-=  + 00  , 


cioè  entrambi  infiniti.  Ed  in  fatti,  nell’equazione  (1)  facendo  in 
prima  6=0,  si  ha  ax*-t-c=0,  dalla  quale  si  ricava  x=-±.^/ , 

ossia  x = -t-  j/7-— , ed  x=  — , e facendo  in  queste 

a—  0,  verrà  x=-t-oo  , ed  x= — oc. 

Duuque:  quando  nell’ equazione  (1)  i coefficienti  a,  e b sono  en- 
trambi nulli , una  delle  radici  è 4-  co  , e l' altra  è — oo . 

In  line  se  si  ha  a=0,  6=0,  e c=0,  le  due  radici  dell’equa- 
zione (1)  diventano  ^ , cioè  indeterminate  ; e di  fatto  in  tal  casq 

l’equazione  (1)  diventa  0.x‘-t-0.x-t-0=0 , la  quale  resta  verifi- 
cata per  qualunque  valore  si  sostituisca  in  luogo  di  x. 


170.  Dunque,  riepilogando,  nell'equazione  ax*-i-6x-f-c=0 , 
se  c è negativo  , le  due  radici  sono  reali  e di  segni  opposti , e 
nel  valore  assoluto  , la  maggiore  sarà  quella  eh’  è di  segno  con- 
trario a 6;  cioè  la  positiva  se  6 è ncgalivo,  o la  negativa  se  6 è 
positivo.  Se  c è positivo,  e 6*^>  4ac,  le  radici  sono  reali,  e ciascuna 
di  segno  contrario  a 6. 

Se  6*=4ac,  le  due  radici  sono  eguali,  e ciascuna  è quanto  — 6 divi- 
sa  per  2a,  ed  il  primo  membro  dell'equazione  è un  quadrato  esatto. 

Se  c è positivo,  e 6*<4ac,  le  due  rodici  sono  immaginarie. 

__  C * 

Se  a=0,  una  radice  è -y , e l’altra  è infinita,  e di  segno 
•contrario  a quello  di  6. 
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Se  {i  = 0 , le  due  radici  sono  eguali  c di  segni  opposti,  e sono 
reali  se  e è negativo,  ed  immaginarie  se  c è positivo. 

Se  c=0,  una  radice  è zero,  e l'altra  è quanto 

Se  <i  = 0,  e 6=0,  una  radice  è l’infinito  positivo,  c l'altra 
è l'infinito  negativo. 

Se  <i  = 0,  e c=0  , una  radice  è zero,  c l'altra  è l'infinito, 
col  segno  controrio  a quello  di  6. 

Se  6=0,  c e = 0 le  due  radici  sono  entrambe  nulle. 

In  fine  se  a=0,  6 = 0,  c=0,  l’equazione  è indeterminala. 

LEZIONE  XVII. 

Interpetrazione  de' valori  delle  incognite  ne’ problemi 
di  secondo  grado. 

171.  Quando  si  è risoluto  un  problema  di  secondo  grado,  e che 
si  sono  trovati  per  conseguenza  i due  valori  dell’incognita,  fa  d’uopo 
esaminare  quale  di  questi  convenga  al  problema.  Entrambi  è vero 
verificano  l’equazione,  ma  possono  non  entrambi  soddisfare  al  pro- 
blema. Se  la  natura  della  questione  è tale  che  il  valore  dell'inco- 
gnita dev'essere  necessariamente  intero,  o che  non  può  essere  con- 
siderato in  due  sensi  opposti,  allora  ogni  valore  frazionario  o nega- 
tivo trovato  per  questa  incognita  dev’essere  rigettato.  Ordinariamente 
ì valori  positivi  sono  quelli  clic  risolvono  il  problema  nel  senso 
diretto  dell’enunciato;  ma  talvolta  anche  questi  possono  non  con- 
venire al  problema,  perchè  si  trovano  in  contraddizione  con  alcune 
condizioni  volute  dall’enunciato,  e che  non  si  sono  espresse  nel- 
l’equazione, come  dicemmo  nella  lezione  IX  parlando  dell’interpelra- 
zione  de’valori  negativi  dell’incognita  ne’ problemi  di  primo  grado. 

Ecco  alcuni  esempi  che  serviranno  di  schiarimento. 

172.  Problema  I.  Un  iwmo  ha  compralo  un  cavallo  per  una 
certa  somma.  Dopo  qualche  tempo  lo  ha  venduto  per  96  lire , ed 
in  questa  vendita  ha  perduto  il  tanto  per  100,  guanto  è il  quarto 
del  costo  del  cavallo.  Si  domanda  il  costo  del  cavallo. 

Sia  x questo  costo,  sarà  x — 96  la  perdita  che  si  è fotta  nel 
vendere  il  cavallo  per  9G  lire.  E poiché  questa  perdita  per  rispetto 
al  costo  x,  deve  corrispondere  ad  -(x  per  100,  possiamo  perciò 
stabilire  la  proporzione 

x — 96::r:  100, 

per  cui  sarà  i;r®=100a■ — 9600, 

ossia  x% — 400  x -+-  38400  = 0 , 

che  risoluta  darà  x = 240,  ed  a;  = 160. 

Vediamo  quale  di  questi  valori  soddisfa  alle  condizioni  del  problema. 
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Se  il  costo  del  cavallo  fosse  il  primo  valore  240  lire,  toglien- 
done 96,  il  resto  144  sarebbe  la  perdita , ed  in  tal  caso  il  rap- 
porto di  240  a 14-4  dovrebb' essere  quanto  quello  di  100  a 60 , 
quarta  parte  di  240.  Ma  sta  realmente  240  a 144,  come  100  a 60, 
dunque  240  lire  risolve  il  problema. 

Nello  stesso  modo  si  trova  che  anche  160  lire  soddisfa  al  pro- 
blema, onde  la  questione  ammette  due  soluzioni,  cioè  a dire  che 
il  costo  del  cavallo  può  essere  240  lire,  e può  essere  anche  160. 

173.  Problema  II.  Due  operai  che  guadagnano  diverso  salario 
hanno  eseguilo  un  lavoro.  Jl  primo  che  ha  lavoralo  un  cerio  nu- 
mero di  giorni , ha  ricevuto  96  lire , ed  il  secondo  che  ha  la- 
voralo 6 giorni  di  meno,  ne  ha  ricevuto  54.  Se  quest'ultimo  avesse 
lavorato  lult'i  giorni , ed  il  primo  6 giorni  di  meno,  avrebbero  en- 
trambi ricevuto  eguale  somma.  Si  domanda  il  numero  dei  giorni  che 
ciascuno  ha  lavorato,  e quanto  al  giorno  ciascuno  ha  guadagnato. 

Sia  x il  numero  de’  giorni  che  il  primo  operaio  ha  lavorato , sarà 
x — 6 quello  de’  giorni  che  ha  lavorato  il  secondo.  E poiché  il  primo 
per  x giorni  ha  ricevuto  96  lire,  per  un  giorno  ha  dovuto  ricevere 
96 

— lire.  Del  pari,  poiché  il  secondo  per  x — 6 giorni  ha  ricevuto 

OC 

54 

54  lire , per  un  giorno  ha  dovuto  riceverne  Ora  se  il  pri- 

96 

mo  avesse  lavorato  x — 6 giorni,  a — lire  al  giorno  che  lucra, 
avrebbe  avuto  ; e se  il  secondo,  che  guadagna  lire 

al  giorno,  avesse  lavorato  per  x giorni,  ne  avrebbe  avuto  — 

Ma  per  la  condizione  del  problema  queste  somme  debbono  essere 
eguali , dunque  sarà 

fl>  96(x— 6)_  54 j 

' x x — 6 

Dividendo  ambo  i membri  per  6,  e facendo  sparire  i denominatori , 

si  ottiene 

16(x — 6)*=9x\ 

Onde  prendendo  le  radici  quadrate  da  ambe  le  parti,  si  ha 
4(x — 6)  = ± 3x , 

cioè  4(x — 6)=-)-3x,  e 4(x  — 6)=— 3x, 

3 

le  quali  ci  danno  x=24  , cd  x=3^- 

Quantunque  questi  due  valori  sieno  positivi , pure  solo  il  primo 
risolve  il  problema.  In  fatti,  se  il  primo  operaio  ha  lavorato  24 
giorni,  il  secondo  ha  dovuto  lavorarne  18,  ed  in  tal  caso  il  primo 
96 

ha  guadagnato  ^ = 4 lire  al  giorno,  ed  il  secondo  ne  ha  lucrato 
Lez.  di  Alg.  18 
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MI 

~ = 3.  Onde  se  il  primo  avesse  lavorato  18  giorni,  in  luogo  di  24, 

10 

avrebbe  avuto  4x18  = 72  lire,  e se  il  secondo  avesse  lavoralo  24 
giorni  iu  vece  di  18,  nc  avrebbe  ricevuto  3 x 24  = 72;  o perciò 
in  questo  caso  i due  operai  avrebbero  ricevuto  eguale  sommo,  co- 
me appunto  vuole  il  problema.  Dunque  il  primo  valore  24  trovato 
per  l' incognita  risolve  il  problema  nel  senso  dell' enunciazione. 

3 

li  secondo  valore  3^  trovato  per  x,  corrisponde  ad  un  secondo  pro- 
blema legato  col  proposto  mediante  la  stessa  equazione,  ed  è quello 
in  cui  in  vece  di  diro  che  la  differenza  fra  i giorni  di  lavoro  del 
primo  operaio  c quelli  di  lavoro  del  secondo  è di  6 giorni,  si  di- 
cesse che  la  somma  de' giorni  di  lavoro  del  primo,  più  quelli  del 
secondo,  è 6 giorni.  Di  fatti  se  entrambi  hanno  lavorato  6 giorni, 

3 

ed  il  primo  soltanto  giorni  3 ^ , il  secondo  per  conseguenza  ha 

4 . . . . „ 3 

dovuto  lavorare  giorni  2y  Ora  il  primo  operaio  se  per  giorni  3^ 

di  lavoro  ha  ricevuto  96  lire,  per  un  giorno  solo  ha  dovuto  rice- 

vere  96:3^=96:y  =-^-=28  lire.  II  secondo  operaiose  per 

giorni  2 1 di  lavoro  ha  ricevuto  54  lire,  per  un  giorno  Iva  dovuto 

ricevere  54:2^  = 54:  y = ^^-=21  lire.  Dunque  il  primo  ope- 

3 

raio  ha  lavorato  giorni  3 ^ ed  ha  ricevuto  28  lire  al  giorno,  ed 

4 

11  secondo  ha  lavorato  giorni  2 ^ ed  ha  ricevuto  21  lire  al  giorno. 
Ciò  posto,  se  il  primo  operaio  che  riceve  28  lire  al  giorno  avesse 
lavorato  per  giorni  2 ^ , cioè  quanto  i giorni  del  secondo,  avrebbe 

\ 28* 18 

ricevuto  lire  28x2^= — ^ — =72.  E se  il  secondo  operaio,  che 

3 

riceve  21  lire  al  giorno,  avesse  lavorato  per  giorni  3 quanti  sono 

3 21-24 

i giorni  del  primo,  avrebbe  ricevuto  lire  21x3^= — ^ — =72. 

Dunque  in  questo  caso  i due  operai  avrebbero  ricevuto  eguale  som- 
ma, come  precisamente  vuole  l' enunciazione. 

174.  Intanto  per  abituare  le  menti  de' giovani  al  rigore  de'  ragiona- 
menti, crediamo  utile  di  qui  esporre  un'altra  risoluzione  di  questo 
problema,  e dalla  quale  i valori  delle  incognite,  ossia  i giorni  di 
lavoro  de'due  operai,  ed  i loro  rispettivi  guadagni  giornalieri  sca- 
turiscono naturalmente  delle  enunciazioni  de'due  problemi  , senza 
dar  luogo  ad  alcuna  interpetrazione. 

La  somma  delle  lire  96  ricevuta  dal  primo  operaio  nasce  dal  pro- 
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dotto  del  suo  salario  per  i giorni  di  lavoro,  e la  somma  delle  54 
lire  avuta  dal  secondo  operaio,  nasce  del  pari  dal  suo  salario  per 
i suoi  giorni  di  lavoro.  Dunque  il  prodotto  5184  di  96  per  54  deve 
nascere  dal  prodotto  de*  guadagni  giornalieri  de’  due  operai  per  i 
rispettivi  giorni  di  lavoro. 

Da  un’altra  parte  consideriamo  la  somma  che  ciascun  operaio 
avrebbe  avuto  quando  il  primo  avesse  lavorato  per  i giorni  del  se- 
condo, e questi  per  i giorni  del  primo.  È chiaro  che  questa  som- 
ma , rispetto  al  primo  operaio,  deve  nascere  dal  prodotto  del  suo 
salario  per  i giorni  di  lavoro  del  secondo  operaio  ; e questa  me- 
desima somma,  per  rispetto  al  secondo  operaio,  deve  nascere  dal 
prodotto  del  suo  salario  per  i giorni  di  lavoro  del  primo.  Dunque 
moltiplicando  la  somma  del  primo  operaio  per  quella  del  secondo 
(ch'è  la  stessa),  verrà  che  il  quadrato  di  questa  medesima  somma 
nasce  dal  prodotto  de' lucri  giornalieri  de' due  operai,  per  i rispettivi 
giorni  di  lavoro.  Ma  abbiamo  veduto  che  questo  prodotto  è 5184, 
dunque  il  quadrato  della  somma  che  ogni  operaio  avrebbe  avuto,  se 
ciascuno  avesse  lavorato  quanto  i giorni  dell’altro  è di  5184,  onde 
la  medesima  somma  sarà  quanto  la  radice  quadrata  di  5184;  ma 
questa  radice  è 72,  dunque  in  questo  caso  ciascun  operaio  avrebbe 
avuto  72  lire.  Onde  a riguardo  del  primo  problema,  il  primo  operaio 
per  i suoi  giorni  di  lavoro  ha  ricevuto  96  lire,  mentre  se  avesse 
lavorato  per  quelli  del  secondo , che  sono  6 giorni  di  meno , ne 
avrebbe  avuto  72;  dunque  per  6 giorni  di  lavoro  di  meno  avrebbe 
perduto  96 — 72  = 24  lire,  e quindi  per  un  giorno  il  suo  salario 
sarà  la  sesta  parte  di  24  lire,  cioè  di  4 lire. 

Del  pari  il  secondo  operaio  per  i suoi  giorni  di  lavoro  ha  rice- 
vuto 54  lire,  mentre  lavorando  per  i giorni  del  primo,  che  sono 
6 di  più , ne  avrebbe  avuto  72.  Dunque  per  6 giorni  di  più  di 
lavoro,  avrebbe  lucrato  72 — 54  = 18  lire,  e quindi  per  un  giorno 
la  sesta  parte  di  18  , cioè  3 lire. 

Finalmente  questi  due  operai  che  lucrano  4 lire  e 3 lire  al  giorno, 
per  lucrarsi  96  lire  e 54  lire,  han  dovuto  lavorare  il  primo  96 
diviso  per  4,  cioè  24  giorni,  ed  il  secondo  54  diviso  per  3,  os- 
sia 18  giorni. 

Rispetto  al  secondo  problema  diremo  : il  primo  operaio  per  i 
suoi  giorni  di  lavoro  ha  ricevuto  96  lire , mentre  lavorando  per 
i giorni  del  secondo  ne  avrebbe  avuto  72.  Dunque  lavorando  per 
6 giorni,  somma  de’  suoi  giorni  di  lavoro  c di  quelli  del  secondo 
operaio,  avrebbe  avuto  96  -f-72 . ossia  168  lire,  e quindi  per  un 
giorno  la  sesta  parte  di  168,  cioè  28  lire.  Similmente  il  secondo 
operaio  per  i suoi  giorni  di  lavoro  ha  ricevuto  54  lire,  e per  i 
giorni  di  lavoro  del  primo  avrebbe  avuto  72.  Dunque  lavorando 
per  tutti  i 6 giorni,  cioè  per  i suoi  giorni,  e per  quelli  del  primo 
operaio,  avrebbe  avuto  54 -t- 72  = 126  lire,  e quindi  per  un  giorno 
la  sesta  parte  di  126,  ossia  21  lire.  Dunque  28  lire  e 21  lire  sono 
i guadagni  giornalieri  de' due  operai. 

In  fine  questi  due  operai  che  lucrano  28  lire  e 21  lire  al  gior- 
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no, per  lucrarsene  96  e 64  han  dovuto  lavorare,  il  primo  96  di- 
viso  per  28,  cioè  giorni  3 j , ed  il  secondo  54  diviso  per  21,  ossia 

giorni  2^. 


175.  Problema  111.  Una  compagnia  di  20  persone,  tra  uomini 
e donne,  hanno  speso  per  un  divertimento  240  lire,  pagandone  metà 
gli  uomini , e metà  le  donne  ; ma  ogni  donna  ha  pagato  S lire 
meno  di  ogni  uomo.  Si  domanda  il  numero  degli  uomini,  e quello 
delle  donne. 

Sia  te  il  numero  degli  uomini,  sarà  20 — x quello  delle  donno. 
E poiché  lutti  gli  x uomini  hanno  pagato  120  lire , ognuno  ha 
120 

pagato  — • Del  pari  perchè  20 — x donne  hanno  pagato  120  lire, 
120 

ognuna  ha  pagato  Pcr  condizione  del  problema  ogni 

donna  ha  pagato  5 lire  di  meno  di  ogni  uomo,  dunque  sarà 


(1) 


120  120 

x 20 — x 


dallo  quale  si  ricava 

2400  — 120x— 120*  — 100*— 5*' 
ossia  x* — 68*  480  = 0 , 

o quindi  sarà  x = 8 ed  x = 60. 

Il  primo  valore  8 è quello  che  soddisfa  al  problema  nel  senso 
della  sua  enunciazione,  ed  in  conseguenza  il  numero  delle  donne  sarà 
20—8=12.  Ed  in  vero,  120  lire  spese  dagli  8 uomini  fan  cor- 
rispondere la  porzione  di  ciascuno  a 15  lire,  e le  120  lire  spese 
dalle  12  dònne,  fan  cadere  per  la  porzione  di  ognuno  a lire  10, 
dunque  ogni  donna  ha  pagato  5 lire  meno  di  ogni  uomo. 

Il  secondo  valore  60  trovato  per  x verifica  l’equazione  (1)  ma 
non  appartiene  al  proposto  problema,  dacché  se  tutta  la  compa-  * * 
gnia,  come  vuole  l'enunciazione,  è di  20  persone,  1 soli  uomini 
dovranno  essere  meno  di  20,  e quindi  60  non  può  convenire  alla 
questione  proposta.  Per  altro  questo  secondo  valore  60  trovato 
per  x corrisponde  ad  un  secondo  problema  legato  col  primo  con 
la  stessa  equazione , ed  ò quello  in  cui  si  dicesse  che  il  numero 
degli  uomini  supera  quello  delle  donne  di  20,  e che  la  spesa  di 
un  uomo,  più  quella  di  una  donna  è di  5 lire.  Ed  in  fatti  60  sa- 
rebbe secondo  questo  nuovo  problema  il  numero  degli  uomini,  e 
quindi  40  quello  delle  donne.  Di  piu  ogni  uomo  avrebbe  speso 
12q  420 

•gg-=2  lire,  ed  ogni  donna  -jq=3  lire,  e 2 lire  più  3 lire  fanno 

appunto  5 lire , come  vorrebbe  l’ enunciazione  di  questo  secondo 
problema. 
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176.  Problema  IV.  Un  uomo  ha  distribuito  egualmente  4 lire 
ad  un  certo  numero  di  poveri:  te  vi  fossero  stali  4 poveri  di  meno, 
ognuno  avrebbe  avuto  5 centesimi  di  più.  Si  domanda  il  numero 
de'  poveri. 

Sia  * questo  numero.  Poiché  4 lire,  ossia  400  centesimi  si  sono 
divisi  egualmente  tra  x poveri  , ciascuno  ha  dovuto  averne  ^5?. 

£C 

Se  i poveri  fossero  stati  4 di  meno,  cioè  se  fossero  stati  x — 4, 

*nn 

allora  la  porzione  di  ciascuno  sarebbe  stata  di  ? centesimi , ma 

in  questo  caso , per  la  condizione  del  problema  , ciascun  povero 
avrebbe  avuto  5 centesimi  di  più , dunque  deve  superare  — 
di  5,  e perciò  si  avrà  l’equazione 


d) 


400  400  „ 

j — = o , 

x — 4 x 


dalla  quale  si  ricava 

400* — 400*4-1600=8** — 20* 
che  ordinata  diventa  ** — 4* — 320=0, 


e questa  risoluta  dà  *=20,  ed  *= — 16. 

Di  questi  due  valori  il  primo  20  risolve  il  problema  nel  senso  del- 
l’enunciazione, poiché  400  centesimi  divisi  tra  20  poveri,  danno  per 
ciascuno  20  centesimi  ; e se  i poveri  in  luogo  di  20  fossero  stati  16, 
cioè  4 di  meno,  ognuno  avrebbe  avuto  28  centesimi,  e quindi  8 cen- 
tesimi di  più.  Per  conoscere  se  l’altro  valore  — rl6  possa  conve- 
nire a qualche  problema  analogo,  cambiando  I’*  in  — * nell'equa- 
zione precedente  (1) , avremo  l' equazione 

400  400  _ 

g = 8 , 

— * — 4 — * 


ossia 


400  400 

* *-}-4' 


la  quale  può  riguardarsi  come  la  traduzione  algebrica  di  questo  pro- 
blema (n.  4/7).  Un  uomo  ha  distribuito  4 lire  egualmente  ad  un 
certo  numero  di  poveri  ; se  vi  fossero  stati  4 poveri  di  più,  ognuno 
avrebbe  avuto  5 centesimi  di  meno. 

In  questo  caso  i poveri  sarebbero  16  , poiché  400  centesimi 
divisi  a 16  poveri,  danno  per  ciascuno  28  centesimi:  e se  i poveri 
fossero  stati  4 di  più,  cioè  20,  ognuno  avrebbe  avuto  20  centesimi 
c quindi  8 centesimi  di  meno.  . 


177.  Problema  V.  Trovare  sulla  retta  che  unisce  due  lumi,  il 
punto  egualmente  illuminato. 

La  risoluzione  di  questo  problema  poggia  sul  principio  di  fisica, 
che  la  intensità  della  luce  ì in  ragione  inversa  de'  quadrali  delle  di- 
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utenze,  cioè  a dire  che  ad  una  distanza  doppia,  tripla,  quadrupla,  ec. 
la  intensità  della  luce  è 4 volte,  9 volle,  16  volte,  ec.  più  debole. 

- * 2 Sieno  A e B i punti  ove  sono 

C A C B posti  j jue  ]umj>  e g|a  £ j|  pUn 

to  della  retta  AB  che  li  unisce,  quello  che  n'è  egualmente  illuminato. 

Rappresentiamo  con  m , e con  n le  intensità  de’  due  lumi  al- 
l'unità di  distanza,  con  a la  retta  AB,  e con  x la  distanza  AC; 
sarà  a — x la  distanza  BC.  E poiché  la  intensità  della  luce  è in 
ragione  inversa  de'  quadrati  delie  distanze,  perciò  se  l'intensità  del 
lume  A all'unità  di  distanza  è m,  olla  distanza  2 unità  sarà  quattro 

volte  minore,  cioè  sarà  j ; alla  distanza  3 unità  sarà  j-,  ed  alla  di- 
stanza x unità,  ossia  al  punto  C,  sarà  Questo  valore  è il  quarto 
termine  della  proporzione  x*  : 1 ::  m Del  pari  se  il  lume  B 
all’  unità  di  distanza  ha  l’ intensità  n,  a 2 unità  avrà  l’intensità  ?, 
a tre  unità  ^ , ed  alla  distanza  a—  x unità , ossia  al  punto  C , 

avrà  l’intensità  Questo  valore  è il  quarto  termine  della 

(a— x) 

proporziono  (a — x)*  : 1 ::  n : n Ma  il  punto  C perchè  sia 

1“  00) 

egualmente  illuminato,  è d’uopo  che  le  intensità  che  hanno  in  questo 
punto  i due  lumi  sieno  eguali , dunque  dovrà  essere 


ovvero 


xm  (a — a;)*  ’ 
x%  m 


[a  — x )*  n 

Estraendo  da'  due  membri  la  radice  quadrata , si  ha 

V/'m 


— =— =±--=  , 

o— * 


ossia 

(1) 


x l^m  , X 
— , ed 


a~x  Vn  ’ 


o— x 
dalle  quali  si  ricava 

xVrn=al/rm — xVm , 
x\/n=z—  aV^rn-\-xV^m , 

per  cui  sarà 

a\/m  , al/m 

x=—— — , cd  x — —— — ■ 

t/m+l/fi  \/ m — \/n 
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Sottraendo  ciascuno  di  questi  valori  dalla  quantità  a,  onde  avere 
a — x , ch’è  la  distanza  che  ha  il  punto  B dal  punto  cercato  C,  si  avrà 

al/n  _ — al/n 


e — - 


l/m-f-l/n  I /m — l/n 

Dunque  le  distanze  che  ha  il  punto  cercato  da'  due  punti  A e B sono 
al/m  _ a l/n 


(2) 


x- 


: , ed  a — x- 


l/in  + l/n  l/m-|-l/n 

per  la  prima  soluzione,  e per  la  seconda  sono 

al /m  _ j — al/n 


(3) 


ed  a — x- 


I /m — l/n  l/m-t-l/n 

Esaminiamo  quale  di  queste  soluzioni  convenga  al  problema. 
Per  la  prima  soluzione  (2).  ciascuna  delle  parli  è minore  di  a. 


dacché  tanto  la  frazione 


l/m 


l/H-H/V  <*mnt0  |,altra  è mi- 

norc  di  1.  Dunque  il  punto  C cade  tra  A e B,  come  precisamente 
si  è supposto  nel  mettere  il  problema  in  equazione. 

Di  più  se  »f>n,  sarà  l/m-Hl/n<[|/m-H  l/m  ossia  <21 /m, 
c quindi  sarà 

al/m  ^ al/m  al/m  ..  „ 


al/m 


ovvero  — - 


l/m+|/»i  2l/»i  l/m-f-l/n^  2 

Dunque  quando  tn  è maggiore  di  n,  il  punto  C cadrà  di  là  della 
metà  di  AB , rispetto  al  punto  A , e quindi  cadrà  più  vicino  al 
punto  B che  al  punto  A. 

Se  m <^n , verrà  tutto  il  contrario  ; il  punto  C cadrà  di  quà 
della  metà  di  AB,  rispetto  al  punto  A,  c quindi  cadrà  più  vicino 
ad  A che  a B. 

Dunque  in  ogni  caso  il  punto  C cade  sempre  più  vicino  al  lume 
di  minore  intensità. 

In  fine  se  m = n,  sarà  x=~^=^,  e sarà  a—x  = ^^=^  : 

cioè  sarà  AC  = ^,  e BC=^-  In  tal  caso  dunque  il  punto  C cade 

alla  metà  di  AB , come  era  facile  prevedere. 

Esaminiamo  ora  la  seconda  soluzione  (3) , per  la  quale  le  due 
distanze  che  deve  avere  il  punto  cercato  da’  due  lumi  A c B,  sono 

fH/m  , — al/n 

ed  a — x — - 


X : 


l/m— l/n  ’ 


-l/n 


Se  m[>  n , la  prima  di  queste  due  distanze  è positiva , c la 

l/m 

seconda  è negativa  ; e siccome  .->/  ■ - è maggiore  di  1 , cosi 

\/  m — \/  n 

sarà  x^>a,  c perciò  questa  prima  distanza  dà  il  punto  C'  di  là 
di  B.  Per  conseguenza  la  distanza  del  punto  B al  punto  C',  do- 
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vendosi  prendere  in  direzione  opposta  u quella  stabilita  neil' equa- 
zione. è ragionevolmente  rappresentata  da  una  quantità  negativa. 

Se  riunii,  accederà  tutto  il  contrario,  cioè  la  prima  distanza  sarà 
negativa  , c la  seconda  positiva  , e ciò  dimostra  che  il  punto  C" 
è a sinistra  di  A. 

In  fine  se  m=n,  ciascuna  delle  due  distanze  diventa  infinita,  e 
ciò  vuol  dire  che  quando  i due  lumi  sono  di  eguale  intensità,  non 
esiste  nessun  punto  di  là  di  A e B,  che  sia  egualmente  illuminato. 

Dunque  in  generale  con  queste  due  soluzioni  l'algebra  ci  fa  co- 
noscere che  vi  sono  due  punti  egualmente  illuminati,  uno  compreso 
tra  A e B , e l’altro  sul  prolungamento  di  AB , e sempre  dalla 
parte  del  lume  di  minore  intensità. 

£ da  notarsi  che  secondo  l'enunciazione,  si  voleva  il  solo  punto 
compreso  tra  A e B,  e se  l’algebra  ci  ha  dato  anche  quello  ch’è 
fuori  di  questi  punti , è derivuto  dacché,  entrando  nell'equazione 
del  problema  il  quadrato  di  a — x,  questa  equazione  resta  la  stessa, 
sia  che  si  scriva  (a — x)%  o che  si  scriva  (x — a)*,  e perciò  la  stessa 
equazione  vale  tanto  pel  caso  in  cui  il  punto  cercato  trovasi  tra  A c B, 
quanto  per  quello  in  .cui  il  punto  cercato  è sul  prolungamento  di  AB. 


178.  Ecco  una  costruzione  di  questo  problema  con  la  quale  si 
mettono  in  maggiore  evidenza  i due  punti  egualmente  illuminati, 
uno  a sinistra  e l'altro  a destra  del  lume  B,  ch’è  di  minore  intensità. 


Da'  punti  A e B si  elevino  su  di  AB  le 
perpendicolari  AA'=j/m,  e BB'=J /»,  e 
quest’ ultima  si  prolunghi  al  di  sotto  di  AB 
di  una  quantità  BB"=BB'=l/n  : si  con- 
giungano i punti  A'  e B",  ed  A'eB';  le 
rette  A'B"  ed  A’B'  taglieranno  la  retta  AB 
ne’ punti  C,  e C'  che  saranno  i due  punti  egualmente  illuminati. 

Ed  in  fatti  i due  triangoli  simili  A'AC  , B"BC,  come  pure  i due 
altri  triangoli  simili  A'AC' , B^C*  danno  le  proporzioni 


AC  : BC  ::  ÀA'  : BB  ", 
AC'  : BC'  ::  AA'  : BB' , 


ossia  x : o — x ::  l/m  : l/n , 

X : * — 0 ::  I/n»  : l/n, 

dalle  quali  si  ricava 

x l/m 

ed  x l/m 

a — x~y~  ' e x — a—p^f 

e cambiando  i segni  ad  ambo  i membri  di  quest’ ultima,  si  hanno 
le  due  equazioni 

x l/m  _a: l/m 

!l  x l/n  ’ 6 a-X—  \Ax  ’ 

che  sono  appunto  le  equazioni  (1). 
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Se  m = u,  e quindi  l/m=|/n,  sa- 
rà AA'=BB'=BB'’,  rd  in  lai  raso  la 
retta  A'B"  taglia  AB  nel  punto  medio  C. 
e la  retta  A'B'  risultando  parallela  ad  AB, 
taglia  AB  all’inGnito.  Dunque  in  questo 
caso  uno  de  punti  egualmente  illuminati 
è in  C alla  metà  di  AB,  e l'altro  è all’in- 
finito. 


LEZIONE  XVIII. 


Equazioni  biquadrate,  ossia  equazioni  di  quarto  grado  reduttibili 
a quelle  di  secondo.  Trasformazione  dell'espressione 

n±|/ò. 


179.  Si  chiamano  equazioni  biquadrate  tutte  le  equazioni  di 
quarto  grado  che  contengono  le  sole  potenze  pari  dell' incognita. 
Queste  equazioni  si  chiamano  ancora  derivative  da  quelle  del  secondo 
grado,  perchè  si  possono  risolvere  come  quelle  di  secondo  grado. 

Segue  da  questa  definizione  che  le  equazioni  biquadrate  non  pos- 
sono avere  più  di  tre  termini,  cioè  quello  con  l’incognita  a quarto 
grado,  quello  con  l'incognita  a secondo  grado,  ed  il  termine  noto. 
Onde  ogni  equazione  biquadrata  potrà  mettersi  sotto  la  forma 

(1)  ax*±  bx'-h  c~0. 

Per  risolvere  questa  equazione  prenderemo  per  nuova  incognita 
il  quadrato  di  x,  ossia  faremo  x*=y , per  cui  sarà  x—±\/y, 
cioè  che  ad  ogni  valore  di  y corrispondono  due  valori  di  x , che 
sono  eguali  e di  segno  opposto. 

Elevando  a quadralo  i due  membri  di  x*=y , si  ha  aj*=y%  e 
sostituendo  nell'equazione  proposta  y’,  ed  y in  luogo  di  x * e di  x*, 
si  ottiene  l'equazione  di  secondo  grado 

(2)  ay'+by  + c — Q , 


la  quale  risoluta  dà 


— A ±1/6* — 4 or 

y= — 2 s — 


E poiché  si  ha  x=±|/y,  sarà 


-±V- 


6 ± 1/ 6* — \ac 


e si  ottengono  così  quattro  valori  per  x , che  a due  a due  sono 
eguali  e di  segni  opposti , e perciò  l' equazione  proposta  (1)  am- 
mette quattro  radici. 

Se  l'equazione  (2)  ha  le  sue  due  radici  reali  c positive,  la  pro- 
posta (1)  avrà  le  quattro  radici  anche  reali,  e saranno  due  posi- 
tive, e due  negative.  Se  l’equazione  (2)  ha  le  due  radici  negative, 

Lcz.  di  Alg.  « 
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o immaginarie,  la  proposta  (1)  avrà  le  quattro  radici  immaginarie. 
In  fine  se  l'equazione  (2)  ha  una  radice  positiva  e l'altra  nega- 
tiva, l’equazione  (1)  avrà  due  radici  reali  e due  immaginarie. 

180.  Problema.  Dividere  il  numero  8 in  due  parti  tali,  che  la 
somma  delle  loro  quarte  potenze  sia  1312. 

Sia  2x  la  differenza  delie  due  parti.  Poiché  la  somma  di  queste 
parti  è 8,  e la  loro  differenza  è 2x , perciò  (n.87)  sarà  4-t-x 
la  parte  moggiore  , e 4 — x la  parte  minore;  c siccome  la  somma 
delle  quarte  potenze  di  queste  due  parti  dev'essere  1312,  si  avrà 
perciò  l'equazione 

(3)  (4  4-  x)4-+-  (4  — x)l=  1312. 

Or  (4-l-a;),=r  16  4-8x4-x\  ed  elevando  i due  membri  a quadrato 
si  ottiene  (n.  130). 

(4-f-x)4=256-+-256x4-96.r*4-  16x44-x‘. 

Nello  stesso  modo  operando  , si  trova  che 

(4 — *)4=256  — 266.E  -+-  9Gx'—  1 6*’+  x* , 

onde  sarà  (4-1— (4- — x)4= 5 12-1-1 820:* -|-2x*,  e quindi  l’equa- 
zione (3)  del  problema  diventa 

512-t-192a:*-t-2js4=1312 , 
che  divisa  per  2 ed  ordinata  si  riduce  ad 

(4)  x44-96x'— 400=0. 

Facendo  x*=y  . sarà  x4=y* , c con  la  sostituzione  di  y*  e di  y 
in  luogo  di  x 4 e di  x' , l'equazione  (4)  diventa 
rf+  96y  — 400=0  , 

dalla  quale  si  ricava 

i/=4,  ed  y=— 100  ; 
e mettendo  x * in  luogo  di  y , si  ha 

x‘=4,  ed  x%— — 100. 

Queste  due  equazioni  evidentemente  danno 

x=±l^4  ed  x=±l/ — 100  , 
ossia  x=  ± 2,  ed  2=±10 1/ — 1 . 

Dunque  l'equazione  (4)  ammette  le  quattro  radici  x=2,  x— — 2, 
x=U)V/^\  , ed  10K=1. 

181.  £ da  notarsi  che  siccome  con  2x  si  ò rappresentata  la 
differenza  delle  due  parti , cioè  il  resto  che  si  ottieue  quando  da 
una  delle  parti  si  toglie  l'altra,  così  è chiaro  che  questa  differenza 
può  essere  positiva , o negativa , secondochè  si  toglie  dalla  parte 
maggiore  la  minore,  o pure  dalla  parte  minore  la  maggiore.  Con 
ragione  dunque  l'algebra  ha  dato  pel  valore  di  x due  quantità  eguali 
e di  segno  contrario,  cioè  4-2,  e -*2. 
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Prendendo  il  valore  positivo  di  x,  cioè  2,  una  delle  parti,  ch’è  4 +r, 
diventa  4+2=6,  e l’altra  parte,  ch'è  4 — x,  diventa  4 — 2=2, 
c perciò  le  due  parti  cercate  sono  6,  e 2.  Se  si  prende  per  x il 
valore  negativo  — 2;  una  delle  parti,  ch’è  4+x,  diventa  4 — 2=2, 
e l'altra  parte,  ch'è  4 — x,  diventa  4+2=6,  e si  hanno  perciò 
le  medesime  due  parti  6 e 2. 

Trasformazione  dell’espressione 

f/ a ±l/ft. 


182.  L’espressione  V a±\^b  è alle  volte  suscettibile  di  essere 
trasformata  in  un’  altra  più  semplice , composta  dalla  somma  , o 
dalla  differenza  di  due  radici  quadrate;  e questa  trasformazione  dà  il 
vantaggio  di  rendere  il  calcolo  molto  più  facile.  Per  conoscere  in 
quali  casi  questa  trasformazione  sia  possibile,  stabiliamo  l'equazione 

(3)  f/a-hl/b  = l/x+l/y  , 

la  quale  non  ha  nulla  di  assurdo,  dacché  elevando  i due  membri 
a quadrato  si  ottiene 

a-+-l/b  = x-hy-h2l/xy  , 

ch'è  un’equazione  in  cui  i due  membri  sono  della  stessa  forma. 

Ora  in  questa  equazione  passando  il  termine  a nel  secondo  mem- 
bro , ed  elevando  in  seguito  a quadrato , si  ha 

(4)  ò=(a5+y — a)*+4(x+y  — a)\/ xy  + 4xy. 

£ poiché  il  primo  membro  è una  quantità  razionale  , è d' uopo 
che  il  secondo  membro  sia  anche  razionale  , c per  essere  tale  è 
necessario  che  il  termine  irrazionale  4vr+y — a)l/rt/  sia  nullo. 
Or  questa  condizione  è verificata  quando  il  coefficiente  x + y— a 
del  radicale  è zero  : si  deve  dunque  avere 


x + y — a = 0 , 

donde  x + y = a , 

e l’equazione  (4)  diventa  4 xy=b. 

Elevando  a quadrato  i due  membri  dell'equazione  x + y = a,  si 
ottiene  x’+2xy  + y*=a’  e da  questa  togliendo  l'altra  4xy=6, 
resta  x‘ — 2xy  + y’=a* — b,  ossia  [x — y)*=a“ — 6,  e quindi  pren- 
dendo le  radici  si  ha  x — y=l/a* — b,  la  quale  una  volta  addi- 
zionata con  l’equazione  x + y = a,  ed  un'altra  volta  sottratta,  dà 
2 x = a+l/a* — b , e 2y  = a — l/a’ — 6,  dalle  quali  si  ricava 


x = ■ 


a +1/ a’ — b 


cd 


a — l/n*— -6 
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Sostituendo  questi  valori  nel  secondo  membro  dell’equazione  (3;,  si  ha 

(5)  ^ . 

In  questa  eguaglianza  , se  la  quantità  a* — 6 non  è un  quadrato 
esatto , il  secondo  membro  è più  implicato  del  primo , ed  in  tal 
coso  a nulla  giova  eseguire  questa  trasformazione,  dacché  il  cal- 
colo del  secondo  membro  sarebbe  più  laborioso  di  quello  del  primo. 

Ma  se  a * — 6 è un  quadrato  esatto;  se  per  esempio  è A*,  allora 
l/a* — 6 = A,  c l’equazione  (S)  diventa 

f/a-h  l/ft  = + l/|(a^À)  , 

nella  quale  il  secondo  membro  si  calcola  con  maggiore  facilità  del 
primo. 

Segue  da  ciò  che  la  trasformazione  è vantaggiosa  quando  a* — b 
è un  quadrato  esatto,  e quando  questa  condizione  non  ha  luogo, 
la  trasformazione  è infruttuosa. 

183.  Operando  similmente  sull’espressione  y' a — 1/6 , si  trova 
la  trasformazione 

f/^i 7h=i/a±^a'-b  _ y/ > 

che  nel  caso  a * — 6=  A*,  diventa 

(6)  j/ a — 1/ft  = k i(a A) — V'ìifl — A). 

184.  Esempio  I.  Sia  l'espressione  ^34  + 241/2,  questa  para- 
gonata all'altra  f/a  + l/6,  dà  a= 34,  e 1/6  = 241/1;  per  cui 
«*=1156,  e 6=( 24l/2)’=1152,  onde  sarà  a’— 6=1 156—1152=4, 
e l/a* — 6=2.  Dunque  la  trasformazione  è vantaggiosa,  e la  for- 
inola (5)  dà 

j/ 34  + =1/  18+1/16  , 

ed  essendo  l/l6  = 4,  e l/l8  = 3l/2,  perciò  sarà 
1/18=31/2,  e |/i6  = 4, 

1/34  + 241^  = 4 + 3 1/2. 

Esempio  11.  Sia  l'espressione  y'  11  — 61/ 2.  In  questo  caso  ab- 
biamo  a = 11,  e l/ft  = 61/ 2 , per  cui  sarà  a*=121,  e 6 = 72. 
Onde  a* — 6=121 — 72  = 49,  e quindi  1 /a* — 6 = 7 , e perciò 
la  trasformazione  è vantaggiosa.  La  formola  (6)  ci  dà 

[/ 11  — 6k/2=^/-i— j/lip?—\/9— 1/2=3— 1/2. 
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LEZIONE  XIX. 

Elevazione  a potenza  ed  estrazione  delle  radici  di  qualunque 

grado  dalle  quantità  monomie. — Come  si  renda  più  semplice 

un*  espressione  radicale  monomia , e come  si  passi  sotto  al  ra- 
dicale un  fattore  che  stia  fuori. 

185.  La  potenza  del  grado  m di  una  quantità  è il  prodotto  che 
si  ottiene  prendendo  questa  quantità  m volte  come  fattore,  ossia 
moltiplicandola  m — 1 volte  successivamente  per  se  stessa.  E poi- 
ché nelle  quantità  monomie  entrano  sempre  le  stesse  lettere  come 
fattori,  perciò  si  ottiene  la  potenza  mt,i,na  di  un  monomio,  facendo 
la  potenza  tne,ima  del  suo  coefficiente  numerico,  e moltiplicando  l’espo- 
nente di  ogni  lettera  per  m. 

186.  11  segno  poi  che  deve  avere  una  potenza  qualunque  di  un 
monomio  dipende  dal  segno  annesso  allo  stesso  monomio , e dal 
grado  della  potenza  a cui  deve  elevarsi. 

Se  il  grado  è pari,  la  potenza  è positiva,  perchè  risulta  dal  pro- 
dotto di  un  numero  pari  di  fattori  tutti  del  medesimo  segno. 

Se  poi  il  grado  è impari , la  potenza  avrà  lo  stesso  segno  del 
monomio  , perchè  risulterà  dal  prodotto  di  un  numero  impari  di 
fattori  tutti  del  medesimo  segno. 

Possiamo  dunque  stabilire  che  si  eleva  un  monomio  a potenza: 

1. “  Elevando  a potenza  il  suo  coefficiente  numerico. 

2. °  Moltiplicando  l'esponente  di  ciascuna  lettera  pel  grado  della 
potenza. 

3. "  Dando  alla  potenza  di  grado  pari  il  segno  +,  ed  a quella 
di  grado  impari  lo  stesso  segno  del  monomio  che  la  produce. 

Con  l'applicazione  di  queste  regole  si  ottiene 

(— 2a,6*)*=-t-16a"6*  , (— 3aV/=— 27aa6,\ 

187.  La  estrazione  della  radice  essendo  un’operazione  inversa 
dell’elevazione  a potenza,  essa  si  eseguirà  anche  con  le  regole  in- 
verse , cioè  si  estrae  da  un  monomio  la  radice  del  grado  m : 

1. *  Estraendo  la  radice  dal  suo  coefficiente  numerico. 

2. ”  Dividendo  per  m l’esponente  di  ciascuna  lettera. 

3. ”  Dando  alla  radice  il  segno  -+-  e — se  il  grado  m è pari , 
ed  il  segno  istesso  del  monomio  se  il  grado  m è impari. 

Si  dà  alla  radice  il  doppio  segno  ± quando  il  grado  m è pari, 
perchè  le  potenze  pari  possono  derivare  tanto  da  una  quantità  po- 
sitiva, quanto  dalla  stessa  quantità  presa  col  segno  negativo. 

Con  l'applicazione  di  queste  regole  si  ottiene 

$/— 125  a*à,v=—  5a*6‘  , t^ÌGaV=±2a*à. 

188.  Da  quanto  precede  è facile  dedurre  che  un  monomio  per 
essere  una  potenza  esatta  dt  un  dato  grado  deve  soddisfare  a queste 
condizioni  : 
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1. °  Che  il  suo  coefficiente  numerico  sia  potenza  esatta  del 
grado  della  radice. 

2. °  Cbe  l’esponente  di  ciascuna  lettera  sia  divisibile  pel  grado 
della  radice. 

3. °  Che  se  la  radice  è di  grado  pari,  il  monomio  da  cui  deve 
estrorsi  la  radice  sia  positivo. 

Quando  mancano  tutte  o parte  di  queste  condizioni , la  radice 
non  può  aversi  esattamente , c l' operazione  sarà  indicata , met- 
tendo il  monomio  sotto  al  segno  radicale. 


189.  Essendo  le  potenze  di  grado  pari  sempre  positive,  ne  segue, 
che  nessuna  quantità  negativa  potrà  essere  potenza  di  grado  pari, 
e che  perciò  è un  assurdo  il  domandare  la  radice  di  grado  pari  di 
una  quantità  negativa.  Questa  assurdità  si  enuncia  con  dire,  essere 
la  radice  immaginaria. 

Le  radici  immaginarie  sono  dunque  le  radici  di  grado  pari  da 
estrorsi  dalle  quantità  negative , o ciò  che  vale  lo  stesso , ogni 
radicale  di  grado  pari  che  ha  sotto  di  sè  una  quantità  negativa, - 
è un'espressione  immaginaria.  Cosi  — a,  \ V — b\  b + i/ — ab', 
sono  espressioni  immaginarie. 

Abbiamo  detto  che  quando  il  monomio  non  è potenza  esalta  del 
grado  della  radice  dimandata  , l’operazione  si  dinoterà  mettendo 
il  monomio  sotto  al  segno  radicale.  Or  l’espressione  cosi  ottenuta 
è spesse  volte  suscettibile  di  essere  simplifìcota  , osservando  che 
la  potenza  di  un  prodotto  è formata  dal  prodotto  della  potenza  di 
ciascun  fattore,  e che  per  conseguenza  la  radice  di  un  prodotto  è 
formata  dal  prodotto  della  radice  di  ciascun  fattore.  Questa  osserva- 
zione ci  permette  di  rendere  più  semplice  un  radicale,  cioè  di  ridurre 
la  quantità  sottoposta  ad  avere  il  minor  numero  possibile  di  fattori, 
e ciò  si  farà  decomponendo  la  quantità  che  sta  sotto  al  radicale  in 
due  fattori,  uno  che  sia  potenza  esatta  del  grado  della  radice , e 
l'altro  no  : dal  primo  fattore  si  estrarrà  la  radice,  e questa  si  mol- 
tiplicherà per  la  radice  indicata  dell'altro. 

Sia  per  esempio  il  radicale  l?/96a“6VI  : la  quantità  che  sta  sotto 
al  segno  si  decompone  ne’  due  fattori  2 V6V°x  3è*c  ; c siccome 
il  primo  fattore  ha  per  radice  2 abe',  e perciò  si  ha 


96a5à’c,,==  2abc'iy  3b‘c 


96=2".  3 
a’=as.i 
6’=à*.6* 


Così  ancora  la  quantità 
l^54a56’c’  si  riduce  a 3abc'  (/ 2u’c 


96aI6,c,,=2'aW.3à*c 


190.  Reciprocamente  si  passa  sotto  al  segno  radicale  un  fattore 
che  stia  fuori  elevandolo  alla  potenza  istessa  del  radicale.  Così 
3a^2Ó6=l?/27o*.2a6=  Ì>/Maib.  Del  pari  2aVt/2b=l/*aV-26 
= [/8a'bc'. 
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191.  Due  o più  radicali  si  dicono  simili  quando  sono  dello  stes- 
so, 8rado  t e differiscono  solo  ne’  segni , o ne’  coefficienti.  Così 

tòVylab'i  c 3ciy~a0‘  sono  radicali  simili.  Del  pari  —Sabbia* 7 bc 

e 4mnl/4a“ — 76c  sono  ancora  due  radicali  simili. 

LEZIONE  XX. 

Delle  espressioni  immaginarie  di  secondo  grado, 
e delle  potenze  di  |/ — 1. 


192.  Dall’essere  le  potenze  di  grado  pari  di  ogni  quantità  sempre 
positive,  ne  segue  che  una  quantità  negativa  non  potrà  esser  inai 
una  potenza  pari  , e perciò  le  radici  di  grado  pari  da  estrorsi 
dalle  quantità  negative  sono  sempre  immaginarie.  Quindi  ogni  radi- 
cale di  grado  pari  che  ha  sotto  di  sò  una  quantità  negativa,  dinota 
un'espressione  immaginaria,  ed  esso  è il  simbolo  di  un'operazione 
impossibile  ad  eseguirsi. 

Per  introdurre  intanto  questo  simbolo  ne’  calcoli  algebrici , è 
d’  uopo  convenire  sul  principio,  che  i segni  co'  quali  nell’  algebra 
si  dinotano  le  operazioni  da  eseguirsi  sulle  quantità  reali,  abbiano 
lo  stesso  significato  anche  quando  si  applicano  alle  espressioni  im- 
maginarie. 

Ammesso  questo  principio,  sia  b una  quantità  reale  qualunque, 
la  radice  quadrata  della  quantità  negativa  — 6*  sarà  rappresentata 
da  ±1/ — 6".  Ora  la  quantità  — 6*  essendo  il  prodotto  di  ò“  per  — 1, 
se  supponiamo  , come  nel  caso  di  fattori  positivi , che  la  radice 
quadrata  di  questo  prodotto  si  formi  moltiplicando  tra  loro  le  ra- 
dici de’ suoi  fattori,  ne  verrà  che  la  radice  quadrata  di  — 6’, 

ossia  ±1/ — ò*,  sarà  espressa  da  ±ò t/^T.  Onde  possiamo  sta- 
bilire che  le  due  espressioni  ± 1/^—6*  e ±bY/^\  sieno  equi- 
valenti. In  questo  modo  la  immaginarietà  si  fa  dipendere  da  l/— 1 , e 
quindi  ne’  calcoli  de’  radicali  immaginari  basterà  considerare  solo 
quelli  di  |/ — 1. 

Da  un’  altra  parte  sappiamo  che  quando  le  radici  di  un’  equa- 
zione completa  di  secondo  grado  sono  immaginarie,  esse  prendono 
la  forma  di  x=*±\/ — ; e poiché  la  parte  immaginaria 

ztV' — può  ridursi  a ±/3l/ — 1 , perciò  le  radici  immaginarie 
di  un'equazione  completo  di  secondo  grado  si  riducono  alla  forma 

x=a  ±(5 1/ — 1. 

193.  Ora  quantunque  si  dia  in  generale  il  nome  di  espressioni 
immaginarie  a tutte  quelle  espressioni  che  non  sono  suscettibili  di 
aleun  valore  positivo  o negativo,  pure  le  espressioni  immaginarie 
che  s’impiegano  ne’ calcoli  algebrici  sono  quelle  soltanto  che  pos- 
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sono  mettersi  sotto  lo  forma  « ± & V — 1 ; e noi  con  la  denomi- 
nazione di  espressioni  immaginarie  intenderemo  dinotare  quelle 
espressioni  appunto  che  possono  assumere  questa  forma. 

194.  Due  espressioni  immaginarie  si  dicono  coniugale  quando 
in  altro  non  differiscono  che  nel  segno  del  coefficiente  di  |/ — 1. 
Così  a + p\/ — 1 ed  « — Pi/ — 1 sono  due  espressioni  immagina- 
rie coniugate. 

195.  Ciò  posto,  il  simbolo  i/—\  essendo  la  radice  dell’equa- 
zione x *— — 1,  esso  potrà  considerarsi  come  quell'espressione  che 
elevata  a quadrato  riproduca  — 1,  e perciò  sarà  ([/ — 1)*= — 1. 
Per  conseguenza  sarà  (l/— ì)’=(l/ — \fi/—  1= — [/— l , e 
(l/ — l)*=(l/ — l)’(l/—  l)  = — 1 X — 1 = -4- 1.  Onde  si  avrò 

(y—\)'= i/=r , 

(,/— i)*=_i . 

(l/— T)*= — I/— I , 

(i/_i)Wi. 

Formando  del  pari  le  altre  potenze  superiori  alla  quarta,  si  tro- 
vano periodicamente  gli  stessi  quattro  risultamcnti  i/—  ì , — 1, 
— \/ — 1 , 4-1.  In  generale  indicando  con  n un  numero  intero 
qualunque . tutti  i numeri  interi  saranno  compresi  nelle  quattro 
espressioni  4n  , 4n-t-l  , 4n-+-2 , 4n4- 3 , e si  avranno  tutte  le 
potenze  di  1/ — 1 con  le  seguenti  formole 

(l/HT)*  =[(l/^i)‘],=(4-ir=4-l  . 

(^— ì)*'H-1==(l^T)‘V=l=(-f-  l)l/=A  = + , 

l)‘"(l/—l)’=(4-l)(— 1)=-1  , 

(l^l)‘-l+3=(l/^l)4"(|^l),= +1  • - t/ZTt  = — 1/CTi . 

Onde  per  conoscere  a quale  di  queste  quattro  espressioni  corri- 
sponda (l/  — l)*1 , si  dividerà  27  per  4 , e poiché  il  resto  è 3 . 
così  27  è della  forma  4n-i-3,  e perciò  sarà  (l/ — 1)”= — V’ — 1. 

196.  Siccome  si  considerano  eguali  due  espressioni  algebriche 
quando  sottratta  1’  una  dall’  altra  tutti  i termini  si  distruggono , 
perciò  è chiaro  che  due  espressioni  immaginarie  per  essere  eguali  è 
d’ uopo  che  vi  sia  eguaglianza  tra  le  loro  parti  reali  ed  i coeffi- 
cienti di  \/ — 1.  Così  se  si  ha  a-i-àl/ — 1 =a.-\-p\/ — 1 , sicco- 
me la  parte  reale  non  può  distruggere  la  parte  immaginaria,  perciò 
dovrà’ .essere  a = «,  e b—P. 

i ♦ ' 
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197.  Sicno  le  due  espressioni  immaginarie 

<14-61/—!  ed  «-+ -Pl/—l  . 

la  loro  somma  , la  loro  differenza  . ed  il  loro  prodotto  saranno 
(a4-6l/^T)4-(«-t-|3|/^T)  = (a4-«)4-(64-?)|/— 1 , 
(a+6^Z4)_(a+^t/Z4)  = (a_«)4-(6_pl/3ì  , 

(a  4-  61/— ì)  («4-/5  |/=!)  = (a<*  — 63)  4-  (o,3  4-  «6(l/^l . 

La  somma  di  due  espressioni  immaginarie  coniugate  a 4-  pj/ — \ 
od  a — £l/ — I è una  quantità  reale  2<*.  ed  il  loro  prodotto  «’-t-S* 
è anche  una  quantità  reale  positiva. 


198.  Il  valore  di  l/«*4-/5*  si  chiama  modulo  di^iascuna  delle 
due  espressioni  coniugate  <*4-/31/ — 1 ed  « — ,3 1/ — 1. 

Da  ciò  si  deduce  che  affinché  il  modulo  1/  «"4-  P'  sia  zero,  dovrà 
essere  «*4-/S’=  0,  e quindi  è necessario  che  si  abbia  <*=0,  e (3=0, 
ed  in  questo  coso  l'espressione  <*4-/Sl/^l  diventa  zero.  Segue 
quindi  che  l'espressione  a±pl/ — ! per  essere  zero,  convien  che 
sia  <*=0  , e (3  = 0.  Dunque  in  generale  , affinchè  un  polinomio 
composto  da  quantità  reali  c da  espressioni  immaginarie  sia  zero  è 
d'uopo  che  sia  zero  la  somma  delle  quantità  reali,  e zero  anche 
la  sojpma  delle  espressioni  immaginarie. 


199.  Sia  ora  da  dividersi  l’espressione  immaginaria  «4-^1/ — 1 
per  la  quantità  reale  p.  Supponiamo  essere  x4-yl/ — 1 il  quo- 
ziente , si  dovrà  avere  p(x  4-yl/ — 1)  = *4-/3|/  — t,  ossia 

px-¥-pyV' — t — a-t-|3t/ — 1,  e quindi  è d'uopo  che  sia  ;>x  = «, 
• flt  3 

e py=p,  dalle  quali  si  ricava  x— -,  ed  y = - c perciò  il  quo- 
ziente cercato  sarà 


i + V-ì. 
r p 


Sia  del  pari  da  dividersi  l’espressione  immaginaria  «4-61 / — 1 
per  l’altra  <*4-/31/ — 1.  Supponiamo  che  il  quoziente  sia  x-|-yl/ — 1 ; 
deve  aversi 


(«4-/31/ — l)(x-i-yl/ — l;  = a-t-61/ — 1 , 
ossia  («x — Py)  4-  («y  4-  Px)  1/ — 1 = 04-61/ — 1 

e questa  eguaglianza  si  decompone  nelle  due 

«x  — py  — a,  ed  «y  4-  Px  = 6 , 
dalle  quali  si  ricava 

»=?±£.  oa 


<x£-aP 


»*4-(s* 


Lez.  di  Alg. 
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e perciò  il  quoziente  cercalo  sarà 

na+fr|3  , ib-a? 


200.  Abbiamo  veduto  che  moltiplicando  le  due  espressioni  im- 
maginarie a -+-61/ — 1 ed  a-hPl/  — 1 si  ottiene  per  prodotto 
(a«  — 6P) -+-  (afi  -+■  <*6)  1/ — 1.  Ora  questo  prodotto  ha  por  modulo 

+/(o«— 6ft*+(ap  + «6)“ 

che  sviluppato  si  riduce  a 

l/flV-i-6T-+-aT-i-“,6i  = |/a>*-+- *»■;  + & V-+-p‘,> 
^(amH-6*)(«*-H5*)  =l/oi+6*  xl/«*+i5*. 

Ma  questi  due  fattori  l/aN-6’  e l/a*-i-|9’  sono  i moduli  delle 
due  espressioni  moltiplicate  a+-6l/— l ed  a 4- PI/—  1,  dunque 
possiamo  stabilire  che  il  modulo  del  prodotto  di  due  espressioni 
immaginarie  è quanto  il  prodotto  de’  moduli  delle  due  espressioni. 

Lo  stesso  si  dimostra  per  tre,  per  quattro,  ed  in  generale  per 
un  numero  qualunque  di  espressioni  ; e risulta  perciò  che  il  mo- 
dulo del  prodotto  di  più  fattori  immaginari  è quanto  il  prodotto 
de'  moduli  de  suoi  fattori. 


201.  Abbiamo  ancora  veduto  che  il  quoziente  delle  due  meifesime 
espressioni  a-t-6i/—l  , ed  «4-jH/ — 1 è 

*b  — a? | 

**-t-P*  V 

Or  questa  espressione  ha  per  modulo 


■ / (a»+6p)‘  («6— oj5)« 

V (a’^-pT  ’ 


che  si  riduce  a 


»«-+-£■)  -+-ft»(»«+  n 

K-+-PT 

t/a*-+  6* 


Ma  l/a*-+-6’  e i/«*+p*  sono  i moduli  delle  due  espressioni 
che  abbiamo  divise,  dunque  : il  modulo  del  quoziente  di  due  espres- 
sioni immaginarie  , è quotilo  il  quoziente  de’  loro  moduli. 
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LEZIONE  XXI. 


Calcolo  de' radicali  aritmetici  di  qualunque  grado. 


202.  1 radicali  aritmetici  sono  quei  radicali  che  hanno  sotto  di 
loro  quantità  positive,  e delle  quali  si  cercano  i valori  numerici 
delle  radici  indicate  dagli  indici  de'  radicali.  Essi  si  chiamano 
aritmetici  perchè  sono  l' indicazione  di  un'operazione  da  eseguirsi 
sopra  un  numero. 

Le  radici  de’  numori  che  non  son  potenze  esatte  del  grado  di- 
mandato non  possono  aversi  che  per  approssimazione.  E quantun- 
que questa  approssimazione  possa  spingersi  lant'  oltre  da  ren- 
dere l'errore  trascurabile,  pur  tuttavia  se  questa  radice  s’intro- 
duca come  elemento  di  un  calcolo,  e che  su  di  essa  si  eseguano 
dello  nuove  operazioni , può  avvenire  che  quell’errore  ch’era  in- 
sensibile sul  principio,  si  aumenti  a segno  da  rendere  il  valore 
del  risultamento  finale  molto  lontano  dal  vero. 

Ad  oggetto  di’  evitare  questo  inconveniente  giova  accennare  la 
radice  con  mettere  la  quantità  da  cui  deve  cstrarsi  sotto  al  segno 
radicale,  e poi  introdurre  questo  radicale  nel  calcolo,  eseguendo 
su  di  esso  quelle  .operazioni  che  la  natura  del  calcolo  prescrive , 
riserbando  la  estrazione  della  radice  come  l'ultima  operazione  da 
eseguirsi.  Ma  per  ciò  fare  è d’uopo  conoscere  in  che  modo  si  possano 
eseguire  sopra  i radicali  le  sei  operazioni  fondamentali  dell’algoritmo 
algebrico;  cioè  l’addizione,  la  sottrazione,  la  moltiplicazione,  la 
divisione,  la  elevazione  a potenza,  e la  estrazione  delle  radici. 


203.  L’addizione  e la  sottrazione  de’ radicali  si  esegue  indican- 
dola con  i segni  e — . Però  se  i radicali  sono  simili  (n.  202). 

o che  possono  tali  addivenire , l' espressione  che  si  ottiene  è 
suscettibile  di  riduzione , dacché  il  radicale  diventa  fattore  co- 
mune. Cosi  per  addizionare  o sottrarre  i due  radicali  dissimili 
3a\yó  e Scl^d,  si  scriverà  3a\yi)  4-  6cl/d  per  l'addizione,  c 
3a\/b — per  la  sottrazione. 

Del  pari  volendo  addizionare  o sottrarre  i due  radicali  simili 
3a]yì>  e Bef^ò,  si  farà  3a&/bj-Sc\yb  per  l'addizione,  e 3a$/b— ocl^ft 
per  lasottrazione.Ma  perchè  in  queste  espressioni  il  radicale  è fattore 
comune  ad  ambo  i termini,  cosi  esse  si  riducono  a (3a-t-5c)l/ò , 
e a (3a— 5c)|^. 

Da  ciò  si  ricava  che  la  somma  o la  differenza  di  due  radicali 
simili , è eguale  al  radicale  comune  moltiplicato  per  la  somma  o 
per  la  differenza  de’  loro  coefficienti. 

Sia  ancora  da  addizionare  i tre  radicali 

3al^26*c  , 5ct^32ò*c  , 7d0'Ì626JV\ 
si  avrà  3al^2òV  -+-  5ct^ 326* c + 7(/l''/lfi2fr”,c1’. 
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K poiché  il  secóndo  ed  il  terzo  radicale  possouo  addivenire  si- 
mili al  primo,  per  essere  (n.  189)  1^326‘c  =1^166*  • 26*c  = 
2b\y2brc  , e V^Ttì2^V’==  V^8Ì6V,-26"*c==  36V  VWc  , perciò 
si  avrà 

3a  V2b\+-  5 c Vm’c  -c  7<HJ/1626‘V*  = 3a  ^26*c+  106cl^26*c 
H-  2 1 b’c’dl^  2b'c=(3a  -j-lObc-h  216Vd;l^2òi^ 

2<»4.  Prima  di  progredire  osserveremo,  che  siccome  p'a  dinota 
.mia  quantità  clic  entra  m volte  fattore  in  a,  ossia  che  elevata  alla 
potenza  m produce  a,  cosi  dovrà  essere  (y/d)”'—a\  e perciò  pos- 
siamo stabilire  il  seguente  principio. 

Un  radicale  sì  eleva  alla  potenza  indicala  dal  suo  indice,  soppri- 
mendo il  segno  radicale. 

Ciò  posto,  proponiamoci  di  moltiplicare  due  radicali  dello  stesso 
indice,  per  esempio  p /a  per  p^ò. 

Poiché  la  potenza  di  un  prodotto  nasce  dal  prodotto  delle  po- 
tenze de’ suoi  fattori,  perciò  sarà  (P/«xl/'ò)m=(|//«) 

Ma  pel  principio  stabilito  si  ha  (p/n)'‘=a  , e (P'b/"=b,  dunque 
sarà  ( p'ax  C^b)m=  ab , e prendendo  la  radice  m“i*“  verrà 

l^b  =\~'ub. 


Dunque  : si  moltiplicano  i radicali  dello  slesso  indice,  con  moltipli- 
care le  guanlilà  sottoposte  , e dare  al  prodotto  lo  stesso  segna  ra- 
dicale comune. 

Esempi 

1. °  Salali  x 7(rt/3a=3o(J(fC/3(i’ò=35a*(ll/3Ó  (»i.  200). 

2. °  4 d\ydAbxùc  C'  ale—  20cd  P/óiòic=20(icWl^òic. 

3. °  2l^aiòrx30/ai6,=  101>W==:  10u6Pvàb. 


203.  Sieno  ora  da  dividersi  due  radicali  dello  stesso  indice,  per 
esempio  X/a  per  l/'b. 

Osservando  che  la  elevazione  a potenza  e la  estrazione  della  ra- 
dice sono  due  operazioni  inverso  e che  l'una  distrugge  l’ effetto 

dell'altra,  sarà  facile  comprendere  che  l'espressione  non  cam- 

bierà  se  prima  si  eleva  alla  potenza  m,  e poi  da  questa  si  estrae 
la  radice  me,ima.  Ma  per  Io  principio  stabilito,  la  potenza  m***"* 

di1^’  “ 


— è e di  questa  la  radice  é y\,  dunque  sarà 


Vb  V b' 

cioè  a dire  che:  si  dividono  due  radicali  detto  stesso  indice  con  di- 
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videre  tra  loro  le  quantità  sottopone,  e ilare  al  quoziente  lo  stesso 
segno  radicale  romane. 

Esempi 


1. 


5al^aV  5«,</a]òJ  5 a « 

3AIVW*  _ a,'“  ~ 36*^  a ‘ 

7 a'VaVd  '7a\‘/aJciiÌ  7 0\5,— . 

"2^fl*C  W “5V  WKacrf’ 


206.  Secondo  il  principio  qui  avanti  stabilito  si  ha  (Pjo")w=an. 
cd  elevando  i due  membri  alla  potenza  p,  si  ottiene  (l /an)mp=a’,p. 
Estraendo  la  radice  mpt,i,na , si  ricava 

\/aH= ì/^Tp. 

Esaminando  questo  risultamento  si  vede  che  si  passa  dal  primo 
radicale  al  secondo  con  •moltiplicare  per  p tanto  l’ indice  ni  del 
radicale  quanto  1’  esponente  n della  quantità  sottoposta  , e che  si 
passa  dal  secondo  rudicale  al  primo  dividendo  per  p si  l' indice  mp 
del  radicale,  che  l'esponente  np  della  quantità  sottoposta. 

Dunque  possiamo  conchiudere  che  : un  radicale  aritmetico  non 
cambia  di  valore,  quando  si  moltiplicano,  o si  dividono  per  lo  stesso 
numero  si  l'indice  del  radicale  che  l' esponente  della  quantità  sotto- 
posta. 


207.  Questa  conchiusione  ci  dà  il  mezzo  di  trasformare  due  ra- 
dicali d'indici  diversi,  in  due  altri  radicali  equivalenti  e che  ab- 
biano» lo  stesso  indice. 

Sieno  l/a5  e l/t/1*  i due  radicali  d’indici  diversi:  se  moltipli- 
chiamo l’indice  del  primo  e l’esponente  della  quantità  sottoposta 
per  p,  e moltiplichiamo  l’indice  del  secondo  e l'esponente  della 
quantità  sottoposta  per  m,  i due  radicali  non  cambiano  di  valore,  c 

"F "f 

si  trasformano  ne' due  l/a"p  e V am*  clic  hanno  lo  stesso  indice  mp. 

Da  questo  metodo,  che  si  può  applicare  a più  radicali,  si  ricava  che: 

Per  ridurre  più  radicali  allo  stesso  indice  bisogna  moltiplicare 
l'indice  di  ogni  radicale  e l'esponente  della  quantità  sottoposta  pel 
prodotto  degl'indici  degli  altri  radicali. 

Sieno  da  ridursi  allo  stesso  indice  i radicali  l/a  , l/ft*  , l*/ 3c* , 
praticando  secondo  la  regola  esposta  si  avrà 

. l/a** , |/r  , 1/(37?  , 
ossia  l /«'*  , l /&’*  , |/729c". 

208.  Quando  gl' indici  de' radicali  non  sono  numeri  primi  tra  loro, 
e perciò  hanno  un  minimo  dividendo  minore  del  loro  prodotto,  i 
radicali  si  possono  ridurre  allo  stesso  indice  anche  nel  seguente  modo. 
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Si  dia  a radicali  per  indice  comune  il  minimo  dividendo,  indi 
in  ogni  radicale  si  moltiplichi  /’  esponente  della  quantità  sottoposta 
pel  quoziente  che  risulta  dal  dividere  il  minimo  dividendo  per  i in- 
dice dello  stesso  radicale.  . . 

Così  nell'  esempio  proposto  , il  minimo  dividendo  de  tre  indici 
è 12,  e perdi»  si  darà  a’ radicali  per  indice  comune  12.  Indi 
l' esponente  della  quantità  sottoposta  al  primo  radicale  si  molti- 
plicherà per  6,  quoziente  che  risulto  dal  dividere  12  per  l’ indice  2 
del  radicale;  l’esponente  della  quantità  sottoposta  al  secondo  ra- 
dicalo si  moltiplicherà  per  4,  quoziente  di  12  diviso  per  3 indice 
del  secondo  radicale  ; e l' esponente  della  quantità  sottoposta  al 
terzo  radicalo  si  moltiplicherà  per  3,  quoziente  di  12  diviso  per  4 

it  *a  i» 

indice  del  radicale.  Si  avranno  così  i/o1,  l/à1,  |/ (3c’)\  ovvero 

il  it  ia  

I/o1,  I /6*.  1/27 c*. 

209.  Con  la  riduzione  de’  radicali  allo  stesso  indice  sarà  Tacile 
moltiplicare  o dividere  due  radicali  d'indici  diversi,  e ciò  si  farà 
con  ridurre  prima  i radicali  allo  stesso  indice  , e poi  su  questi 
eseguire  la  moltiplicazione  o la  divisione  secondo  le  regole  stabilite. 
' Ecco  degli  esempi  : 

1.*  3al/^x5l/M=3al^2^x5|/W’ 

= 3al/4a*  X 51/276*  = 15al/l08aV . 


2.°  51/ a*-t-  6*  X 31 /a\^b'  = 5l/(o*-+-  6*)* X 3l^{a'~- 6*)* 


3 o 3o|/  (a+q)* 

46*|/(à+Tj  — 


(q+6)* 

(a+6)* 


3a 


46' 


V (a-t-6)*. 


210.  La  potenza  di  un  radicale  si  ottiene  moltiplicando  il  radi- 
cale piu  volte  successivamente  per  se  stesso;  c siccome  la  molti- 
plicazione de'  radicali  dello  stesso  indice  si  esegue  moltiplicando  le 
quantità  sottoposte , perciò  un  radicale  si  eleva  a potenza  , ele- 
vando alla  potenza  dimandata  la  quantità  sottoposta. 

Cosi  per  elevare  a cubo  il  radicale  1/ ab',  si  eleverà  a cubo  la 
quantità  sottoposta  ab' , e verrà  ab')' =\y[ab')'=\y  a'b'.  Del 

pari  {\/2a'b?y=\y  (2a*6c*)‘=l/l6a‘6V* =ac\/ Ì66V . 

Quando  l' indice  del  radicale  è divisibile  pel  grado  della  potenza 
a cui  deve  elevarsi,  l'operazione  può  ancora  eseguirsi  con  dividere 

l' indice  del  radicale  pel  grado  della  potenza.  In  Tatti  elevando  I /a* 
alla  potenza  />,  secondo  la  regola  stabilita  verrà 

{\/(f  )p=  \/àrr , 
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e nel  secondo  membro  dividendo  per  p sì  l'indice  del  radicale  che 
T esponente  della  quantità  sottoposta  , il  radicale  non  cambia  di 
valore  , c si  ottiene 

Dunque:  si  eleva  a potenza  un  radicale  o elevando  alla  potenza 
dimandala  la  quantità  sottoposta , o dividendo  l'  indice  del  radicale 
pel  grado  della  potenza. 

211.  Poiché  il  radicale  l ? a elevato  alla  potenza  p dà  I ¥ av , ' 
sarà  l/a  la  radice  p,,ima  di  \/  , cioè  sarà  ( /'P'a*  = STa.  I 

Del  pari  essendo  l/a  la  potenza  pr,ima  di  1/  a,  sarà  l/a  tara-  : 

dice  p"*"*0  dì  \/à , cioè  sarà  \/ l/a  = l/a. 

Questi  due  risultamcnti  dimostrano  che:  Si  estrae  la  radice  da 
un  radicale  , o estraendo  dalla  quantità  sottoposta  la  radice  di- 
mandala, o moltiplicando  l'indice  del  radicale  pel  grado  della  radice 
da  estraisi. 


LEZIONE  XXII. 


Degli  esponenti  frazionari,  e degli  esponenti  negativi. 

212.  Sappiamo  che  da  una  quantità  si  estrae  la  radice  dividendo 
l’esponente  della  quantità  pel  grado  della  radice  du  estrarsi.  Se 
da  am  si  voglia  ostrarre  la  radice  del  grado  n,  si  deve  dividere  m 

per  n,  di  maniera  che  facendo  ^='q,  sarà  aq  lo  radice  cercata, 

o ciò  che  vale  lo  stesso  sarà  a1  = \'/am. 

Or  se  in  luogo  di  q mettiamo  il  suo  valore  ^ questa  eguaglianza 

m M 

diventa  an  = \Xam  , e l’espressione  «*  tiel  caso  che  — sia  intero, 
dinota  ancora  la  radice  di  am.  Ma  è chiaro  che  trattandosi 

m 

d’indicazione,  l’idea  annessa  all’ espressione  a",  ossia  all'opera- 
zione eh' essa  rappresenta,  dev'essere  indipendente  da  ogni  valore 

particolare  che  possa  attribuirsi  all'esponente  — ; e per  conse- 
guenza questa  operazione  deve  rimanere  sempre  la  stessa,  comunque 
sia  il  valore  di  questo  esponente,  o intero  o frazionario.  E poiché 

m 

nel  caso  che  m sia  divisibile  per  «,  l’csprcssiohc  addinola  la  ra- 
dice n,,imo  di  am,  è d’uopo  che  in  ogni  altro  caso  essa  abbia  lo 
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stesso  significato  ; ed  è perciò  che  anche  quando  ^ sia  una  fra- 

III 

zionc,  l’cspressinne  a”  dinoterà  ancora  la  radice  nM,l"a  di  am.  La 
sola  differenza  tra  questi  due  casi  consiste,  che  quando  la  divisione 
di  m per  n può  eseguirsi,  la  radice  può  estrarsi  ; ma  se  lo  divisione 

non  può  effettuarsi , e che  perciò  si  accenna  con  la  frazione  — , 

allora  nò  anche  la  radice  può  estrarsi,  c si  accenna  con  dare  alla 

quantità  a l'esponente  frazionario  —■  Onde  ogni  quantità  che  ha 

l'esponente  frazionario  è l'indicazione  di  una  radice  da  estrarsi, 
c significa  che  la  quantità  che  n’è  affetta,  deve  elevarsi  alla  po- 
tenza indicata  dal  numeratore  del  suo  esponente,  e che  poi  da  questa 
potenza  deve  cstrursi  la  radice  del  grado  del  denominatore. 

m 

Segue  da  ciò  che  le  due  espressioni  a"  e | / am  hanno  sempre 
lo  stesso  significato  , e costituiscono  due  diverse  maniere  di  rap- 
presentare la  stessa  quantità.  E poiché  sono  eguali,  perciò  all' una 
può  sempre  sostituirsi  l'altra. 


213.  Le  regole  da  praticarsi  sulle  quantità  affette  da  esponenti 
frazionari  per  eseguire  la  moltiplicazione,  la  divisione,  la  elevazione 
a potenza,  e la  estrazione  della  radice,  sono  quelle  stesse  che  si 
adoperano  pel  caso  degli  esponenti  interi,  ed  esse  possono  verifi- 
carsi paragonando  i risultamene  che  si  ottengono,  con  quelli  che 

si  otterrebbero  se  agli  esponenti  frazionari  si  sostituissero  i radicali. 

2 *_ 

l.°  Sia  da  moltiplicare  o’  per  a*  ; secondo  la  regola  degli 
esponenti  interi  verrà 

> i t.i  _i_t  , « x. 

a‘  xa‘=a*  1 =a  ■ * =a‘ * — a Tr=a  a‘  *, 


»_  * a 

c sostituendo  al  fattore  a'*  il  suo  equivalente  V'a* , si  ha  il 

» i. 

prodotto  aj/V. 

* 

l’cr  verificare  questo  risultamento  sostituiamo  a’ fattori  a‘  , ed 
aT  i radicali  Va’  e \V  a‘ , il  loro  prodotto  sarà 


. l/^xLV=P'«,xPa,=K^==^a,*.a!’ 


che  corrisponde  precisamente  al  primo  prodotto  ottenuto. 
In  generale 


VI  V •»  . £ mp-j-nq  np  

a'xfl^*  p=a  np  =j/a«p+»s. 


Sostituendo  a questi  fattori  i loro  radicali  corrispondenti  si  ha 

• P __  V V "f>  

l/a“x|/a«=l/am',x  1 /an«=  1 /amP+”<i , 

e questo  risultamento  è identico  al  primo. 
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A i 

2.*  Sia  da  dividere  a‘  per  a»;  secondo  la  regola  degli  espo- 
nenti interi , verrà 

qX  1 * » S — t 7 » o 

-j—al  *=o  »•  =a*«=i/^r 
a* 


A A — 

e sostituendo  alle  quantità  a*  ed  a’  i radicali  corrispondenti  Va* 
e l^a*  , si  ha 


4 »« 

VX*  VX* 

a » o 

i/o*  vx* 


e questo  risultamento  corrisponde  al  precedente. 

In  generale 

«i  £ m p mg — np  

a*  : a?  = a*  »=a  "*  = l/am?-np  , 
sostituendo  i radicali  , si  ha 


Va"  __  l/i5» 

* •* 

VX'  l/n’'1 


|/a«v-»r 


che  corrisponde  all'  altro  ottenuto. 

J» 

3.°  Sia  da  elevarsi  a*  alla  quinta  potenza;  secondo  la  regola 
degli  esponenti  interi  , verrà 


/ »\*  i*  tì  1 . l,— 

la")  —a  * =a  ’ =a,  ar=a* Va. 


Sostituendo  alla  quantità  a*  il  radicale  a* , verrà 

a*)’ =\yàr*—}y  a*  • a = a*\yn , 

risultamento  identico  al  primo. 

In  generale 

/ m P mp  ■ 

io")  —an  =1/0”**. 

Sostituendo  il  radicale , si  ha  (l/a"^p==l/ amp  che  corrisponde 
al  precedente. 

4."  Sia  da  estrorsi  la  radice  quinta  da  a’.  Secondo  la  regola 

_ » I « 

degli  esponenti  interi  verrà  a‘'= l/a*.  Sostituendo  alla  quantità 

il  radicale  a*  , si  ho  1/VT*  =1/  a* , come  nel  precedente  ri- 
sultamento. 

Con  questi  esempii  le  regole  degli  esponenti  interi  restano  ve- 
rificate anche  per  gli  esponenti  frazionari. 

Lei.  di  Alg.  *» 
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214.  Nella  divisione  delle  quantità  monomie  l'esponente  che  una 
lettera  deve  avere  nel  quoziente  si  determina  sottraendo  dall'espo- 
nente che  questa  lettera  ha  nel  dividendo , quello  eh' essa  ha  nel 
divisore. 

Questa  regola  suppone  che  la  lettera  abbia  nel  dividendo  un 
esponente  non  minore  di  quello  che  ha  nel  divisore,  e questa  sup- 
posizione è cosi  essenziale,  che  forma  una  delle  condizioni  richieste 
per  istabilire  la  esatta  divisibilità  di  due  monomi  (n.  40).  Ma 
quando  questa  supposizione  non  si  verifica,  quando  cioè  una  lettera 
ha  nel  dividendo  un  esponente  minore  di  quello  ch'essa  ha  nel  di- 
visore , allora  l' esponente  che  la  regola  della  divisione  assegna  a 
questa  lettera  nel  quoziente , verrà  negativo,  ed  in  tal  caso  con- 
viene fissare  con  precisione  il  significato  che  deve  attribuirsi  ad 
un  tale  esponente. 

qVÌ 

215.  A tale  oggetto  nell’eguaglianza  —=am-B  possiamo  distin- 
guere tre  casi,  secondochè  sarà  m maggiore , eguale,  o minore  di  n. 

Sia  m>n;  se  facciamo  m = n+p,  l’espressione  am~ * diventa 
a„+p— «__ap,  e fa  vedere  che  la  divisione  di  a”1  per  a”  può  ese- 

guirsi  e che  ap  è il  quoziente.  Ed  in  fatti  nel  primo  membro  — 

(ln 

dell’eguaglianza  mettendo  n-f-p  in  luogo  di  m,  si  ottiene  pel  quoziente 

d»»-t-p  an,ov 

cercato  — — = =ar,  eh' è un  risultamenlo  identico  all’ altro. 

216.  Se  m = n,  allora  l’espressione  am~n  diventa  a",  e per 
comprendere  il  significato  di  questo  risultamento,  si  osserverà  che 
dall’essere  m=n,  il  dividendo  am  diventa  eguale  al  divisore  a", 
e che  il  loro  quoziente  per  conseguenza  dev’essere  l’unità,  ragione 
per  cui  anche  a°  dovrà  rappresentare  l'unità.  E per  maggiore  con- 
vincimento giova  riflettere  che  la  potenza  di  una  quantità  essendo 
il  prodotto  della  quantità  più  volte  moltiplicata  per  se  stessa  ; il 
suo  esponente  può  considerarsi  come  quel  numero  che  dinota  quante 
volte  l’ unità  si  deve  successivamente  moltiplicare  per  quella  quantità, 
onde  avere  la  potenza  dimandato.  Cosi  os  è lo  stesso  che  lxaxaxa; 
a * è Io  stesso  che  l.o.a.n.a,  ed  in  generale  am  è lo  stesso 
che  \. a. a. a. a. a. . .a.  Quindi  è naturale  ammettere  che  l’espres- 
sione a°  dinoti  ancora  che  l1  unità  debba  moltiplicarsi  zero  volte 
successivamente  per  a , ossia  nessuna  volta  ; ma  F unità  nessuna 
volta  moltiplicata  per  a,  dà  la  stessa  unità,  dunque  con  ragione  a’ 
dovrà  rappresentare  il  solo  fattore  1.  Onde  possiamo  convenire  che: 
qualunque  quantità  affetta  dall'esponente  zero  rappresenta  l' unità. 

217.  Sia  in  Gne  m<n:  si  faccia  n=m+p,  e ncll’eguaglian- 
za  — pongasi  m+p  in  luogo  di  n,  si  avra  qtn_)_>1=: 

am-m-p  t ossju  .J"  _ = a-p  t c sopprimendo  da’  due  termini  della 
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frazione  del  primo  membro  il  fattore  comune  am , si  ha  ~=a-P  : 

cioè  che  : ogni  quantità  alleila  da  un  esponente  negativo  è uguale 
ad  una  frazione  che  ha  per  numeratore  l'unità,  e per  denomina- 
tore la  stessa  quantità  con  l’esponente  positivo. 

A questa  conseguenza  si  può  giungere  ancora  osservando  che  la 
quantità  a~i’  non  varia  se  la  moltiplichiamo  e la  dividiamo  per  ap, 

avremo  perciò  a~ p=-  ~r  - =~p  ; ma  a°=l,  dunque  sarà  a-p=—r- 


218.  Le  regole  degli  esponenti  positivi  si  applicano  ancora  agli 
esponenti  negativi;  di  modo  che  nella  moltiplicazione  o nella  di- 
visione di  due  quantità  rappresentate  da  una  stessa  lettera  affetta 
da  due  esponenti  negativi  diversi , bisogna  addizionare  gli  espo- 
nenti nella  moltiplicazione,  e sottrarli  nella  divisione.  Cosi  per  mol- 
tiplicare , o per  dividere  le  due  quantità  a~p  ed  a— « , si  farà 

a-Pxiri=fl-M  per  la  moltiplicazione,  ed  -r?=a-i,  + v per 

la  divisione.  Ed  in  fatti,  sostituendo  alle  quantità  o~p  cd  a~i  le 

loro  frazioni  equivalenti  ~ ed  il  loro  prodotto  sarà  ì,x^  = 

■^~^=a—e—^,  ed  il  loro  quoziente  sarà 


<f 


f=a- 


-p+v. 


Per  la  elevazione  a potenza  e per  la  estrazione  della  radice  si 
praticherà  del  pari  la  regola  degli  esponenti  positivi.  Cosi  volendo 

elevare  alla  potenza  m la  quantità  a— p,  verrà  («— r>) m =a—mr=  Arp  , 

e volendo  da  a~p  estrarre  la  radice  del  grado  m,  si  farà 

I7ÌFÌW". 

Ed  in  fatti  sostituendo  alla  quantità  a~ p la  frazione  ^ , si  ha 


— a~mP 


e si  ha  del  pari 


219.  Gli  esponenti  negativi  si  possono  applicare  a mettere  alcune 
frazioni  sotto  forma  intera.  Se  si  avesse  la  frazione  ^ r , siccome 

C 

questa  equivale  a 3a*6.4.  cosi  mettendo  in  luogo  di  -,  la  sua  espres- 

sione  equivalente  e—3 , la  frazione  data  diventa  3a7/e“3.  Questo 
esempio  ci  fa  vedere  clic  : in  ogni  frazione  i fattori  del  denomi- 
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natore  si  possono  passare  al  numeratore , cambiando  i segni  agli 
esponenti  di  questi  fattori. 

Reciprocamente , poiché  la  quantità  30,'bc-3  si  riduce  alla  fra- 


zione — -j— , così  quando  una  quantità  contiene  fattori  affetti  da  espo- 
c 

nenti  negativi,  si  possono  mettere  questi  fattori  al  denominatore , 
cambiando  » segni  a' loro  esponenti. 

Con  questo  principio  l'espressione  frazionaria 


3 a'b  2nV  4m*n’ 

ivr+7y~' 

si  può  mettere  sotto  questa  forma  intera 


3a*òc— 3 — 2a'db~  3c—  s-j-4m"n'p—  3q~  *• 


LEZIONE  XXIII. 

Della  progressione  per  differenza.  Termine  generale. 
Somma  di  m termini. 


220.  Si  chiama  progressione  per  differenza , o pure  aritmetica, 
una  serie  di  quantità  tali  , che  ciascuna  è quanto  la  precedente 
accresciuta  di  una  quantilà  costante  che  si  chiama  ragione  della 
progressione.  Se  questa  ragione  è positiva  , i termini  della  pro- 
gressione vanno  aumentando  , e la  progressione  si  dice  crescente. 
Per  l'opposto  se  la  ragione  è negativa,  i termini  vanno  diminuendo, 
e la  progressione  si  dice  decrescente. 

Per  indicare  che  più  quantilà  a,b,c,d...  formano  una  progressio- 
ne per  differenza,  si  scriveranno  queste  quantità  nel  seguente  modo: 

-a.b-c-d. . . ec., 

e ciò  perchè  tre  termini  consecutivi  qualunque  formano  sempre 
una  proporzione  continua  per  differenza. 

221.  Due  sono  le  principali  ricerche  che  di  ordinario  si  fanno 
sulle  progressioni:  quella  cioè  di  trovare  un  termine  qualunque, 
e quella  di  trovare  la  somma  di  più  termini  senza  il  soccorso 
determini  precedenti.  Ci  limiteremo  perciò  a trattare  solo  di  queste 
due  ricerche. 

Sieno  a , b , c , d ,. . . h ,i  ,k  ,1,  i successivi  tn  termini  di  una 
progressione  per  differenza,  e sia  r la  ragione,  ossia  la  differenza 
costaute  di  un  termine  sul  precedente;  sarà 

b=a-hr , 
c=6+r , 
d=c  + r , 

i — h-t-r , 
k=i  -4-r , 

I =k-hr. 


Digitized  by  Cìooolc 


— 165  — 


Addizionando  in  corrispondenza  queste  m — 1 eguaglianze  , e to- 
gliendo da  ambo  i membri  le  quantità  comuni , resterà 

(1)  J=a-+-(m — l)r  , ' 

che  sarà  la  forinola  con  la  quale  si  trova  un  termine  qualunque, 
cioè  il  termine  che  occupa  il  posto  e che  perciò  ne  ha  m — 1 

avanti  di  sè.  Dunque:  un  termine  qualunque  è eguale  al  primo,  più 
tante  volte  la  ragione  quant'  è il  numero  de’  termini  che  lo  precedono. 
Dall’eguaglianza  (1)  si  ricava 

(2)  a =1  — (m  — l)r, 

e questa  servirà  a determinare  un  termine  qualunque , quando  si 
comincia  dall’  ultimo  termine  l , ossia  quando  la  progressione  è 
decrescente.  . 


222.  Sieno  x ed  y due  termini  della  progressione,  e supponiamo 
che  questi  due  termini  sieno  equidistanti  da’ termini  estremi,  cioè 
che  x abbia  n termini  avanti  di  sè  , ed  y abbia  n termini  dopo 
di  sè.  Per  la  formola  (1)  sarà  x = a-t-nr  , c per  la  formola  (2) 
sarà  y—l — nr  , onde  addizionando  sarà  x+y  =a-f-l  ; cioè  a dire 
che:  nella  p regressione  per  differenza,  la  somma  di  due  termini 
equidistanti  dagli  estremi,  è quanto  la  somma  de'  termini  estremi. 


223.  Se  tra  le  due  quantità  a ed  l si  vogliono  inserire  n medi 
proporzionali  aritmetici,  si  osserverà  che  in  tal  caso  il  numero  m 
di  tutti  i termini  sarà  quanto  gli  n termini  da  inserirsi,  più  i due 
termini  estremi  a ed  1;  cioè  a dire  che  sarà  »i=n-t-2.  E posto 
questo  valore  nella  formolo  (1)  si  ha  i=a-f-^n-t-l)r,  dalla  quule 


si  ricava  r = ?.  Onde  i termini  cercati  sarauno 

n-t-1 


a- f 


l — a 


n+i' 


a - 1-2 


l — a 

n+7’ 


1 — 
n-t-1' 


, . .a-t-n 


l — a 

s+i" 


224.  Sia  la  somma  degli  m termini  della  progressione  indicata 
con  S , sarà 

S — a -t-  6 -j-  c -f-  d + .....  h + 1 4 k — t-  /• 

In  questa  eguaglianza  scrivendo  il  secondo  membro  in  ordine  con- 
trario , si  ho 

S = I+t  + i+à 4- d-j—  c -t- b -+-a  , 

che  addizionala  con  la  precedente , dà 

2S = (<*— l-f}_I—(6-|— A)— I—(c— !-»)-{— (d-t—/i)-t—. . - ( A— (— rf)— !-(»— t— c)— t— (A— f— &)— l-(f-t— a) . 

Ma  ciascuno  de’  binomi  racchiuso  tra  parentesi  indicando  la  somma 
di  due  termini  equidistanti  dagli  estremi,  è sempre  quanto  la  som- 
ma de’ termini  estremi  a-f-l  ; dunque  sostituendo  a-+-I  a ciascuno 
di  questi  binomi,  ed  osservando  che  il  loro  numero  è m,  si  avrà 

2S  = (a  -f-  I)m  , 
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dalla  quale  si  ricava 


cioè  che  la  somma  di  più  termini  consecutivi  di  una  progressione 
per  differenza,  è quanto  la  semisomma  degli  estremi  moltiplicata 
pel  numero  de'  termini. 

225.  Nell’  equazione  trovata  (3)  si  sostituisca  in  luogo  di  I il 
suo  valore  a + (m — l)r  dato  dall'equazione  (1),  si  avrà 


ossia 

(4)  S = am  + im(m — l)r, 

che  ci  darà  la  somma  degli  m termini  della  progressione  mercè  la 
conoscenza  del  primo  termine,  della  ragione,  e del  numero  de’ termini. 

Sia  per  esempio,  a = 3,  r=2,  ed  m = 10,  sarà 

S = 3.i0-+-±.  10. 9. 2=30+90  = 120  , 
dunque  la  somma  de'  primi  dieci  termini  della  progressione 
-f-3.5.7.9.  ec.  è 120. 

Quando  si  conoscono  tre  delle  cinque  quantità  a , l ,m  , r , S , 
le  forraole  (1)  e (3)  ci  fanno  trovare  le  due  rimanenti. 

LEZIONE  XXIV. 

Della  progressione  per  quoziente.  Termine  generale. 

Somma  di  m termini. 

226.  Si  chiama  progressione  per  quoziente,  o geometrica,  una 
serie  di  quantità  tali , che  ciascuna  è eguale  alla  precedente , mol- 
tiplicata per  un  fattore  costante  che  si  chiama  ragione  della  pro- 
gressione. 

Se  questa  ragione  è maggiore  dell’  unità  , i termini  della  pro- 
gressione vanno  aumentando  c la  progressione  si  dice  crescente  , 
e se  la  ragione  è minore  dell'unità,  i termini  vanno  diminuendo, 
e la  progressione  si  dice  decrescente. 

Per  dinotare  che  più  quantità  a , 6 , c , d. . . formano  una  pro- 
gressione per  quoziente  si  scriveranno  nel  seguente  modo  : 

Ha  : b : c ; d : ec. 

e ciò  perchè  tre  termini  consecutivi  qualunque  formano  sempre 
una  proporzione  geometrica  continua. 
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227.  Sieno  a ,b  ,e  ,d  k , l i successivi  m termini  di  una 
progressione  per  quoziente , c sia  q la  ragione.  Secondo  la  defini- 
zione sarà 

b—aq, 

c—bq, 

(1)  d—cq, 

Ì=kq. 

Moltiplicando  in  corrispondenza  queste  m — 1 eguaglianze  e to- 
gliendo d’ambe  le  parti  i fattori  comuni,  si  ottiene 

(2)  l=a([”‘—ì , 


e questa  è la  formola  del  termine  generale,  cioè  del  termine  che 
occupa  il  posto  m,  e che  perciò  ne  ha  m — 1 innanzi  ; ed  essa 
ci  fa  vedere  che  : per  avere  tin  termine  qualunque  bisogna  ele- 
vare la  ragione  alla  potenza  indicala  dal  numero  de' termini  pre- 
cedenti al  cercalo , e poi  moltiplicare  questa  potenza  pel  primo 
termine.  Cosi  nella  progressione  H3  : 6 : 12  : ec.  per  calcolare  il 
decimo  termine  , si  osserverà  che  in  questo  caso  a = 3 , q= 2 , 
m=  10,  e questi  valori  messi  nella  formola  (2)  ci  danno  i=  3 .2®= 
3-512=1536.  Dunque  il  decimo  termine  cercato  è 1536. 

Del  pari  volendo  calcolare  l'ottavo  termine  della  progressione 

K486  : 162  : 54  : 18  ec.  avremo  a=486,  cd  m= 8; 

onde  la  formola  (2)  ci  darà 


'=*86(i)’=486.i 


186 2 

2ÌS7  9 * 


e perciò  l’ottavo  termine  cercato  è 


228.  Dall’equazione  (2)  si  ricava 

l 


(3) 


a — 


qm- 


i—l  ’ 


che  ci  darà  un  termine  qualunque  quando  s’incomincia  dall’ ultimo, 

229.  Sieno  x cd  y due  termini  della  progressione  equidistanti 
dagli  estremi , e sia  il  primo  preceduto  , ed  il  secondo  seguito 
da  n termini.  Per  la  formola  (2)  sarà  x — aqH , e per  la  formo- 
la (3)  sarà  1/=^;,  onde  moltiplicando  verrà  xy =al;  cioè  a dire 

che  : in  ogni  progressione  geometrica  il  prodotto  di  due  termini 
equidistanti  dagli  estremi  i quanto  il  prodotto  de’ termini  estremi. 
Sieno  a ,b  , c ,d ,. . . . h ,i  ,k  ,1  gli  m termini  di  una  progres- 
sione per  quoziente  e sia  P il  loro  prodotto,  sarà 

P = abcd liikl 


c quindi 


P = Ikih deba , 
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che,  moltiplicando  in  corrispondenza,  danno 

P*=(aòcd. . . ,hikl)(lkih. . . .dcba), 
ossia  I>*=al'bk'Ci-dh. . . .hd-ic-kb-la. 

Ma  abbiamo  veduto  che 

al  = bk=ci=dh=ec. , 

dunque  sarà  P‘=a/.aJ>af.a/. . . .al  — (al)m , 
e perciò  si  ricava  P = l/(al)m , 

cioè  che  il  prodotto  di  m termini  di  una  progressione  per  quo- 
ziente è quanto  la  radice  quadrata  della  potenza  del  pro- 

dotto de’ due  termini  estremi. 


230.  Se  tra  due  quantità  a ed  i si  vogliano  inserire  n medi 
proporzionali  geometrici,  siccome  in  tal  caso  gli  n termini  da  in- 
serirsi ed  i due  estremi  a ed  l fanno  n-t-2  termini,  perciò  sarà 
m = n-+-2,  dunque  messo  questo  valore  nell'equazione  (2)  si  ha 


i=aq»'+•, , dalla  quale  si  ricava  q=j/^-  Quindi  i termini  cer- 
cati sono 

»+t  »+-i »-t-i 

a\/i  • • a\/i aV*' 

»-4-l  »-M  8-f-l  n+1 

ossia  l/a*/  , | /a*-1/1  , |/  an— V l/al 


Cosi,  se  fra  3 e 192  si  vogliano  inserire  cinque  medi  geometrici  pro- 


porzionali, sarà  a =3,  /=192,  ed  n=5;  onde  sarà 


1^64  = 2,  e quindi  essendo  la  ragione  2,  saranno  i termini  cer- 
cali 6 , 12 , 24 , 48 , 96. 


231.  Addizionando  in  corrispondenza  le  eguaglianze  (1),  si  ottiene 
(4)  6-t-c-+-d-t-. . .-f-ft  -t-I=(a-HÒ-Hc4-. . .+-k)q, 

e rappresentando  con  S la  somma  di  tutti  gli  m termini  della 
progressione  , cioè  facendo 

S — + + d + . k --t- 1 , 
sa  ra  S — a 6 — j-  c -f-  d -f-  • . . -f-  k -t- 1 , 

ed  S — / — a-H  b -+-  c -f-  d.  • . -t-  k. 

Sostituendo  questi  valori  nell'eguaglianza  (4)  si  avrà 
S— a=  (S— /)?  = S?— I?, 
ossia  Iq  — a = Sq  — S = S(g  — 1), 
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dalla  quale  si  ricava 

(6) 


che  ci  darà  la  somma  degli  m termini  della  progressione,  quando 
sono  dati  il  primo  termine  , la  ragione,  c l’ ultimo  termine. 


232.  Sostituendo  in  questa  equazione  in  luogo  di  l il  suo  va 
lore  aq ‘ dato  dalla  formola  (2) , si  ottiene 


(6) 


S 


aqm — a 

9 — 1 


, ossia  S 


«C?"1 — 1) 

9— 1 


c questa  espressione  darà  la  somma  degli  m termini  della  pro- 
gressione , quando  sono  dati  il  primo  termine , la  ragione,  ed  il 
numero  de’ termini. 

Sia  la  progressione  ff3:6:  12:  ec.  si  domanda  la  somma  dei 
dieci  primi  termini.  Essendo  in  questo  caso  o = 3 , q — 2 , ed 
m=10,  la  formola  (6)  darà 

S = — ^£~11-  = 3(2*°—  1)  = 3(1024  — 1)  = 3 . 1023  = 3069  , 


onde  la  somma  cercata  è 3069. 

Del  pari  sia  la  progressione  fi 486 : 162  :54;  e si  domanda  la 
somma  de' primi  otto  termini.  In  questo  caso  si  ha  a=486,m=8, 
e q =7 , e la  formola  (6)  ci  darà 

c 486[(j)*— 1]  486(7777 — 1)  486(1—6561)  3188160 

i— 1 ~ f — 1 ~ 2187  — 6561  4374  ’ 

g 

e quindi  S = 728^;  e questa  sarà  la  somma  cercata. 


233.  Quando  si  ha  9=  1,  la  formolo  (6)  diventa 


ma  osservando  che 

qm — 1 = (q  — 1)  (qm~i+  qm~*+  . . . 9*4-  q 4-  1 ) , 

sostituendo  questo  valore,  e sopprimendo  il  fattore  comune  9 — 1 
ad  ambo  i termini  della  frazione , resta 

S=a(9B*-,4-9'“~*4- 9m— 34-. . .9’4-9-hl) , 
che  nel  caso  di  9=1  diventa 

S = a(l4-l4-l4-....4-Ì4-l4-  l)  = ma. 

Ed  in  fatti,  quando  si  ha  9=1 , i termini  della  progressione  di- 
ventano eguali,  ed  ognuno  è quanto  a,  onde  la  somma  di  m termini 
sarà  ma. 

234.  Si  osservi  ancora  che  quando  è 9=1,  la  progressione  data 
può  considerarsi  come  una  progressione  per  differenza,  che  ha  per 

Ltz.  ili  Alg.  ** 
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ragione  r = 0,  e la  somma  de’ suoi  m termini  può  dedursi  dalla 
forinola  generale  (n.  261), 

S =ma-h  ~m(m  — l)r, 
e questa  somma,  quando  r=0, diventa 

S=ma. 


235.  Supponiamo  che  la  progressione  sia  decrescente sarà  q una 
frazione,  ed  in  tal  caso  il  valore  di  S potrà  scriversi  in  questo  modo 

c n(l  — 7m) 

1-7 

Facendo  o = -,  e sostituendo  verrà 

1 n 


a[pm — 1) ap'n 

pm—t(p — 1)  pm~Hp — 1) 


a 

pm-‘(p— 1)  ’ 


ossia 


ap  a 


Ora  essendo  1 , la  potenza  p”*-1  andrà  crescendo  a misura 


che  crescerà  m,  e quindi  la  frazione  , j-  andrà  diminuendo. 

[p—  i)pn,-t 

Onde  quando  m diventa  infinito , anche  pm~ 1 diventa  infinito  , e 
la  frazione  r diventa  zero , e risulterà 

(p  — l)p"— 1 


che  sarà  il  limite  verso  il  quale  tende  la  somma  de’  termini  di 
una  progressione  geometrica  decrescente;  ossia  che  rappresenta  la 
somma  quando  il  numero  de' termini  diventa  infinito. 

Sia  la  progressione  Hi  : | : : ec.,  in  questo  caso  si  ha  a=l, 

q = i,  e perciò  p = 2.  Con  questi  valori  si  avrà 


Dunque  la  somma  di  quanti  termini  si  vogliano  di  questa  progres- 
sione , cominciando  a contare  dal  primo , si  avvicina  sempre  più 
al  numero  2 , a misura  che  cresce  il  numero  de'  termini , senza 
mai  eguagliarlo.  E solo  nel  caso  clic  la  progressione  si  prolunghi 
all'infinito  succederà  ebe  la  somma  di  tutti  gl' infiniti  termini  sarà 
esattamente  eguale  a 2. 

Supponiamo  clic  si  volesse  la  frazione  ordinaria  generatrice  della 
frazione  decimale  periodica  semplice 

x=0  , PnPf,PBPK  ec., 

nella  quale  il  periodo  P„  ò formato  da  n cifre. 
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Osservando  che  questa  fmione  può  mettersi  sotto  la  forma 
P.  P„  P„  P„ 


10"^  10*"  IO'1 


IO4» 


+ cc. 


sarà  facile  vedere  eh' essa  rappresenta  una  progressione  geometrica 

P 1 

decrescente,  che  ha  per  primo  termine  per  quoziente  e 

per  numero  de' termini  l' infinito.  Dunque  il  valore  di  questa  frazione 
è il  limile  della  somma  di  questi  termini  ; cioè  la  somma  che  si  ha 
quando  il  numero  de’ suoi  termini  va  all’infinito.  In  conseguenza 

per  avere  questo  limite  ci  serviremo  della  formola  , nella  quale 

p 

faremo  a= e p=10"  ; per  cui  si  avrà  per  la  frazione  cercata 


— ^ 10* 
io»'*'10 


10"— 2 


P, 

10*— 1 


E poiché  10*  è formato  da  n-+-l  cifre,  cioè  dall’unità  c da  n 
zeri,  cosi  10* — 1 sarà  formato  dalla  cifra  9 scritta  n volte  di  se- 
guito, c quindi  si  ricava  che  la  generatrice  di  una  frazione  perio- 
dica semplice,  è quanto  una  frazione  ordinaria,  clic  ha  per  nume- 
ratore un  intero  periodo,  c per  denominatore  tanti  9 scritti  l’uno 
appresso  all’altro,  quante  sono  le  cifre  che  compongono  il  periodo. 


LEZIONE  XXV. 


Calcolo  del  numero  delle  palle  componenti  le  piramidi 
che  si  costruiscono  negli  arsenali. 


236.  Sappiamo  dalla  teoria  delle  progressioni  che  se  a è il  primo 
termine  di  una  progressione  per  differenza,  r la  sua  ragione,  ed  n 
il  numero  de’ termini,  la  somma  S di  questi  termini  sarà  data  dalla 
formolo  (n.  22ì) . 

S=a«-t-|n(n  — l)r. 

Or  se  supponiamo  che  si  avesse  a = 1 , ed  r = 1 ; cioè  che  la 
data  progressione  per  differenza  sia  quella  de’  numeri  della  serie 
naturale  1,2,3, 4...(n — 1),  n;  in  tal  caso  la  formola  della  som- 
ma diventa 


ossia 

(1) 


S=n-i-|n(n — 1) 


2n-(-n(n — 1) 
2 


S = 


2 


»'(»  + !) 
2 
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237.  Or  supponiamo  che  ciascun  termine  di  questa  serie  si  elevi 
a quadrato,  c che  si  abbia  perciò  la  nuova  serio 

1*+  2*4-  3*4-  4*-t (n  - i)*4-  n*, 

c proponiamoci  di  trovare  la  somma  di  tutti  i termini  che  la  com- 
pongono. 

Elevando  a cubo  ciascuno  de' termini  della  serie 
1 , 2 , 3 , 4, (n  — 1),  n, 

si  avrà  (n.  SU) 

1*=  (0  4-1)’  = 1 

. 2"=  (14- lì1  = V 4-  3.1’  4-  3.1  -4-1 

31=(24-1)5  = 2s  4-  3.2’  4-  3.2  4-1 

4’=  (3  -t- 1)’  = 33  4 3.3*  4 3.3  4l 

55=(44l)'  =4’  4 3.4*  4 3.4  4l 

l)4l]‘=(n-l)>43(n-lj’43(»»-l)4Ì. 
Addizionando  in  colonna  membro  con  membro  cd  indicando  con 
S, , S, , S, , le  somme  delle  prime  , delle  seconde  , e delle  terze 
potenze  de' numeri  proposti,  avremo 

S,= (S,— n’)  4 3(S, — «’)  4 3(S, — n)  4 « , 
dalla  quale  prendendo  il  valore  di  S9  si  ottiene 
3S,=  nJ  4 3n*4  2n  — 3S, . 

Sostituendo  nel  secondo  membro  in  luogo  di  S,  il  suo  valore  dato 
dalla  formola  (1)  — . si  avrà 

3S„=  n’4  3n*4  2n— , 


che  riduccsi  a 


^ 2n’4  3n*4  n n(2n*43n4l)  n[w4~  l)(2n4- 1) 

"*—  2 — 2 ~ 2 ’ 


dalla  quale  si  ricava 


c n(n4l)(2»4l) 
— « 


Sia  per  esempio  la  serie  composta  de’ cinque  termini 
1*4  2*4- 3*4  4*4  5*; 

sarà  w = 5,  c perciò  la  formola  trovata  darà 

S-^4ii=S.i  1=55. 
s 6 

Dunque  la  somma  de’ quadrati  de' primi  cinque  numeri  dello  serie 
naturale  ò 55;  e di  fatti  questa  somma  ò 

1 +449416425=:  55. 
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238.  Ciò  posto , negli  arsenali  si  costuma  di  ammucchiare  le 
palle  in  gruppi  piramidali,  e questi  non  sono  che  di  tre  specie  ; 
o a forma  di  piramide  triangolare,  o di  piramide  a base  quadrata, 
o pure  di  piramide  a base  rettangolare.  Nel  primo  caso  la  pira- 
mide è formata  da  quattro  triangoli  equilateri , e perciò  rappre- 
senta un  tetraedro  regolare;  nel  secondo  caso  il  mucchio  rappre- 
senta una  piramide  a base  quadrata  , e che  ha  per  facce  laterali 
quattro  triangoli  equilateri  ; nel  terzo  caso  in  fine  , quando  cioè 
la  base  è un  rettangolo,  il  mucchio  altro  non  rappresenta  che  un 
tronco  di  prisma  triangolare  , tagliato  da  un  piano  inclinato  alla 
base  , e tiralo  per  uno  de’  lati  della  base  superiore.  Proponiamoci 
quindi  di  trovare  per  ogni  caso  la  somma  di  tutte  le  palle  com- 
ponenti la  piramide. 


Piramide  triangolare. 

239.  Questa  piramide  si  forma  disponendo  sul  terreno  uno  strato 
di  palle  in  contatto  tra  loro  ed  a forma  di  triangolo  equilatero. 
Su  questo  primo  strato  se  ne  mette  un  secondo  in  modo  clic  le 
palle  che  lo  compongono  cadano  ne'  voti,  o interstizi  che  tra  loro 
lasciano  le  palle  del  primo  strato.  Questo  secondo  strato  avrà  del 
pari  la  forma  di  un  triangolo  equilatero , ma  ogni  suo  lato  avrà 
una  palla  di  meno  di  quelle  contenute  nel  lato  dello  strato  sotto- 
posto. Si  continua  cosi  ad  elevare  la  piramide  con  altri  strati  su- 
periori successivi , fino  a che  si  arriva  a non  poter  mettere  che 
una  sola  palla  , che  sarà  il  vertice  della  piramide. 

240.  Ciò  premesso,  dinotiamo  con  y il  numero  delle  palle  con- 
tenute nel  p«imo  strato,  contando  dal  vertice  della  piramide:  sarà  p 
il  numero  delle  palle  che  questo  strato  contiene  in  ogni  lato.  Or 
è chiaro  da  quanto  precede  che  sarà: 

!/=l-+-2  -t-p  , 

e questa  somma  non  è altro  che  il  valore  di  S,  dato  dalla  for- 
molo (1)  quando  in  luogo  di  n si  mette  p ; si  avrà  dunque 


Or  se  in  questa  espressione  mettiamo  successivamente  in  luogo 
di  p i numeri  1 , 2 , 3 , 4. . . .n,  avremo  i numeri  delle  palle  con- 
tenute ne'  successivi  strati  componenti  la  piramide  , cominciando 
dal  vertice  ; avremo  cioè 

2*4-2  3*4-3  4M- 4 n*4-n 

— ’ 2 ’ 2 ’ 2 2 

Quindi  chiamando  x la  somma  di  tutte  le  palle  clic  compongono 
la  piramide,  sarà 

1*4-1  . 2*4-2  . 3*4-3  . 4M-4  . , n*4» 

x 2 + 2 2 2 2 
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e questa  espressione  potrà  scriversi  così  : 

l*4-2*+3*+4*4 n*  1-+2+3+4H n 

*== 2 + 2 

E méttendo  nel  secondo  membro  in  luogo  di 
l*+2*+3*-4-....n\ 
e di  1 + 2 -|-  3 + • • « • . *4-  u , 

i loro  valori  dati  dalle  forinole  (2)  ed  (1) , si  avrà 
_._.n(n  + l)(2n  + l)  . «(fl  + 1) 

* 41.1  2 > 


ossia 

(3) 


«(n  — f-  l)(2n+4)  n(n  + l)(n+2). 

io  n » 


e questa  sarà  la  formola  che  darà  il  numero  delle  palle  componenti 
la  piramide  triangolare. 

Esempio.  Abbia  la  piramide  triangolare  10  palle  nel  lato  della 
sua  base,  o ciò  che  vale  lo  stesso,  in  uno  de' suoi  spigoli;  sarà 
in  questo  caso  n=10,  c la  formola  trovata  darà 


Xz=- 


101112 


= 10.11.2-220 


dunque  la  proposta  piramide  contiene  220  palle. 


Piramide  a base  quadrata. 

241.  Questa  piramide  ha  per  base  uno  strato  di  palle  disposte 
a quadrato  ed  in  contatto  tra  loro.  Gli  altri  strati  superiori  sono 
del  pari  quadrali , ma  tali  che  ciascuno  ha  nel  suo  lato  una  palla 
di  meno  di  quelle  contenute  nel  lato  dello  strato  sottoposto  , c 
per  conseguenza  1'  ultimo  strato  superiore  non  ha  che  una  palla 
solamente  , e che  forma  il  vertice  della  piramide. 

Ciò  posto  indichiamo  con  n il  numero  delle  palle  del  lato  della 
base,  o di  uno  degli  spigoli,  e con  x quello  di  tutte  le  palle  com- 
ponenti la  piramide. 

Dallo  indicato  modo  col  quale  la  piramide  vien  costrutta  risulta 
che  addizionando  i numeri  delle  palle  di  tutti  i successivi  strati, 
cominciando  dal  vertice , si  avrà 

j:  = 1*4-  2*4-  3’+  4*4- 4-  n*  ; 

ma  questa  somma,  per  la  formola  (2),  ò uguale  ad  , 

dunque  sostituendo  sarà 

_ *(«  + l)(2n-t-l) 

(4)  , x = g 
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Esempio.  Abbia  la  piramide  10  palle  nel  lato  del  quadrato  della 
base,  ovvero  in  uno  de' suoi  spigoli;  sarà  n=10,  e la  forinola 
trovata  ci  darà 


10-11-21 


= 5.11.7=385. 


Dunque  la  piramide  proposta  contiene  385  palle. 


Piramide  a base  rettangolare. 

242.  In  questa  piramide  la  base  è un  rettangolo,  ed  ogni  strato 
superiore  è del  pari  un  rettangolo,  che  ha  in  ciascun  lato  una  palla 
di  meno  di  quelle  contenute  ne' lati  dello  strato  sottoposto,  e cosi 
successivamente  salendo  fino  all’ultimo  strato  supcriore,  il  quale 
è formato  da  una  semplice  fila  di  palle. 

Ciò  posto,  rappresentiamo  con  p -1-1  il  numero  delle  palle  com- 
prese nella  fila  supcriore , c con  n quello  delle  palle  contenute 
nel  lato  minore  della  base.  Il  primo  strato  ossia  la  prima  linea, 
sarà  formata  da  una  fila  di  p -t-  1 palle  , il  secondo  strato  sotto- 
posto sarà  formato  da  due  file,  ognuna  di  p-f-2  palle,  il  terzo 
strato  , sottoposto  al  secondo  , sarà  formato  da  tre  file  ognuna 
di  p-t-3  palle,  e cosi  proseguendo,  fino.air  ultimo  strato  che  poggia 
sul  terreno,  che  sarà  formato  da  n file  ognuna  di  p-t-n  palle. 
Quindi  indicando  con  x il  numero  di  tutte  le  palle  contenute  nella 
proposta  piramide , avremo  evidentemente 

a;  = l(/>  -i- 1)  -t-  2(p-+-  2)  -t-3fp-t-  3)-t- +n  (p  -t-  n ) 

= l.p  -+-  lB-f—  2 p — I- 2”  -1- 3p  -+-  3a-h -+-  np  -4-  n* 

=p(l  -4-2-+-3-H....  +n)-H(l,+  2*+3,H-...  + n*). 

Emettendo  in  luogo  di  l-f-2-t-3-t- -H»  il  suo  valore 

dato  dalla  formola  (li,  ed  in  luogo  di  l*-t-2"-}-3,-t-. . .-+-»*  il  suo 
valore  n(l,  + 1U'-n  + l)  <jat0  fortno]a  (2)  t $i  ottiene 

pn{n  + 1)  , n(fH-l)(2»4-l) 

2 "+"  6 

e riducendo  il  secondo  membro  allo  stesso  denominatore,  e facendo 
attenzione  a’  fattori  comuni , si  avrà 

* n(n-fl)(3p4-2n-f-l} 

x g 

In  questa  formolo  il  numero  p ò 1 di  meno  del  numero  delle  palle 
della  prima  fila  superiore;  e perciò  p -+-n  ò quello  delle  palle  con- 
tenute nel  lato  maggiore  della  base.  Indicando  con  N questo  nu- 
mero, sarà  p-f-n  = N,  e perciò  p = N — n.  Messo  questo  valore 
di  p nella  formola  trovata  , si  ottiene 


che  ci  darà  il  numero  delle  palle  contenute  nella  proposta  piramide. 
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Esempio.  Abbia  la  piramide  18  palle  nel  lato  maggiore  dello 
sua  base,  e 10  nel  lato  minore,  sarà  N=18,  ed  n = 10,  c la 
formula  trovala  ci  darà 

1011(3.18-104-l)_1011iS_K  „ 1ft_a0K 
6 6 

Dunque  la  piramide  proposta  contiene  825  palle. 

243.  Se  nella  formola  (5)  facciamo  N = n,  cioè  se  supponiamo 
che  la  base  della  piramide  sia  un  quadrato,  questa  formola  diventa 

n("  + l)(2n  + l) 

x_  _ , 

eh’  è precisamente  la  formola  (4) , come  dovevamo  aspettarci. 

244.  È da  notarsi  intanto  , clic  ciascuna  delle  tre  diverse  pira- 
midi considerale  può  essere  tronca,  cioè  a dire  terminata  da  uno 
strato  di  palle  in  vece  di  una  palla , o di  una  fila  di  palle.  In 
questo  caso  il  numero  delle  palle  contenute  nel  tronco  piramidale 
è anche  facile  a calcolarsi,  dacché  esso  è quanto  la  differenza  dei 
numeri  delle  palle  contenute  in  due  piramidi  intere. 

LEZIONE  XXVI. 

De’  logaritmi  e delle  loro  proprietà  generali , 
qualunque  sia  la  base. 

245.  Un’equazione  si  dice  esponenziale,  quando  l’ incognita  si 
trova  come  esponente.  La  più  semplice  di  queste  equazioni  è 

ax=b, 

nella  quale  l’ incognita  x esprime  il  grado  della  potenza  a cui  bi- 
sogna elevare  la  quantità  nota  a,  onde  ottenere  il  numero  dato  b. 

Supponiamo  che  a sia  positiva  e maggiore  dell’unità,  è chiaro 
che  nell’equazione  ax=b  facendo  # = 0,  si  ottiene  6 = 1.  Facendo 
in  seguito  variare  x per  gradi  insensibili  da  zero  fino  a -t-  oo  , 
anche  a',  c quindi  6,  varierà  per  gradi  insensibili  da  1 fino  a -f-oo. 
e perciò  si  possono  ottenere  per  6 tutti  i numeri  possibili  maggiori 
dell'unità. 

Facendo  poi  x negativo,  l’equazione  diventa  a~*=b  ossia 

1 

^i=6,  e variando  x per  gradi  insensibili  da  zero  fino  a — oo , anche  6 

varierà  per  gradi  insensibili  da  1 fino  a zero , c si  otterranno  così 
tutti  i numeri  possibili  minori  dell’unità.  Onde  dall’equazione  oT=6 
si  possono  ricavare  tutti  i numeri  positivi  possibili , tanto  mag- 
giori che  minori  dell’unità. 

Lo  stesso  avverrebbe,  quando  fosse  a positiva  c minore  dell’uni- 
tà, con  la  sola  differenza  che  i valori  positivi  d’x  darebbero  per  6 
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i numeri  minori  dell'  unità , ed  i negativi  quelli  più  grandi  del- 
l' unità.  In  fatti  se  a=*  allora  l’equazione  ax=b  si  cambia  nel- 
l’altra 4=6.  E facendo  variare  x per  gradi  insensibili  da  zero- 

ot 

fino  a +oo  , si  ottengono  per  b tutte  le  frazioni  possibili  com- 
prese tra  1 e zero.  Supponendo  poi  x negativo,  l'equazione  b 

diventa  «*=6,  e facendo  variare  x da  zero  fino  a — ao , si  ot- 
tengono per  b lutti  i numeri  positivi  maggiori  dell’unità,  com- 
presi tra  1 e -+-oo . 

Dunque  ogni  numero  positivo,  maggiore  o minore  dell'unità,  si 
può  considerare  come  prodotto  da  una  certa  potenza  di  un  altro 
numero  dato. 

246.  Per  indicare  che  quando  a è costante  , il  valore  di  b e 
quello  di  x sono  indeterminati , dinoteremo  6 con  y , ed  avremo 
così  l’equazione 

a*=y, 

nella  quale  ad  ogni  valore  di  y corrisponde  un  valore  di  x,  e re- 
ciprocamente. 

Ciò  posto,  si  è convenuto  chiamare  x logaritmo  di  y,  scriven- 
do x = log. y,  ed  alle  volte  anche  x = l. y.  Dunque: 

247.  Il  logaritmo  di  un  numero  è l'esponente  della  potenza  cui 
deve  elevarsi  una  quantità  costante  per  avere  il  numero  dato.  La 
quantità  costante  si  chiama  base;  e tutti  i logaritmi  dedotti  da 
questa  base  formano  un  sistema.  Or  quantunque  i logaritmi  degli 
stessi  numeri  sieno  diversi  ne’ diversi  sistemi,  perchè  dedotti  da 
basi  diverse , tutti  però  hanno  certe  proprietà  comuni  che  sono 
indipendenti  da’ valori  particolari  delle  basi.  Le  principali  di  queste 
proprietà  sono  le  seguenti. 

248.  Nell'equazione  esponenziale  ax=y  facendo  x = 0,  si  ot- 
tiene a°=l,  c perciò  sarà  O = log.l.  Dunque  qualunque  sia  la 
base,  il  logaritmo  delimitò  è sempre  zero. 

Quando  la  base  (supposta  sempre  positiva)  è maggiore  dell’unità, 
i numeri  maggiori  dell'unità  hanno  i logaritmi  positivi , ed  i nu- 
meri minori  dell’unità  hanno  i logaritmi  negativi. 

Reciprocamente  , quando  la  base  è minore  dell’unità,  i numeri 
maggiori  dell’ unità  hanno  i logaritmi  negativi,  e quelli  minori 
dell’unità  hanno  i logaritmi  positivi. 

Se  nell’equazione  ax=y  si  fa  x=l,si  ricava  a'=!/=a,  dun- 
que sarà  l=log.a;  cioè:  il  logaritmo  della  base  è sempre  l'unità. 
Sia  a^>l,  e facciamo  x= -f-oo  , ed  x = — ao  ; sarà  a+“  =+oo  , 

ed  a~ * = ^-==0,  cioè  log.(-t-oo)  = -t-ao  , e Iog.O= — ao  . 

Lez.  di  Alg.  sa 
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Sia  poi  a<l;  nell'equazione  ^?=y  facendo  x= — oo,  ed  x=-t-ao, 
si  ottiene  —^=«*  = 00  , ed  ^=0,  cioè  log. 00= — 00,  e log.0=oo. 

249.  Sieno  ora  y ed  y'  due  numeri,  x ed  x'  i loro  logaritmi,  sarà 

<f=y  ed  a*'—y', 

che  una  volta  moltiplicate  ed  un'altra  volta  divise,  danno  le  altre 
equazioni 

ax+-r'=  y>j ' ed  a*—*’  = — , , 

y 

e perciò  sarà 

lo&-{yy')=x+x' , e \og.(^)=x-x\ 

Ma  si  ha  x=log.y,  ed  x'=log.y',  dunque  sarà 

log.(yy')  = log.y  + Iog.j/',  e log.(|r)  = log.y— log.y'. 

Cioè  a dire  che:  il  logaritmo  di  un  prodotto  c eguale  alla  somma 
de’  logaritmi  de'  fattori , ed  il  logaritmo  di  un  quoziente  è eguale 
al  logaritmo  del  dividendo  meno  il  logaritmo  del  divisore. 

250.  Elevando  i due  membri  dell’ equazione  ax—y  alla  poten- 
za m,  si  ha  am*= y”,  e perciò  sarà  log.ym=m.r;  ma  è x=Iog.y, 
dunque  sarà  log.ym=tn log. y;  cioè:  il  logaritmo  della  potenza  di 
un  numero  è quanto  il  logaritmo  del  numero  moltiplicalo  pel  grado 
della  potenza. 

Estraendo  da  ambo  i membri  della  stessa  equazione  ax=y  la 
radice  rn,,ima,  si  ottiene 

X 

am=  f/y, 

c perciò  sarà  log.|//y=^-; 

ma  x=log.y,  dunque  sarà 

log.P/y=^|l2, 

cioè  a dire  : il  logaritmo  della  radice  di  un  numero  è quanto  il 
logaritmo  del  numero  diviso  pel  grado  della  radice. 

251.  Se  nell'equazione  ar~y  si  danno  ad  x de’valori  in  pro- 
gressione per  differenza,  come  a,a-hr,a  + 2r,a  + 3r,  ec.  i 
valori  che  si  ottengono  per  y sono 

a*  , a*+r  , a*+'*r  , a*+3r , cc. 

c siccome  ciascuno  di  questi  valori  è quanto  il  precedente  molti- 
plicato per  ar,  perciò  essi  saranno  in  progressione  per  quoziente. 
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e quindi  può  dirsi  essere  i logaritmi  una  serie  di  numeri  in  pro- 
gressione per  differenza,  che  corrispondono  ad  altri  numeri  in  pro- 
gressione per  quoziente. 


252.  Vediamo  ora  come  si  potrà  determinare  il  valore  di  x nel- 
l'equazione a*=y,  quando  si  conosce  quello  di  y. 

Sia  per  esempio  a=10,  ed  y = 2,  l’equazione  diventa  10'=2, 
ed  è facile  vedere  che  x cade  tra  0 ed  1 , e perciò  dovrà  essere 

una  frazione.  Facciamo  x=—,  sarà  1 , e l'equazione  si  ri- 
duce a 

10y=2, 

dalla  quale  si  ricava  10  = 2y.  Ora  le  potenze  successive  di  2 sono 
2 , 4 , 8 , 16  cc.  , c ben  si  vede  che  il  valore  di  y cade  fra  3 

c 4,  onde  possiamo  fare  y = 34-ì,  c l’equazione  10  = 2^  di- 

3+1  11  io  1 

venta  10  = 2 = 2’-2s'  = 8-2v'  . per  cui  sarà  -^  = 2*'  ossia 

5 1 

^ = 2*',  ed  elevando  ambo  i membri  alla  potenza  y' , si  ricava 


(1) 


(!)’=*• 


Facendo  le  successive  potenze  di  j si  troverà  che  2 è compreso  tra 


125  625 

IT  6 256 


, per  cui  y'  cadrà  fra  3 e 4,  onde  si  può  fare  y'=  3+^r, 


e l'equazione  (1)  diventa 

g.3+1- 

(j) 

°ssia  (!)*•(*  r= 

i 

r5\^r  128 

o pure  ( 

ii)  — 125’ 

dalla  quale  si  ricava 

5 ( 128\v" 

4 \125/  " 

128 


si  vedrà  che  y" 


Similmente  con  le  successive  potenze  di  ^ 

cade  tra  9 e 10  , c si  potrebbe  nello  stesso  modo  progredire , 
qualora  si  volesse  spingere  il  calcolo  ad  una  maggiore  approssi- 
mazione. Ma  limitandoci  a questo  valore  di  y"=9,  avremo, 

riunendo  tutte  le  precedenti  eguaglianze,  x = ^,  y — 3-+-^, 
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• I 1 28 

y'=3-| — ri,  y"=9.  e perciò  risalendo  si  avrà  y'=3-i-5=— , 

V V V 

9 93  28 

j/  = 3-i-^g— 2g,  ed  .r=— , clic  ridotta  a decimale  darà 
x = 0,30107. 

Se  si  prolungasse  il  calcolo,  per  conseguire  maggiore  esattezza,  si 
troverebbe  05  = 0,30103. 


233.  Intanto  siccome  si  possono  dare  de’ casi  nei  quali  i va- 
lori di  x riescono  razionali  , cosi  interessa  conoscere  quali  con- 
dizioni debbano  aver  luogo , affinchè  i valori  di  x nell’equazione 
a*=b  sicno  razionali. 

Supponiamo  che  a sia  un  numero  intero , c che  6 sia  un  nu- 
mero razionale  maggiore  dell’  unità.  È chiaro  che  il  valore  di  x 
dev’  essere  positivo , e siccome  si  vuole  che  sia  razionale , cosi 

r m 

possiamo  rappresentarlo  con  — . Si  avrà  perciò  l’equazione  a*—b, 


dalia  quale  si  ha  am=bn.  Ma  in  questa  equazione am  è un  intero, 
dunque  anche  6"  sarà  intero  e quindi  anche  b dovrà  essere  nu- 
mero intero  ; poiché  se  fosse  frazionario , anche  6"  lo  sarebbe , 
ed  allora  non  potrebbe  eguagliare  am  eh’ è intero.  Di  più  affinchè 
abbia  luogo  l’ eguaglianza  om=6n  , è necessario  che  a e b sieno 
composti  da’  medesimi  fattori  primi,  poiché  ogni  numero  primo  che 
divide  a,  divide  pure  am,  e quindi  deve  dividere  la  sua  eguale  6", 
e per  conseguenza  anche  b.  Per  la  stessa  ragione  ogni  fattore  primo 
di  b deve  dividere  anche  a. 

Ciò  posto , supponiamo  che  a e |3  siano  i fattori  primi  di  a e 
di  b , e supponiamo  che  sia  a = «ps*,  e b=xp'ps\  L’eguaglian- 
za a.m=bn  diventa  ampfims—a''p'pni' , la  quale  non  può  sussistere, 
se  non  quando  si  ha  mp=np' , ed  mq=nq' , dalle  quali  si  ricava 

^ = y =-^-.  Dunque:  affinchè  il  valore  di  x nel? equazione  aT=b 

sia  razionale,  è necessario  che  b sia  numero  intero,  che  i fattori 
primi  di  b sieno  gli  stessi  di  quelli  di  a , e che  gli  esponenti  di 
questi  ifaUori  in  b sieno  proporzionali  a quelli  in  a. 

D'altronde  bastano  queste  condizioni  perchè  x sia  razionale  ; poiché 

t>'  n'  v'  o' 

supponendo  a—x^s , b= *p'p*',  e — =— , e facendo  x———  ~ , si 

P q p q 

ricava  p'—px,q'=qx,  onde  sarà  b—a,‘rfiìX—{apP‘l)*=ax. 

Nello  stesso  modo  si  ragionerebbe  se  a e b fossero  frazionari. 


234.  Quando  si  ha  p=q=  1,  allora  sarà  a=«?,  e l’eguaglianza 
/ n! 

c-——  darà  p'—q‘,  e sarà  b = *p'fip'~('>#)p'=ap' , cioè  a dire 
che  b sarà  una  potenza  di  a. 

Dunque  quando  a è composto  da  fattori  primi , ciascuno  ele- 
vato alia  prima  potenza  , i valori  razionali  di  x sono  interi , e 6 
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è una  potenza  di  a.  Onde  in  tal  caso  i valori  di  x nell'equazio- 
ne a*=y  debbono  essere  o interi  o irrazionali. 

255.  Se  si  ha  a=10=2.5,  affinchè  x sia  razionale  nell'equa- 
zione 10*=!/,  è d’uopo  che  y sia  potenza  di  10,  e se  y non  è 
tale , allora  x è irrazionale. 

LEZIONE  XXVII. 

Proprietà  de'  logaritmi  Briggiani,  o comuni.  Della  caratteristica 
e della  mantissa.  Modo  di  passare  da  un  sistema  di  logaritmi 
ad  un  altro  sistema.  Del  modulo.  m 

256.  Quantunque  i sistemi  de’  logaritmi  sicno  infiniti , perchè 
infiniti  sono  i numeri  che  si  possono  assumere  per  base  , non 
pertanto  due  solamente  sono  i sistemi  che  nelle  applicazioni  si 
usano.  Il  primo  comprende  i logaritmi  detti  neperiani  , perchè 
calcolali  da  Nepero  loro  inventore,  ed  hauno  per  tose  2.718281828. 
Essi  si  chiamano  ancora  logaritmi  naturali , o iperbolici  a causa 
di  una  certa  relazione  che  hanno  con  la  curva  detta  iperbole.  Il 
secondo  sistema  comprende  i logaritmi  denominati  briggiani,  per- 
chè calcolati  da  Briggs  a consiglio  dello  stesso  Nepero,  ed  hanno 
per  base  10.  Questi  si  chiamano  ancora  logaritmi  ordinari , co- 
muni , o volgari. 

257.  Poiché  i logaritmi  ordinari  hanno  per  base  10  , è facile 
comprendere  che  i medesimi  debbano  dipendere  dall'equazione 

(1)  10*=  y 

per  la  quale  già  dimostrammo  che  i valori  di  x dovranno  essere 

0 interi  o pure  irrazionali , e che  sono  interi  per  i soli  numeri 
potenze  di  IO , ed  irrazionali  per  ogni  altro  caso  ( n.  Só4  ). 

Mettendo  nell’ equazione  (1)  in  luogo  di  x i numeri  della  serie 
naturale , si  ottengono  questi  risultamenti 

Logaritmi  x=0,  1,2,  3,  4,  5,  cc. 

Numeri  y=l  , 10  , 100  , 1000  , 10000  , 100000  ec. 

e si  vede  che  i logaritmi  de’  numeri , 1 , 10  , 100  , 1000  , ec. 
cioè  de'  numeri  potenze  di  10  sono  interi , e sono  composti  da 
tante  unità , quanti  sono  i zeri  eh’  entrano  ne’  loro  numeri  corri- 
spondenti. Si  vede  ancora  che  i numeri  compresi  tra  1 c 10 , hanno 

1 logaritmi  minori  dell'  unità,  e che  perciò  debbono  essere  espressi 
da  una  frazione;  i numeri  compresi  tra  10  e 100  hanno  i logaritmi 
maggiori  di  1,  e minori  di  2,  c quindi  sono  espressi  dall' unità  e 
da  una  frazione,  quelli  compresi  tra  100  e 1000  hanno  i logaritmi 
composti  da  due  unità  e da  una  frazione,  e cosi  proseguendo.  Dun- 
que in  generale  possiamo  dire  che  tutti  i logaritmi  sono  espressi 
da  una  parte  intera  c da  una  parte  frazionaria.  La  parie  intera  si 
chiama  caratteristica,  e la  parte  frazionaria  si  chiama  mantissa. 
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258.  1 logaritmi  briggiani  godono  di  alcune  singolari  proprietà, 
per  le  quali  ne’ calcoli  numerici  vengono  preferiti  a que’ degli  altri 
sistemi.  Noi  ci  limiteremo  in  questa  lezione  ad  esporre  le  due  prin- 
cipali di  questo  proprietà,  comprese  nei  due  seguenti  teoremi. 

Teorema  I.  La  caratteristica  del  logaritmo  di  un  numero  è sem- 
pre di  una  unità  minore  del  numero  delle  cifre  che  contiene  il 
numero  dato,  se  questo  è intero;  o che  contiene  la  sua  parte  in- 
tera , se  il  numero  dato  è frazionario. 

/ In  fatti , sia  N un  numero  qualunque  c sia  n il  numero  delle 
cifre  che  lo  esprimono,  se  è intero;  c che  esprimono  la  sua  parte 
intera,  se  è frazionario.  £ chiaro  che  questo  numero  N sarà  com- 
pio tra  10"— 1 e 10",  e perciò  il  suo  logaritmo  sarà  compreso 
tra  log.10"—1  e log.10";  ma  log.10"— 1 è n — 1 , e log.lOn  è n; 
dunque  il  logaritmo  di  N sarà  compreso  tra  n — 1 ed  n,  e quindi 
sarà  eguale  o maggiore  di  n — 1,  ma  sempre  minore  di  n , e 
porciò  sarà  espresso  da  n — 1 unità  e da  una  frazione:  onde  n — 1 
sarà  la  sua  caratteristica. 

Corollario.  Segue  da  questo  teorema  che  i logaritmi  di  tutti 
i numeri  compresi  tra  due  potenze  consecutive  di  10,  ossia  di 
tutti  i numeri  espressi  da  un  egual  numero  di  cifre,  hanno  la  stessa 
caratteristica  e differiscono  solo  nella  mantissa. 

Teorema  II.  I logaritmi  de'  numeri  decupli  l' uno  deir  altro  hanno 
la  stessa  mantissa,  e differiscono  solo  nella  caratteristica. 

In  fatti  rappresentiamo  con  10N  ed  N due  numeri  l’uno  decuplo 
dell'altro.  Essendo  10N  = 10xN,  sarà  log.(10N)  = logl0-t-log.N  ; 
ma  log.lO  = l , dunque  sarà  Iog.(10N)=  1-j- log.N.  E siccome 
l’ unità  si  aggiunge  alia  caratteristica  di  log.N , cosi  la  mantissa 
non  varia,  e perciò  log.  (10N),  c log.N  avranno  la  stessa  mantissa. 

259.  Quando  si  conosce  il  logaritmo  di  un  numero  relativo  ad 
un  sistema  , si  potrà  trovare  con  una  semplice  moltiplicazione  il 
logaritmo  che  ha  Io  stesso  numero  rispetto  ad  un  altro  sistema. 

In  fatti  sicno  11  e Me  basi  di  due  sistemi,  c sia  y un  numero 
qualunque.  Dinotiamo  con  log.y , e l.y  i logaritmi  di  y presi  iu 
questi  due  sistemi  : sarà 

g|Og,J,_y  f 

c prendendo  di  ambo  i membri  i logaritmi  nel  secondo  sistema  , 
la  cui  base  è b , verrà 

log.yxl.B  = i.y , 


dalla  quale  si  ricava 


e facendo 
verrà 

(l) 


I.U 


= M, 


log.y=Mxl.y. 
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Dunque  si  passa  dal  sistema  di  base  b all'altro  di  base  B,  con 
moltiplicare  i logaritmi  del  primo  sistema  pel  fattore  costante  M. 
Questo  fattore  M si  chiama  modulo  del  sistema  di  base  B. 

260.  Sia  B = 10,  base  del  sistema  briggiano , e sia  b = e= 
2,718281828  base  del  sistema  neperiano;  se  nell’ equazione  (1) 
facciamo  y=e,  si  avrà  Iog.e=Mxl.e;  ma  l.e=l  ; perchè  in  ogni 
sistema  il  logaritmo  della  base  è sempre  l’ unità , dunque  sarà 
log.e=M,  ossia  log.(2,718281828)  = M,  cioè  M = 0, 4342945, 
e questo  è il  modulo  del  sistema  briggiano,  ossia  è il  fattore  pel 
quale  bisogna  moltiplicare  i logaritmi  neperiani,  per  avere  i corri- 
spondenti logaritmi  briggiani. 

Dallo  stessa  equazione  (1)  si  ricava 

i-y^tog-y. 

ed  essendo  ^ = 3026861  , 

rappresentando  questo  numero  con  f,  si  avrà  l.y=  flog.y. 

Dunque  si  passa  dal  sistema  ordinario  al  neperiano  moltiplicando 
i logaritmi  ordinari  pel  numero  costante  f,  che  Sarà  il  modulo  del 
sistema  neperiano. 

261.  Nelle  parti  elevate  delle  matematiche  s’impiegano  i loga- 
ritmi neperiani,  perchè  sono  più  comodi  nel  calcolo  algebrico;  per- 
ciò quando  si  vuol  convertire  un  logaritmo  neperiano  in  briggiano 
basta  moltiplicare  il  neperiano  per  M ossia  per  0,4342945.  Re- 
ciprocamente per  convertire  un  logaritmo  briggiano  in  neperiano, 
si  moltiplicherà  il  briggiano  per  f ossia  per  2,302i>851.^. 

LEZIONE  XXVII). 


De’ logaritmi  delle  frazioni  tanto  ordinarie  che  decimali. 

De’ complementi  aritmetici  de'logaritmi. 

262.  Ogni  frazione  rappresenta  il  quoziente  del  numeratore  di- 
v viso  pel  denominatore  ; e poiché  il  logaritmo  di  un  quoziente  è 
quanto  il  logaritmo  del  dividendo  meno  quello  del  divisore,  perciò 
si  ottiene  il  logaritmo  di  una  frazione  con  sottrarre  il  logaritmo 
del  denominatore  da  quello  del  numeratore.  Da  ciò  risulta  che  il 
logaritmo  di  una  frazione  vera  è negativo. 

13 

Cosi  il  logaritmo  della  frazione  ^ si  ottiene  sottraendo  dal  loga- 
ritmo di  13,  eh’ è 1,11394335  quello  di  37  ch’è  1,56820172,  e verrà 

log  i # 1 1394335  — 1 , 56820172 = 

— (1,56820172  — 1 ,1 1394335)  =— 0, 45425837. 
Reciprocamente  ogni  logaritmo  negativo  appartiene  ad  una  frazione. 
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In  fatti  sia  — c il  logaritmo  di  6,  sarà  6 = 10-'',  ossia  6=-^, 
e perciò  sarà  6 una  frazione. 

263.  Si  chiama  complemento  aritmetico  di  un  logaritmo,  il  resto 
che  si  ha  togliendo  il  logaritmo  da  10. 

Segue  da  questa  dcGnizione  che  si  ottiene  il  complemento  di 
un  logaritmo  sottraendo , da  sinistra  verso  destra , ciascuna  cifra 
da  9 , c l’ ultima  cifra  significativa  da  10.  Cosi  del  logaritmo 
3,8175654  il  complemento  si  trova  sottraendo  ciascuna  cifra 
3,  8,  1,  7,  5,  6,  5 da  9,  e l'ultima  4 da  10,  e verrà  6,1824346  che 
sarà  il  complemento  cercato.  Cosi  ancora  del  logaritmo  3,5309740 
il  complemento  è 6,4690260. 

Con  un  poco  di  esercizio  si  giunge  a scrivere  immediatamente 
il  complemento,  leggendo  il  logaritmo  nelle  tavole. 

-<  264.  S'impiegano  i complementi  de’ logaritmi  ad  oggetto  di  evi- 

tare i logaritmi  negativi,  e per  eseguire  con  una  sola  addizione  un 
calcolo  che  esigesse  addizionare  più  logaritmi  e poi  dalla  somma 
sottrarne  alcuni  altri.  In  ogni  caso  1’  ufficio  de’complementi  è sem- 
pre quello  di  ridurre  il  calcolo  de' logaritmi  ad  una  sola  addizione. 

Sia,  per  esempio,  #=?,  sarà 

log.a;=  log.a  — log.ò , 
e questa  eguaglianza  si  riduce  a 

log  .a:  = log.a -f- (1 0 — log.  6)  — 1 0 ; 
ma  10  — log-.6=  complemento  di  log.ò,  dunque  sarà 
log.  a;  = log.a  4-  C. log. 6 — 10 , 

cioè  il  logaritmo  di  x , ed  in  generale  il  logaritmo  di  un  quo- 
ziente , si  ottiene  unendo  al  logaritmo  del  dividendo  il  comple- 
mento del  logaritmo  del  divisore , e poi  togliendo  dalla  somma 
10  unità.  Se  in  un  calcolo  logaritmico  entrano  più  complementi, 
allora  dalla  somma  che  si  ottiene  bisogna  togliere  tante  volte  10 
unità,  quanti  sono  i complementi  adoperati.  Cosi  se  si  avesse 


nbc 


sarà 

log.x  = log.a  4-  log  .6  4-  log. c — log.p  — log.q  — log.»- , 

ossia 

Iog.x=log.a4-log.64-log.c4-(10— log.p)4-(10— log.9)-l-(10— log.r)— 30, 
o in  fine 

log.a;=  log.a  4-  log.6  4-  log.c  4-  C.log.p  4-C.log.q  4-C.log.r — 30 , 
cioè  per  avere  il  logaritmo  di  x si  debbono  addizionare  i toga- 


Digitized  by  Google 


— 185  — 


ritmi  de  fattori  del  numeratore  con  i complementi  de'  logaritmi 
de’ fattori  del  denominatore,  c dalla  somma  togliere  30,  cioè  to- 
gliere tre  volte  10,  perchè  ire  sono  i complementi  adoperali. 

Si  noti  intanto  che  questo  metodo  de’  complementi  rispetto  a 10 
unità,  in  voga  per  lo  passato  onde  evitare  l’uso  de' logaritmi  in- 
tieramente negativi,  è stato  al  presente  generalmente  abbandonato, 
c de'  logaritmi  negativi  non  si  fa  più  alcuna  menzione,  praticandosi 
in  vece  il  seguente  ripiego  (*).  //- 


265.  Se  si  vuole  il  logaritmo  di  una  frazione  ordinaria,  dal  loga- 
ritmo del  numeratore  si  toglie  direttamente  quello  del  denominatore; 
e poiché  nel  resto  la  sola  caratteristica  risulta  negativa,  perciò  su 
questa  si  mette  il  segno  — ; appunto  per  indicare  eh’ essa  sola  è 
negativa  c che  la  mantissa  è positiva.  Così  volendo  il  logaritmo 
13 

della  frazione  sj  toglierà  il  logaritmo  di  37,  ch’è  1,56820172 
da  quello  di  13,  ch’è  1,11394335,  e verrà 


log.l3  = 1,11394335  , 
log.  37  = 1^56820172  , 

1,54574163  ; 

13 

che  sarà  il  logaritmo  di  gy;  e si  compone  di  — 1 e -1-0,5 

1378  — 

Nello  stesso  modo  operando  si  trova  essere  *°8 • 5^935  = 3,3 

Questo  è il  miglior  modo  d’introdurre  in  un  calcolo  i logaritmi 
delle  frazioni. 

Se  poi  la  frazione  di  cui  si  vuole  il  logaritmo  è decimale,  per 
esempio  0,96205;  moltiplicandola  per  10  affinchè  addiventi  mag- 
giore dell’unità,  si  ha  9,6205,  il  cui  logaritmo  è 0,9831976.  E 
siccome  questo  logaritmo  appartiene  od  un  numero  10  volte  mag- 
giore della  proposta  frazione,  così  diminuendo  la  sua  caratteristica' 
di  una  unità,  verrà  1,9831976  pel  cercato  logaritmo  della  fra- 
zione 0,96205.  v 

Sia  ancora  da  trovarsi  il  logaritmo  della  frazione  0,096205.  v 

Moltiplicandola  per  100,  si  ha  9,6205  il  cui  logaritmo  è 0,9831976, 
e siccome  questo  appartiene  ad  un  numero  100  volte  maggiore  della 
data  frazione,  così  diminuendo  la  sua  caratteristica  di  due  unità, 
si  ottiene  log.0, 096205  = 2,9831976. 

Sia  in  fine  da  trovarsi  il  logaritmo  della  frazione  0,00096205. 
Moltiplicandola  per  10000  affine  di  renderla  maggiore  dell’  unità, 
si  ha  9,6205;  il  cui  logaritmo  è 0,9831976.  E siccome  questo 
appartiene  ad  un  numero  10000  volte  maggiore  della  data  frazione, 


(■)  All»  pagina  8 del  programma  ufihialc  per  r insegnamento  scientifico  de’Licei 
di  Francia  vi  è nna  nota  con  la  quale  è prescritto  clic , Ut  logaritmet  entiiren^J 
ntgalif  n'etant  d’aucun  utage,  il  n’en  tera  pai  fait  rntnlion  dant  U court.  ■■ 

Lez.  di  Alg.  2i  » 
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così  diminuendo  la  caratteristica  di  4 unità,  si  ottiene  quello  della 
frazione  proposta,  e verrà 

log.0, 00096205=4, 9831976. 

Dunque  possiamo  stabilire  la  seguente  regola: 

Per  trovare  il  logaritmo  di  una  frazione  decimale,  si  prenderà  per 
caratteristica  il  numero  esprimente  il  posto  che  occupa  la  prima 
cifra  decimale  significativa  , e sopra  s»  metterà  il  segno  — ; indi 
si  cercherà  la  mantissa , come  se  si  trattasse  di  un  numero  intero, 
senza  tener  conto  alcuno  della  virgola. 

Con  questa  regola  volendo  il  logaritmo  della  frazione  0,000002437, 
si  fisserà  la  caratteristica  C,  perchè  la  prima  cifra  significativa  2, 
occupa  il  sesto  posto  : sopra  si  metterà  il  segno  — , c verrà  6 per 
la  caratteristica  cercata.  Indi  considerando  il  numero  come  intero, 
si  troverà  la  mantissa  del  logaritmo  di  2437,  ch'è  3808555  e si 
avrà  6,3808555  pel  logaritmo  della  data  frazione  0,000002437. 

Come  si  eseguano  le  quattro  operazioni  sopra  i logaritmi 
■ a caratteristica  negativa. 

266.  Addizione.  L’ addizione  di  più  logaritmi,  clic  corrisponde  alla 
moltiplicazione  de’ rispettivi  numeri,  non  presenta  alcuna  difficoltà; 
dacché  basta  metterli  l’uno  sotto  l'altro,  indi  addizionare  le  man- 
tisse, e poi  col  riporto  (se  ha  luogo)  si  farà  l’ addizione  di  questo 
riporto  c delle  caratteristiche  negative,  avendo  riguardo  a' segni , 
come  si  fa  in  un  polinomio,  quando  si  esegue  la  riduzione  deter- 
mini simili. 

Esempio.  Si  vogliono  addizionare  i seguenti  logaritmi 

2,4857814 

0,7583921 

4,5987486 

3,8977503 

1,7406724. 

Sottrazione.  Supponiamo  in  primo  che  un  logaritmo  a caratte- 
ristica positiva,  per  esempio,  log.A=3,4581473,  debba  entrare  sot- 
traltivamcntc  in  un  calcolo,  ossia  che  debba  esser  tolto  dall’ insieme 
di  più  altri  logaritmi. 

Poiché  questo  logaritmo  dev' esser  sottratto,  così  dovrà  cambiare 
di  segno,  e perciò  diventa 

— log.  A=— 3,4581473, 
che  può  scriversi  in  questo  modo 

— log.  A = — 3 — 1 -i- 1 — 0,4581473, 
ovvero  — log.A=—  (3-h1)-+-(1 — 0,4581473)  ; 

e siccome  si  ha  1 — 0,4581473  = 0,5418527  , 
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cosi  sostituendo  verrò 

— log.A=—  (3  + 1) +0,5418527  , 
e questo  risultamento  può  esser  messo  sotto  questa  forma 
— log.  A = 4,5418527. 

Dunque  in  luogo  di  fare  entrare  sottraltivamentc  log. A nell' insieme 

di  più  logaritmi,  si  può  introdurre  additivamentc  4,51185*27,  cli'è 
equivalente  a — log. A. 

267.  Sia  un  logaritmo  a caratteristica  negativa  che  debba  es- 
sere sottratto  dall'  insieme  di  più  altri  logaritmi  per  esempio  , 
log.A=5, 4581473. 

Siccome  questo  logaritmo  corrisponde  a 

Iog.A=— 3 + 0,4581473  , 
cosi  nel  sottrarlo  deve  cambiare  il  segno , c diventa 
— log.A  = 3 — 0,4581473, 
che  può  scriversi  cosi 

— log.A  = — ( — 3 + 1)  + (1  — 0,4581473). 

Ed  essendo  1 — 0,4581473  = 0,4518527,  sottraendo  si  ha 
— !og.A=—  (—3+1)+  0,5418527  , 

=—(—2) + 0,5418527, 

= 2 + 0,5418527, 

c finalmente  — log.A  =2,5418527. 

Dunque  in  luogo  di  sottrarre  3,4591473  dall’ insieme  di  più  lo- 
garitmi , si  può  introdurre  additivamentc  la  quantità  2,5418527 
ch’ò  equivalente  a — log.A. 

1 risultamene  di  questi  due  esempi  ci  permettono  di  stabilire 
la  seguente  regola  generale. 

Per  fare  entrare  sotiratlivamente  un  logaritmo  nell' insieme  di 
un  calcolo  logaritmico,  si  accrescerà  la  sua  caratteristica  di  -4-1 , 
e le  si  cambierà  il  segno;  indi  si  prenderà  della  mantissa  il  com- 
plemento all’unità,  ossia  che  ogni  cifra  della  mantissa,  andando  da 
sinistra  a destra,  si  toglierà  da  9 e l'ultima  cifra  significativa  da  IO. 

Esempio  4."  Così  se  si  deve  sottrarre  log. A =2,3840027  dall'in- 
sieme di  più  altri  logaritmi , si  dirà  : 2 ed  1 , fanno  3 , e per 
sottrazione  3.  Indi  3 da  9 , 6 ; 8 da  9 , 1 ; 4 da  9 , 5 ; 0 da  9 , 9 ; 
2 da  9,  7;  7 da  10,  3.  Si  avrà  dunque  — log.A  =3,61 59973  , e 
perciò  si  scriverà  questo  logaritmo  sotto  gli  altri  messi  in  colonna 
per  farne  l' addizione  totale. 

Esempio  2."  Sottrarre  log.A=0,278146*2.  Si  scriverò  nel  com- 
plesso del  calcolo  la  quantità  additiva  1,7218538. 

Esempio  3.°  Sottrarre  log.A  = 4,8960530,  si  dirò  4+1=3,  c 
per  sottrazione  3,  e poi  si  scriverà  nell' insieme  de' logaritmi  la 
quantità  additiva  3,1039470  eh' è equivalente  a — log.A. 
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268.  Per  avere  il  logaritmo  della  potenza,  o della  radice  di  un 
numero , sappiamo  che  il  suo  logaritmo  si  deve  moltiplicare  pel 
grado  della  potenza,  o dividere  per  l’indice  della  radice.  Queste 
operazioni  non  fanno  difficoltà  quando  il  logaritmo  è tutto  positivo; 
ma  se  ha  la  caratteristica  negativa,  potrebbe  trovarsi  qualche  dif- 
ficoltà sull’esecuzione  di  queste  operazioni.  Ad  oggetto  di  preve- 
nirle diamo  il  seguente  esempio. 

Sia  da  moltiplicarsi  il  logaritmo  2,79399002  per  S ; si  molti- 
plicherà la  mantissa  per  5,  e poi  nel  moltiplicare  la  caratteristica 
si  avrà  riguardo  al  segno  — dal  quale  è affetta;  cioè  si  dirà:  — 2 
per  5 fa  — 10  e -d-3  unità  di  riporto,  restano  — 7,  c perciò 
sarà  7 la  caratteristica  del  prodotto  ; e questo  per  conseguenza 
sarà  7,96995010. 

Sia  ora  da  dividere  lo  stesso  logaritmo  2,79399002  per  5 : 
qui  la  caratteristica  2 non  è divisibile  per  5 , ma  possiamo  di- 
minuirla di  3,  e renderla  5,  ed  accrescere  di  30  decimi  la  prima 
cifra  7 della  mantissa , per  cui  diventa  37  decimi  in  luogo  di  7 
decimi.  Onde  dividendo  5 per  5 , si  ha  per  quoziente  1,  e poi 
dividendo  la  mantissa  379399002  per  5 , si  ha  75879800,  e perciò 
sarà  1,75879800  il  quoziente  cercato. 

LEZIONE  XXIX. 

Uso  delle  tavole.  Trovare  il  logaritmo  di  un  numero  che  ecceda 
l’ ultimo  delle  tavole.  Dato  un  logaritmo  trovare  il  numero  cor- 
rispondente. 

269.  I logaritmi  sono  di  una  grande  utilità  nelle  applicazioni 
numeriche , perchè  abbreviano  sommamente  quei  calcoli , che  senza 
il  loro  aiuto  sarebbero  di  una  penosa  lunghezza  , e spesse  volte 
anche  ineseguibili.  Ma  per  servirsi  ne'  calcoli  numerici  de’  logaritmi 
è necessario  che  si  sappia  il  maneggio  delle  tavole,  ossia  il  modo 
di  usarle;  ed  è perciò  che  quasi  sempre  sono  le  tavole  precedute 
da  una  istruzione  riguardante  l'uso  e la  loro  disposizione. 

Le  migliori  tavole,  e quindi  le  più  diffuse  sono  le  tavole  grandi 
di  Callet,  c le  piccole  di  La  Lande,  entrambe  a sette  cifre  deci- 
mali ; ma  le  prime  estese  fino  al  numero  108000,  e le  seconde 
fino  al  numero  10000:  noi  ci  serviremo  di  quest’ ultime  (*). 


(•)  Vi  sono  ancora  le  tavole  di  La  Lande  a cinque  decimali,  ma  queste  non  po- 
tendo dare  ne’  calcoli  una  soddisfacente  approssimazione,  si  sono  quasi  generatine  nte 
abbandonate.  In  Francia  una  superiore  disposizione  riguardante  gli  esami  per  l’ara- 
missione  a’ Collegi,  obbliga  i Candidati  a far  uso  ne’ loro  calcoli  delle  tavole  a sette 
decimali.  L’edizione  stereotipa  delle  tavole  di  La  Lande  a sette  decimali,  fatta  nel 
1834,  i preceduta  dal  seguente  avtiso. 

line  dfeision  non  velie,  relative  aux  examens  pour  Vadmilìion  d l’éeole  Poly - 
tcehnìque,  à fècole  Mititairc  do  Saint-Cyr  et  dune  la  Marine,  oblige  les  Candi- 
dati à fané  usaje,  dttns  I euri  calcali  di  IvgarUhmt  d sepl  dlcimales. 
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Due  sono  le  quistioni  che  costituiscono  lu  pratica  delle  tavole. 

1. *  Trovare  il  logaritmo  corrispondente  ad  un  dato  numero. 

2. “  Trovare  il  numero  corrispondente  ad  un  dato  logaritmo. 
La  risoluzione  di  queste  due  questioni  poggia  sul  seguente  prin- 
cipio , che  noi  premettiamo  come  lemma. 

270.  Lemma.  Ne  numeri  grandi  e molto  vicini  , le  differenze 
de'  numeri  sono  sensibilmente  proporzionali  alle  differenze  de'  loro 
logaritmi. 

Sieno  n ed  n-t-d  due  numeri,  b e b+3  i loro  logaritmi:  sarà 
6-t-<?=log.(n-t-d);  e 6=log.«,  ondo  sarà  <?=!og.(n-+-d) — log.n  ossia 

j=l°g-(!^)=,o«-(i+3- 

E poiché  col  crescere  di  n la  frazione  jj  diminuisce,  perciò  col  • 

crescere  di  n anche  la  quantità  3,  differenza  de’ logaritmi  de’ due 
numeri , diminuisce. 

Dunque  quanto  più  i numeri  crescono,  tanto  più  diminuiscono 
le  differenze  de’ loro  logaritmi. 

Di  piu,  poiché  =t  H — , e — r—  = l + -r,  e che  col  ere- 

r n nò  0 

scerc  del  numero  n cresce  del  pari  il  suo  logaritmo  b , perciò  è 

facile  conchiuderc  che  col  crescere  di  n , le  due  frazioni  - c r 

’ n b 

d 5 

diminuiscono,  e le  quantità  Ì4--,  ed  l-f-^  tendono  a diventare 

ciascuna  eguale  all’unità.  Onde  quando  n è un  numero  molto 
grande , queste  due  quantità  differiscono  pochissimo  dall’  unità , 
e si  possono  prendere  come  sensibilmente  eguali  ; avremo  dunque 

(1)  l-f-l=  1-f-^,  oss*°  c perciò  starà  n:d::b  :3. 

Sia  ora  n-Hd'  un  altro  numero , e sia  M-*'  il  suo  logaritmo, 
si  avrà  del  pari  n : d'  ::  b : 3’ . Ora  queste  due  proporzioni  avendo 
gli  stessi  antecedenti , i loro  conscguenti  sono  proporzionali , e 
starà  d:d'  cioè  a dire  che  ne’  numeri  molto  grandi  e molto 

vicini,  le  differenze  de’humeri  sono  proporzionali  alle  differenze  dei 
loro  logaritmi. 

271.  Ammesso  questo  principio,  vediamo  come  si  trovi,  con  le 
tavole,  il  logaritmo  corrispondente  ad  un  numero  dato. 

A tale  oggetto  osserveremo  che  un  numero  decimale,  compreso 
tra  1000  e 10000,  perchè  non  trovasi  esattamente  nelle  tavole, 
cade  sempre  tra  due  numeri  consecutivi  delie  medesime , e perciò 
il  suo  logaritmo  si  compone  di  due  parli , cioè  del  logaritmo  del 
numero  prossimamente  minore , che  trovasi  direttamente  nelle  ta- 
vole, e di  una  piccola  parte  che  vi  si  aggiunge  per  completarlo. 
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c farlo  corrispondere  a quello  del  numero  dato.  Questa  piccola 
parte  si  chiama  parte  proporzionale  ; perchè , a norma  dei  prin- 
cipio stabilito  , si  calcola  nella  supposizione  che  le  differenze  dei 
numeri  sicno  proporzionali  a quelle  de' loro  logaritmi.  Questa  parte 
proporzionale  si  calcola  stabilendo  la  proporzione:  l'unità,  eh’ è 
la  differenza  de'  due  numeri  successivi , sta  alla  differenza  de’loro 
logaritmi , che  si  chiama  differenza  delle  tavole , come  la  parte 
decimale  del  numero  dato,  sta  alla  parte  proporzionale.  Onde  que- 
sta parte  proporzionale  si  trova  moltiplicando  la  frazione  decimale 
del  numero  dato,  per  la  differenza  delle  tavole.  Avuta  questa  parte 
proporzionale  si  unirà  al  logaritmo  del  numero  prossimo  minore 
del  dato,  e la  somma  sarà  il  logaritmo  che  si  domanda. 

Cosi  volendo  il  logaritmo  di  4754,34  si  troverà  il  logaritmo  di 
4754,  eh’ è 3,6770592,  e siccome  tra  questo  logaritmo  e quello 
del  numero  seguente  4755,  la  differenza  delle  tavole  è 913 , cosi 
si  farà  la  proporzione  1 : 913  ::  0,34  : x,  dalla  quale  si  calcola  x, 
eh’ è la  parte  proporzionale,  e si  trova  #=310,  che  aggiunta 
a 3,6770592  darà  3,6770902;  c questo  sarà  il  logaritmo  del  numero 
dato  4754,34. 

Del  pari  volendo  il  logaritmo  di  47,5434  siccome  questo  nu- 
mero ha  nella  parte  intera  due  sole  cifre,  così  lo  moltiplicheremo 
per  100 , cioè  avanzeremo  la  virgola  di  due  posti  verso  la  destra, 
onde  avere  il  numero  4754,34  compreso  tra  1000  e 10000,  ossia 
per  avere  la  parte  intera  espressa  da  quattro  cifre;  e perciò  il 
logaritmo  di  questo  numero  sarà  di  due  upità  maggiore  di  quello 
del  numero  dato  47,5434.  Trovando  dunque  il  logaritmo  di  4754,34 
nel  modo  esposto,  si  ottiene  3,6770902,  e tolte  dalla  caratteristica 
due  unità,  resta  1,6770902  che  sarà  il  logaritmo  del  numero  dato. 

Sia  ancora  da  trovarsi  il  logaritmo  del  numero  47543,4  che  ec- 
cede 10000  ch'è  l’ultimo  delle  tavole.  Divideremo  questo  numero 
per  10,  cioè  passeremo  la  virgola  di  un  posto  verso  la  sinistra, 
affine  di  avere  il  numero  4754,34  la  cui  parte  intera  è di  quattro 
cifre;  sarà  questo  numero  il  decimo  del  dato,  e perciò  il  suo  lo- 
garitmo sarà  di  una  unità  di  meno  del  logaritmo  de)  numero  dato. 

Quindi  troveremo  il  logaritmo  di  4754,34  ch'è  3,6770902  ed 
accresceremo  la  caratteristica  di  1 ; la  somma  4,6770902  sarà  il 
logaritmo  del  numero  dato  47543,4. 

Sia  in  fine  da  trovarsi  il  logaritmo  del  numero  intero  475434 
che  eccede  l’ultimo  delle  tavole.  Si  distaccano  dalla  sinistra  quattro 
cifre , e verrà  4754,34  eh'  è quello  che  si  avrebbe  dividendo  il 
numero  dato  per  100.  Onde  il  logaritmo  del  dato  numero  sarà 
quanto  quello  di  4754,34  accresciuto  di  due  unità.  Si  troverà  dunque 
il  logaritmo  di  4754,34  ch'è  3,6770902;  la  caratteristica  si  accre- 
scerà di  due  unità,  e si  avrà  5,6770902  che  sarà  il  logaritmo  del 
numero  dato  475434. 

Non  trottiamo  del  modo  di  trovare  il  logaritmo  dt  una  frazione, 
perchè  ne  abbiamo  parlato  a profusione  nella  precedente  lezione. 
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272.  Occupiamoci  ora  della  seconda  questione,  e proponiamoci 
di  trovare  il  numero  corrispondente  ad  un  dato  logaritmo.' 

Se  il  logaritmo  si  trova  esattamente  nelle  tavole,  allora  il  nu- 
mero che  in  linea  corrisponde  nella  colonna  a sinistra  , sarà  il 
numero  cercato.  Ma  quando  il  logaritmo  dato  non  s’ incontra  esat- 
tamente nelle  tavole,  possono  darsi  due  casi  : o che  la  caratteri- 
stica del  logaritmo  dato  è 3,  o pure  è diversa  da  3. 

Nel  primo  caso  il  logaritmo  dato  cadendo  tra  due  logaritmi 
consecutivi  delle  tavole , il  numero  cercato  sarà  composto  di  due 
parli,  cioè  del  numero  intero  corrispondente  al  logaritmo  prossi- 
mo minore  , e di  una  frazione  che  vi  si  aggiunge  per  comple- 
tarlo e farlo  corrispondere  a quello  del  logaritmo  dato.  Questa 
frazione , che  anche  si  chiama  parte  proporzionale , si  trova  fa- 
cendo la  proporzione  : la  differenza  delle  tavole,  cioè  la  differenza 
de’ due  logaritmi  successivi  che  comprendono  il  dato,  sta  all’unità  , 
differenza  de' due  numeri  successivi,  come  l’eccesso  del  logaritmo 
dato  sul  prossimo  minore,  sta  alla  parte  proporzionale.  Onde  que- 
sta parte  proporzionale  si  trova  dividendo  l'eccesso  del  logaritmo 
dato  sul  suo  prossimo  minore,  per  la  differenza  delle  tavole. 

Questa  parte  proporzionale  si  unirà  al  numero  cui  corrisponde 
il  logaritmo  prossimo  minore,  e la  somma  sarà  il  numero  cercato. 

Così  volendo  il  numero  corrispondente  al  logaritmo  3,6770902, 
troveremo  nello  tavole  il  logaritmo  suo  prossimo  minore , eh’  ò 
3,6770592  e che  appartiene  al  numero  4754;  indi  divideremo  310, 
ch'è  l’eccesso  del  logaritmo  dato  3,6770902  sul  suo  prossimo  mi- 
nore 3,6770592,  per  913  ch’è  la  differenza  delle  tavole,  ed  il 
quoziente  0,34  aggiunto  al  numero  4754,  darà  4754,34  che  sarà 
il  numero  cercato. 

Nel  secondo  caso,  pel  quale  la  caratteristica  del  logaritmo  dato 
non  è 3,  si  supponga  che  sia  3 e si  trovi  il  numero  corrispon- 
dente : indi  si  trasporti  la  virgola  di  tanti  posti  verso  destra , o 
verso  sinistra  , di  quante  unità  si  è supposta  diminuita  o accre- 
sciuta la  caratteristica  per  farla  diventar  3;  il  numero  che  risulta 
sarà  il  cercato. 

Cosi  per  trovare  il  numero  corrispondente  al  logaritmo  5,6770902 
si  supponga  diminuita  la  caratteristica  di  due  unità  per  farla  di- 
ventar 3 , e si  determini  il  numero  corrispondente  al  logaritmo 
3,6770902  che  si  trova  essere  4764,34.  Indi  si  trasporti  la  vir- 
gola di  due  posti  verso  la  destra,  perchè  la  caratteristica  5 si  è 
supposta  diminuita  di  due  unità  per  farla  addiventar  3 , e verrà 
475434  che  sarà  il  numero  cercato. 

Del  pari  volendo  il  numero  corrispondente  al  logaritmo  1,6770902, 
si  supponga  la  caratteristica  accresciuta  di  due  unità  , onde  ren- 
derla 3,  e si  trovi  il  numero  corrispondente  al  logaritmo  3,6770902, 
che  si  trova  essere  4754,34;  c trasportata  la  virgola  di  due  posti 
verso  sinistra,  verrà  47,5434  che  sarà  il  numero  cercato. 

Sia  ancora  da  trovarsi  il  numero  corrispondente  al  logaritmo 
3,6770902  che  ha  la  sola  caratteristica  negativo. 
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Si  supponga  essere  la  caratteristica  3 , c si  trovi  il  numero 
corrispondente  al  logaritmo  3,6770902,  eh’ è 4754,34  e si  tra- 
sporti la  virgola  di  sci  posti  verso  sinistra,  perchè  di  sei  unità  si 
è supposta  accresciuta  la  caratteristica  3 per  farla  diventare  3 , e 
verrà  0,00475434  che  sarà  il  numero  cercato. 

LEZIONE  XXX. 

Applicazione  de' log.  alla  calcolazione  delle  forinole  algebriche, 
ed  alla  risoluzione  delle  equazioni  esponenziali. 

273.  Nelle  precedenti  lezioni  abbiamo  esposta  la  teoria  de’ lo- 
garitmi e le  loro  proprietà  generali , qualunque  sia  la  base  : ab- 
biamo fatto  vedere  le  proprietà  particolari  de’  logaritmi  briggiani 
o comuni,  ed  abbiamo  mostrato  ancora  in  che  modo  si  passi  da 
un  sistema  di  logaritmi  ad  un  altro  sistema.  In  fine  abbiamo  esposto 
l’uso  delle  tavole  circa  il  modo  di  trovare  il  logaritmo  corrispon- 
dente ad  un  dato  numero,  c di  trovare  il  numero  corrispondente 
ad  un  dato  logaritmo.  Ora  affinchè  nulla  manchi  in  quanto  riguarda 
l'uso  e l’applicazione  de’ logaritmi , esporremo  in  questa  lezione 
alcuni  esempi  di  applicazioni , onde  mostrare  in  che  modo  si  ado- 
perino i logaritmi  alla  valutazione  delle  forinole  algebriche , ed 
alla  risoluzione  delle  equazioni  esponenziali. 

Esempio  4.°  Sia  da  calcolarsi  il  quarto  termine  della  proporzione 

o : b ::  c : x. 
bc 

Essendo  ax=bc , sarà  x—~ . c prendendo  i logaritmi  verrà 

log.;r=log.6-i-log.c — log.a. 

Esempio  2.°  Calcolare  il  valore  di  a nella  proporzione  a:  x :: x :b. 
Essendo  x*=  ab , sarà  x—V ab,  c prendendo  i logaritmi,  verrà 
log.* = ì-  (log.a  ■+■  log.6) . 

Esempio  3.°  Calcolare  il  valore  di  x nella  formola 

3a*ò 1 
X~\ctd*' 

Prendendo  i logaritmi,  si  ha 

log.*=log.(3a‘6’)  — log.(4c*<r)  ; 
ma  log.(3a*à’)=log.3-4-21og.a-4-3log.6 , 

c log.(4cM*)  = Iog.4  -t-  41og.c 21og.d  , 

dunque  sostituendo  verrà 

log.a:  = log.3  + 21og.a-i-3log.6 — Iog.4 — 41og.c— 21og.d. 

Esempio  4.°  Calcolare  l’aia  del  triangolo  che  ha  per  loti 
0,9456  ; 1,345  ; 0,8756.^ 
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Quando  a,à,c,  sono  i tre  lati  di  un  triangolo  rettilineo,  la  sua 
aia  S è data  , com'  è noto , dalla  formola 

# ’ 

S = Vp(p— a)(p—  b)(p  — c) , 

nella  quale  p dinota  la  seroisomma  de'  tre  lati. 

Applicando  a questa  formola  i logaritmi , si  ottiene 

log.S  = f [log.p  -+-  log. (p  — a)  -+-  log. (p  — 6)  -+-  log. (p  — c)]  : 
ora  si  ba 

a = 0,94o6 
b = 1,345 
c = 0,8756 
2p =3,1662  ; 
c perciò  sarà 

P=  1, 5831.  ...log.(l,583l)=0, 1995083 

(p  — o)=  0,6375 log.(0,6375)=  1,8044802 

(p  — 6)=  0,2381 log. (0,2381)=  1,3767594 

(p—  c)=0,7075. . . . log. (0, 7075)=  ì~,8497264 

Somma  = 1,2304743 

metà  = r,61 52372  = log.S  : 
onde  sarà  S = 0,41232266. 

Dunque  l'aia  cercata  è 0,41232266. 
y Esempio  ò°  Dato  1 angolo  A0  di  un  settore  circolare,  e dato  il 
raggio  r,  trovare  l'aia  del  settore. 

L’aia  dell'intero  cerchio  che  ha  per  raggio  r è ttt’;  ma  il  cerchio 
sta  al  settore,  come  quattro  retti  all'angolo  del  settore;  dunque  starà 

360°  : A*  »rr*  : Sett.* , 

onde  sarà 

Sett  ' "'AV> 

SeK'  — 360  ’ 

e prendendo  i logaritmi  , verrà 

Iog.Sctt.e=  log.»  -+-  2log.r  -+■  log.  A°— log. 360. 

Ma  essendo  - = 3,1415926,  sarà  log.<r=  0,4971499  ; ed  essendo 
di  più  log.  360=2,5563025  , sarà  log.  Sett/ = log.  r -+-  log.  A" 
-+-0,4971499  — 2,5563025;  ossia 

log.Sett.*=21og.r-l-  log.  A°-f-  3,9408474. 

Cosi  se  si  ha  r = 9,8i  ed  A°=36°.48‘,  essendo 

36°, 48  = 36^=36, 8, 

oU 


log. Seti. °=2log  (9,84) -+- log. (36.8) -+- 3,9408474. 
Ltz.  di  Alg.  ss 
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E siccome  si  ha 

log.(9,84)=0,992995n_21ò 

0,9929951  J ~ ‘il0g'r 
log.(36,8)=l, 5658478 
3,9408474  . 

1,4926854  = log  .Sett.': 

perciò  sarà  Settore  =31,09416. 

Esempio  6.°  Determinare  il  valore  di  x nell'equazione 

a*=b. 

Prendendo  i logaritmi,  verrà  a:log.a=log.6,  e perciò  sarà 

log.ò 


x— 


log. a 


Sia  ancora  da  determinarsi  il  valore  di  x nell'equazione 

-b* 

GL  — C • 

Facendo  6*=y,  e messo  questo  valore,  si  ha 

ay  = e , 

e prendendo  i logaritmi,  verrà  ylog.a=log.c,  dalla  quale  si  ricava 

log.c 

y=r£—  • 
log.a 

Rimettendo  in  luogo  di  y il  suo  valore  bx,  si  ha 

hX_  log.c 
“log.a’ 

e prendendo  i logaritmi  di  ambo  i membri  verrà 
arlog.ò  = log.log.c — log.log.a , 
dalla  quale  si  ricava 

log.log.c— log.log.a 

log. 6 

Applichiamo  questa  forinola  all’equazione  3**=6561. 

In  questo  caso  si  ha 

d — 3 , b = 2 , e = 6561 , 

e perciò  sostituendo  questi  valori  nella  forinola  trovala,  si  ha 

log.log.6561 — log. log. 3 

x log  .2 

Ora  essendo  log. 6561  =3,8169700, 

sarà  log.  log.  6561=log. (3, 81 69700)  = 0,5817187. 

Del  pari  essendo  log. 3 = 0,47712125, 

sarà  log.log.3  = log.(0, 47712125)  = — 0,3213713, 

e perchè  si  ha  log. 2=  0,3010300# 
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Derciò  sarà  *-  0.S817187  + 0.3213713  _ 0,9030900  „ 

P 0,3010300  ~ 0,3010300  ~3’ 

Dunque  sarò  .r=3. 

Esempio  7."  Conoscendo  la  superfìcie  S di  una  sfera,  determi- 
nare il  suo  volume  V. 

Sia  R il  raggio  della  sfera:  si  avranno  evidentemente  le  due 
eguaglianze 

4*R*=S,  gJiR’=V. 

Per  eliminare  il  raggio  R,  si  elevi  a cubo  ciascun  membro  della 
prima,  ed  a quadrato  ciascun  membro  della  seconda,  si  ha 

64»’R°=SJ,  ^W=v\ 

divisa  la  prima  per  la  seconda,  si  ottiene 

S* 


dalla  quale  si  ricava 


^<ÒTt=—, 

V=|/Jì 


Sia  S=  18,37  metri  quadrali.  Facendo  in  questa  S = 18,37  ed 
applicando  i logaritmi,  verrà 

Tipo  del  calcolo. 

log.  18,37=  1,2641092 ' 

2log.  1 8, 37 = 2,52821 84 
— log. 36  =2,4436975 

— Iog.4  =1,5028501 

1,7388752 

metà  = 0, 8694376  = log.V. 

Onde  sarà  V = 7,4035  metri  cubici. 

Esempio  8.°  Conoscendo  che  i tre  lati  di  un  triangolo  sono 
a=0,120;  6=0,112;  c = 0,104:  si  vuol  determinare  il  raggio  R 
del  cerchio  circoscritto. 

Per  una  formola  conosciuta  si  ha 


R = 


ohe — * / aa6*c2 

"p(p— a)(p  — b)( p — c) ~ V 16/>(p — °)(P — b)(p  — c)  ' 


Al/p[p—a)  (p-b)(p- 

nella  quale  p è la  scmisomma  de’ tre  lati  del  triangolo. 
Or  nel  nostro  caso,  essendo 


a 

= 

0,120 

6 

0,112 

c 

= 

0,101 

2 P 

0,336 

P 

0,168 
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Onde  si  avrà  p — « = 0,048;  p — 6 = 0,036;  p — 6=0,064 ; e 
perciò  sarà 

log.(0, 120)=  1,07918125, 
log.(0,112)=I, 24921802, 
log.  (0,104)  = 1,01703334 , 
log.(0,168)=l, 22530928, 
log.(0,048)  = 2, 68124124, 
log.  (0,056)  = 2,74818803 , 
log.(0,064)=2, 80617990, 
log. 10  =1,20411998. 

Dunque  applicando  questi  logaritmi  alla  formolo  precedente,  si  ottiene 

Tipo  del  calcolo. 

log.(0,120)=  1,07918125 
1,07918125 
log.(0, 1 12)  =F, 04921802 
1,04921802 
log.(0,104)  = 1,01703334 
1,01703334 

— log.  16  =2,79388002 

— log.(0, 168)  = 0,77469072 

— log.(0, 048)  = 1,31875876 

— log.(0, 056)  = 1,25181197 

— log. (0,064)  = 1,19382003 

3,62582672 

metà  = 2, 8 1 291336= log.  R. 

Dunque  sarà  R = 0,065. 

LEZIONE  XXXI. 

Dell’  interesse  semplice  e composto.  Delle  annualità.  Modo  di 
paragonare  tra  loro  piu  somme  esigibili  in  epoche  diverse. 
Delle  rendite  vitalizie. 

274.  Chi  prende  una  somma  in  imprestilo  per  impiegarla  nelle 
speculazioni  commerciali,  o nella  esecuzione  di  lavori  produttivi , 
o per  i suoi  particolari  bisogni,  è giusto  che  compensi  il  padrone 
della  somma  del  vantaggio  clic  questi  avrebbe  potuto  procurarsi, 
impiegando  la  somma  da  se  medesimo.  Questo  compenso  è quello 
che  si  chiama  interesse  o frullo;  ed  è chiaro  che  questo  interesse 
deve  variare  secondo  la  somma  prestata,  e secondo  il  tempo  della 
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durata  dell’ imprestilo.  L'interesse  dunque  che  produce  un  capitale 
dipende  da  due  elementi,  dal  capitale  cioè,  e dal  tempo  pel  quale 
questo  rimane  impiegato.  Onde  affinchè  questo  interesse  possa  cal- 
colarsi, è d’uopo  che  si  abbia  un  termine  costante  di  paragone, 
sì  per  1’  uno,  che  per  1'  altro  di  questi  due  elementi.  A tale  og- 
getto si  è convenuto  di  prendere  la  somma  100  per  termine  co- 
stante de’ capitali,  ed  un  anno  per  quello  del  tempo  dell’impiego. 
Cosi  quando  si  dice  che  un  capitale  si  è impiegato  al  sette  percento, 
si  vuole  intendere  che  una  somma  di  100  lire  produce  dopo  un  anno 
7 lire  d’interesse,  di  modo  che  chi  presta  100  lire  deve  ricevere 
dopo  un  anno  107  lire,  cioè  100  pel  capitale  e 7 per  l'interesse. 

L’interesse  che  produce  in  un  anno  il  capitale  100  si  chiama 
la  ragione  dell’interesse. 

275.  Un  interesse  si  dice  semplice  quando  viene  ogni  anno  ritirato 
dal  prestatore,  o pure  che  restando  in  mano  del  debitore  non  di- 
venta un  nuovo  capitale,  e quindi  non  produca  un  nuovo  interesse. 

Si  dice  poi  interesse  composto  , o a moltiplico , quando  ogni 
anno  l’interesse,  restando  in  mano  del  debitore,  si  unisce  al  ca- 
pitole affinchè  produca  un  nuovo  interesse. 

Interesse  semplice. 

276.  Ciò  premesso,  sia  r l’interesse  che  produce  il  capitale  1 
in  un  anno  , sia  C un  capitale  qualunque,  n il  numero  degli  anni 
per  i quali  resta  impiegato , e sia  i l’ interesse  corrispondente. 

Poiché  il  capitale  1 produce  in  un  anno  la  somma  r d'interesse, 
il  capitale  C produrrà  l’interesse  Cr.  Or  se  per  un  anno  l’inte- 
resse è Cr,  per  n anni  sarà  Cm;  ma  questo  interesse  è indicato 
da  i,  dunque  si  ha  l' equazione 

(1)  i=Crn. 

In  questa  equazione  si  può  prendere  per  incognita  ciascuna  delle 
quattro  quantità  che  contiene.  Prendendo  successivamente  per  inco- 
gnita C , n , ed  r f si  ottengono  le  seguenti  equazioni 


(2) 

c=— , 

nr 

(3) 

B = CF* 

w 

r=(Tn’ 

e queste  quattro  equazioni  sono  le  soluzioni  de’  quattro  seguenti 
problemi. 

l.°  Trovare  l’interesse  che  produce  un  dato  capitale  impie- 
gato per  un  certo  numero  di  anni  ad  una  data  ragione. 

2.4  Trovare  il  capitale  che  deve  impiegarsi  per  un  certo  nu- 
mero di  anni  ad  una  data  ragione,  acciò  produca  un  dato  interesse. 
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3. °  Trovare  per  quanti  anni  deve  lasciarsi  impiegato  un  dato 
capitale  ad  una  data  ragione,  affinchè  produca  un  dato  interesse. 

4. °  Trovare  la  ragione  alla  quale  deve  impiegarsi  un  dato  capi- 
tale, affinchè  dopo  un  dato  numero  di  anni  produca  un  dato  interesse. 


Interesse  composto  o a moltiplico. 


277.  Supponiamo  ora  che  un  capitale  siesi  impiegato  per  n anni 
ad  interesse  composto,  e supponiamo  che  r sia  l’interesse  prodotto 
in  un  anno  dal  capitale  1 : si  domanda  a quanto  ascende  questo 
capitale,  accumulato  co’ suoi  .interessi  per  gli  n anni.  Poiché  il 
capitale  1 produce,  in  un  anno  l’interesse  r,  il  capitale  a pro- 
durrà ar  ; onde  dopo  il  primo  anno  il  capitale,  unito  al  suo  in- 
teresse, diventa  a + ar,  ossia  a(l+r).  Dunque:  per  trovare  a 
quanto  ascende  dopo  un  anno  un  capitale  a unito  al  suo  interesse, 
bisogna  moltiplicare  il  capitale  a per  (1  -+-  r), 

£ poiché  alla  fine  del  primo  anno  il  capitale  a diventa  a(l-f-r), 
perciò  alla  fine  del  secondo  anno  diventerà 

a(l  -t-r)x(H-r)  = a(l-f-r)*  ; 
alla  fine  di  3 anni  diventerà 


a[l  +r)*x(l  -+-r)=a(l -*-*•)’ , 

ed  in  generale,  alla  fine  di  n anni,  diventerà  a(l-t-r)*.  Onde 
chiamando  A questa  quantità , si  avrà  l’ equazione 

(5)  A = a(H-r)", 


e prendendo  i logaritmi , verrà 


(6)  log.A  = log.a-}-nlog.(H-r). 

Dalla  formola  (3)  si  ricava 

p>  «=ji£p. 


che  rappresenta  il  valore  attuale  della  somma  A esigibile  dopo  n 
anni , essendo  r l'interesse  annuo  del  capitale  1. 

L’equazione  (6)  contiene  quattro  quantità  A,o,n,r,c  perciò 
fa  trovare  una  di  esse  quando  sono  date  le  altre  tre.  Prendendo 
successivamente  per  incognita  a , r , ed  n , si  avranno  le  seguenti 
equazioni 

(8)  Iog.a  = log.A  — nlog.(l  + r) , 

(9)  log.;i+r)  = lo8-A7-'?fc-°  , 


(101 


log.A — lciR.a 
10g.(l4-r) 


che  corrispondono  a'  problemi  ne'  quali  si  cerca  o il  capitale  , 
la  ragione  dell’  interesse  , o il  numero  degli  anni  per  i quali 
capitale  deve  restare  impiegalo. 


o 

il 
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Per  fare  un’applicazione  di  queste  forinole  soggiungiamo  i due 
seguenti  esempi. 

Esempio  4°  Determinare  a che  somma  ascenderà  un  capitale 
di  4000  lire  impiegato  per  20  anni  ad  interesse  composto  , alla 
ragione  del  5 per  400. 

In  questo  caso  la  forinola  (6)  ci  dà 

log.  A = log. a + n Iog.(l  4-  r) , 
e facendo  a = 1000,  n=20,  ed  r=0,05,  si  Ita 
log.A=log.l000-+-  20log.(l,05) , 

onde  si  avrà 

Iog.l000  = 3, 0000000 
20  log.(l,05)=0, 4237860 

3,4237860  = log.  A , 

e perciò  sarà  A = 2653,298  , cioè  a dire  che  la  somma  cercala 
è di  lire  2653,30. 

Esempio  2.°  Determinare  qual  somma  bisogna  pagare  attualmente 
per  estinguere  un  debito  di  40000  lire , che  maturano  dopo  20  anni, 
calcolando  l’interesse  al  5 per  400. 

Poiché  si  cerca  il  capitale  che  impiegato  per  20  anni  al  5 per  100 
produca  la  somma  di  10000  lire,  perciò  la  forinola  (8)  ci  darà  la 
soluzione  della  questione. 

Abbiamo  pel  nostro  caso  A=10000 , n=20,  ed  r=0,05,  e perciò 
log.a=  log.  1 0000  — 20  log. (1 ,05) , 

log.  10000  = 4,0000000 

— 20  log. (1 ,05)  =—  0,4237860 

3,5762T40==:  lo8a 

onde  sarà  a = 3768,89. 

Dunque  la  somma  cercata  è di  lire  3768,89. 

278.  Con  le  formole  (5)  e (7)  si  son  costrutte  le  due  seguenti 
tavole,  le  quali  con  una  semplice  moltiplicazione  fanno  risolvere 
tutte  le  questioni  che  riguardano  l’interesse  composto,  quando  il 
numero  degli  anni  non  oltrepassa  50 , e l' interesse  è compreso 
tra  il  2,  ed  il  10  per  100. 
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TAVOLA  I. 

Somma  allo  quale  mormlr  11  rapitale  di  una  lira  Impiegata 
ad  Intereaae  composto  per  un  dato  numero  di  anni 


a 

■< 

2 per  100 

2*/«perl00 

3 per  100 

3%  per  100 

4 per  100 

4’/.  per  100 

1 

1 .02000000 

1 .02300000 

1 .03000000 

1 .03300000 

1.04000006 

1.01500000 

2 

1 .04040000 

1 .05062300 

1.06090000 

1. 07122500 

1.08160000 

1 .09202500 

3 

1 06120800 

1 .07689062 

1.09272700 

1.10871787 

1.12486400 

1.14116612 

4 

1.082S32I6 

1.10381289 

1.12550881 

1.14732300 

1.16985836 

1.19231860 

8 

1.10408080 

1.13140821 

1.15927407 

1.18768631 

1.21665290 

1.24618194 

6 

1.12616242 

1.13969342 

1.19403230 

1.22928533 

1.26531902 

1.30226012 

i 

1.14868567 

1 18868375 

1 .22987387 

1.27227926 

1.31593178 

1.36086183 

8 

1.17165938 

1.21840290 

1 .26677008 

1.31680904 

1.36856903 

1.42210061 

9 

1.19509257 

1 .24886297 

1.30477318 

1.36289735 

1.42331181 

1.48609514 

IO 

1.21899SS2 

1 .28008454 

1.34391638 

1.41039876 

1.48024428 

1.55296942 

11 

1 .24337431 

1.31208666 

1 .38423387 

1 .43996972 

1 .53945406 

1.62285303 

12 

1.26824179 

1.3S 488882 

1 .42576089 

1.31106806 

1.60103222 

1.69588143 

13 

1 .29360663 

1 .37851104 

1.46853371 

1 56393606 

1.66507.151 

1.77219610 

li 

1.31947876 

1.41297382 

1.51238972 

1 61869452 

1.73167643 

1.85194492 

1S 

1 .34386834 

1 44829817 

1.55796742 

1.67534883 

1.80094331 

1 93528244 

16 

1.37278570 

1.48450562 

1.60470644 

1-73398604 

1.87298123 

2. 02237013 

17 

1.40024142 

1.52161826 

1.65284763 

1.79467833 

1.94790030 

2.11337681 

18 

1.42824625 

1.55965872 

1.70243306 

1.83748920 

2.02381052 

2.20847877 

19 

1.45681117 

1 59863019 

1.75330603 

1.92250132 

2.10684918 

2.30786031 

29 

1.48394740 

1.63861644 

1 806(1123 

1.98978886 

2 19112314 

2 41171402 

21 

1.51366634 

1.07938183 

1 .86029457 

2.03943147 

2.27876807 

2.32024116 

22 

1.54597967 

1.72157140 

1.91610341 

2.13151158 

2.36991879 

2.63363201 

23 

1.57689926 

1.76401068 

1.97338631 

2 20611 448 

2.46471555 

2.75216633 

2'. 

1.00843725 

1.80872593 

2.03279411 

2.28332849 

2.56330417 

2.87601383 

23 

1 .64060899 

1.85394410 

2.09377793 

2.36324498 

2.66383633 

3 00343446 

26 

1.67341811 

1.90029270 

2.15639127 

2.44595856 

2.77246979 

3 14067901 

27 

1.70688648 

1.94780002 

2.22128901 

2.53156711 

2.88336858 

3.28200956 

28 

1.74102421 

1.99649502 

2.28792768 

2.62017196 

2.99870332 

3.42969999 

29 

1.77384469 

2.04640739 

2.33686531 

2.71187798 

3.11865145 

3.58103649 

30 

1.81136158 

2.09736738 

2.42726247 

2.80679370 

3.24339731 

3.74531813 

31 

1.84738882 

2.13000677 

2.50008033 

2.90503148 

3.37313341 

3 91385745 

32 

1.88454089 

2.20378694 

2.87508276 

3.00670759 

3.30805873 

4.08998104 

33 

38 

1.92223140 

2.28885086 

2.63233524 

3 1 1194233 

3.64838110 

4.27403018 

1 .96067603 

2.31332213 

2.73190330 

3.22086033 

3.79431634 

4.46636154 

1.99988955 

2.37320319 

2.81386243 

3.33339043 

3.94608899 

4.66734781 

36 

2.03988734 

2.43233532 

2.89827833 

3.45026611 

4.10393283 

4.87737846 

37 

2.08068309 

2.49334870 

2 98322668 

3.57102543 

4.20808986 

3.09686049 

38 

2.12229879 

2.33368242 

3.07478348 

3 69601132 

4.43881343 

5.32621921 

30 

40 

2.16474477 

2.61957448 

3.16702698 

3.82337171 

4.61636599 

5.50389908 

2.208039fifi 

2.08506384 

3 26203779 

3.93925972 

4.80102063 

5.81636454 

SI 

2.25220046 

2.73219043 

3.35989893 

4.0978338! 

4.09306143 

6.07810094 

2 29724447 

2 82099320 

3.46069589 

4.21123799 

5.19278391 

6.33161548 

43 

2.34318936 

2.89152008 

3.56451677 

4.38970202 

5.40049527 

6.63743818 

SS 

2.39003314 

2.96380808 

3.67143227 

4.34334160 

5.61651508 

6.93612290 

SS 

2.43783S21 

3.03790328 

3.78159384 

4.70233835 

5.84117568 

7.24824843 

S6 

« 

2.48661129 

3.11385086 

3.89304372 

4.86694110 

6.07482271 

7.37441961 

2.8303435! 

3.19169713 

4.01189303 

5.03728404 

6.31781562 

7.91526849 

,*S 

2.58707039 

3.27148936 

4.13225188 

5 21338898 

6.37032821 

8.27145557 

SU  2.638.81179 
50:  2.69138803 

3.33327680 

4.23621944 

3.39606439 

6 83334937 

8.64367107 

3.43710872 

4.38390602 

5.58492686 

7.10668335 

9 0.7263627 
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TAVOLA  I. 

a all*  quale  ascende  11  rapitale  di  ■ 
Interesse  composto  per  un  dato  ns 


Ura  .Impiegata 
ro  di  anni 


7 per  100  8 per  100  9 per  100  10  per  100 


1.08000000 

1.12360000 

1.19101600 

1.26217696 

1.33822358 

1.4186191 I 

1 .5036:1026 
1.59384807 
1.68947896 
1.79084770 

1.89829856 
2.01219647 
2 13292826 

2 26090396 
2.39655819 

2.54035168 

2.69277279 

2.83433915 

3.02359950 

3.20713347 

3.39956360 

3.60333742 

3.81974966 

4.04893164 

4.29187072 

4.54938296 

4.82234394 

5.41168670 

5.41838790 

3 74349117 

6 08810064 
6.45338668 
6.84058988 
7.25102328 
7.68608679 

8.147232001 

8.63608712 

9.13423235 

9.70350749 

10.28371794 

10.90286101 
41.55703267 
12  25045463 
12.98348191 
13.76461083 

14.59048748 

15.46591673 

16.39387173 

17.37750403 

18.42015427 


1.07000000 


1.14490000 


1.22504300 


1.31079601 


1.40255173 

1.50073035 
1.60578148 
1 71818018 


1.83845921 


1.96715136 


2.10485195 


2.25219159 


2.40984500 

2.57853415 


2.75903154 


2.93216373 


3.13881321 


3.37993228 


3 61632753 


1.09000000 

1.18810000 

1.29502900 

1.41138161 

1.53862393 

I. 67710011 
1.82803912 
1.99256264 
2.17189328 
2.36736367 

2.38042641 

2.81266178 

3.06380461 

3.34172703 

3.64248246 

3 97030588 

4 32763341 
4.71712042 
3.14160125 
5.60441077 

6 10880774 
6.63860013 
7.23787447 
7.91108317 
8.62308066 

9.39913792 

10.24308213 

II. 16713932 
12.17218208 
13.26767817 

14.46176933 

13.76332879 

17.18202838 

18.72841093 

20.41396792 

22.25122303 

24.23383328 

26.43668046 

28.81598170 

31.40942003 

34.23626786 

37.31733197 

40.67610984 

44.33693973 

48.32728610 

32.67674185 
37.41764862 
02.58323700 
68  21790833 
74.35752008 
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tavola  n. 

Somma  «Unir  rho  Implodala  ad  laltrtiaa  eompoato , 
dopo  un  dato  numero  di  anni  produce  una  lira 


1 

2 per  100 

2*/,perlOO 

3 per  100 

3'/,  per  100 

4 per  100 

41/,  per  100 

1 

0.98039216 

8.97560976 

0.97087379 

0.96618357 

0.96153846 

0.93693780 

2 0.96116878 

0.95181440 

0 94239591 

0.93351070 

0.92455621 

0 91572993 

3 

0.94232233 

0.92839941 

0.91514166 

0.90194270 

0.88899636 

0.87629660 

1 

0.92384343 

0.90393061 

0.88848703 

0.87144223 

0.85480419 

0 83856134 

6 

0.90373081 

0.88385429 

0.86260878 

0.84197317 

0.82192711 

0.80245105 

6 

0.88797138 

0.86229687 

0 83748426 

0.81350064 

0.79031453 

0.78789374 

7 

0.87036018 

0 84126524 

0.81309151 

0.78599096 

0.75991781 

0 73482846 

8 

0.83349037 

0.82074637 

0.78940923 

0.75941156 

0.7306 9020 

0 70318513 

9 

0 83678327 

0.80072836 

0.76641673 

0.73373097 

0.70238674 

0.67290443 

10 

0.82034830 

0.78119840 

0.74409391 

0.70891881 

0.67556417 

0 64392768 

11 

O.8O426304 

0.76214478 

0.72242126 

0.68494571 

0.64938093 

0.61619874 

12 

0.78819318 

0.74355889 

0.70137988 

0.66178330 

0.62439705 

0.58966386 

13 

0.77303283 

0.72342038 

0.68093134 

0.63940413 

0.60057409 

0.56427164 

li 

0.75787302 

0.70772720 

0.66111781 

0.61778179 

0.57747508 

0.33997286 

15 

0.74301473 

0.69046356 

0.64186193 

0.39689062 

0.53326430 

0.516720Ì4 

16 

0.72844881 

0.67362493 

0.62316694 

0.57670591 

0.53390818 

0.49446932 

17 

0.71416286 

0.63719506 

0.60301643 

0.55720378 

0.51337323 

0.47317639 

18 

0.70015937 

0.64116391 

0.58739461 

0.538361 14 

0.49362812 

0.43280037 

19 

0.68613076 

0.62552772 

0.57028603 

0.52015569 

0.47464242 

0 43330179 

20 

0.67297133 

0.61027094 

0.55367575 

0.50256388 

0.45638695 

0.41464288 

3 

0.65977882 

0.59338629 

0.83754928 

0.48557090 

0.43883360 

0 39878743 

22 

0.64683904 

0.58080467 

0.82189250 

0.46915063 

0.42193539 

0.37970089 

23 

0.63413892 

0.56669724 

0.50669175 

0.45328563 

0.40572633 

0.36335013 

2i 

0.62172149 

0.53287533 

0.49193374 

0.43793713 

0.39012147 

0.34770347 

23 

0.60983087 

0.83939089 

0.47760556 

0.42314699 

0.37311680 

0,33273060 

26 

0.89737928 

0.52623472 

0.46369473 

0.40883767 

0.36068923 

0.31840248 

27 

0.58386204 

0.81339973 

0.45018906 

0.39501224 

0.34681657 

0.30469137 

28 

0.57437453 

0.50087778 

0.43707675 

0.38163434 

0.33347747 

0.29157069 

29 

0.56311231 

0.48866125 

0.42434638 

0.36874815 

0.32063141 

0.27901502 

Z 

0.83207089 

0.47674269 

0.41198676 

0.35627841 

0.30831867 

0.26700001 

31 

0.34124597 

0.46511481 

0 39998714 

0.34423035 

0.29646026 

0 23550241 

32 

0.83063330 

0.45377035 

0.38833703 

0.33258971 

0.28505794 

0.24449991 

33 

0.82022873 

0.44270298 

0 37702625 

0.32134271 

0.27409417 

0 23397121 

34 

0.81002817 

0.43190534 

0.38604490 

0.31047605 

0.26355209 

0 22389589 

33 

0.50002761 

0.42137107 

0.33538340 

0,29997686 

0.25341547 

0,21425444 

36 

0.49022313 

0.41109372 

0.34503243 

0.28983272 

0.24366872 

0.20302817 

37 

0.48061093 

0.40106703 

0.33498294 

0.28003161 

0.23429885 

0.19619921 

38 

0.47118719 

0 39128492 

0.32522613 

0.27056194 

0.22528343 

0.18773044 

39 

0.46194822 

0.38174139 

0.31575335 

0.26141250 

0.21662061 

0.17966349 

40 

0.43289042 

0.37243062 

0.30653684 

0.23257247 

0.20828901 

0.17192870 

3 

0.44401021 

0.36334695 

0.29762800 

0.24403137 

0.20027792 

0.16452507 

42 

0.43530413 

0.33448483 

0.28895922 

0.23377910 

0.19257493 

0.15744026 

43 

0.42676878 

0.34383886 

0.28034294 

0.22780590 

0.18516820 

0 13066054 

J 

0.41840070 

0.33740376 

0.27237178 

0.22010231 

0 17804635 

0.14417276 

z 

0.41019680 

0.32917440 

0.26443862 

0.21263924 

0.17119841 

0 13796437 

46 

0.40215373 

0.32114376 

0.25673632 

0.20546787 

0.16461386 

0.13202332 

EH 

0.39426836 

0.31331294 

0.24925877 

0.19851968 

0.13828256 

0.12633810 

48 

0.38683761 

0.30567116 

0.24199880 

0.19180643 

0.13219476 

0.12089771 

49 

0.37895844 

0.29821376 

0.23493029 

0.18532024 

0.14634112 

0.11369158 

3(1 

0.37152788 

0.29094221 

0.22810708 

0.17905337 

0.14071262 

0.11070965 
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TAVOLA  II. 

Somma  attuale  che  Impietrala  ad  Interesse  composto  , 
dopo  uà  dato  nomerò  di  aanl  produce  una  lira 


1 0.93238093  0.94339623  0.93437944  0.92892593  0.91743119  0.90909091 

2 0.90702948  0.88999044  0.87343873  0.83733882  0.84167999  0.82644628 

3 0.86383760  0.83961928  0.81629788  0.7938322-4  0.77218348  0.73131480 

4 0.82270247  0.79209366  0.76289321  0.73302985  0.70842321  0.68301348 

5 0.78332616  0.74723817  0.71298618  0.68038320  0.64993139  0.62092132 

6 0.74621540  0.70496034  0.66634222  0.63016963  0.39628733  0.86447393 

7 0.71068133  0.68503711  0.62274974  0.38349040  0.84703424  0.31315812 

8 0.67683936  0.62741237  0.88200910  0.84026888  0.80186628  0.46630738 

9 0.64160892  0.39189846  0.34393374  0.80024897  0.46042778  0.42409762 

10  0.61391325  0.35839478  0.50834929  0.46319349  0.42241081  0.38534329 

11  0.38467929  0.32678733  0.47809280  0.42888286  0.38753285  0.33049390 

12  0.35683742  0.49696936  0.44401196  0 39711376  0.38383473  0 31863082 

0.83032133  0.46883902  0.41496445  0.36769792  0 32817863  0 28966438 

14  0.30506793  0.44230096  0.38781724  0.34046104  0.29924647  0.26333123 

13  0.48101710  0.41726506  0.36244602  0.31524171  0.27453804  0.23939205 

16  0.43811152  0.39364628  0.33873460  0.29189047  0.25186976  0.21762914 

17  0.43629669  0.37136442  0.31657439  0.27026895  0.23107318  0.19784467 

18  0.41852063  0.33034379  0.29386392  0.28021903  0.21199374  0.17983879 

0.39573396  0.33051301  0.27650833  0.23171266  0.19448967  0.16350799 

20  0.37688948  0.31180473  0.25841900  0.21454821  0.17843089  0.14864363 

21  0.35894236  0.29418840  0.24131309  0.19863573  0.16369806  0.13813037 

22  0.34184987  0.27750810  0.22571317  0.18394031  0.13018171  0.12284397 

23  0.32357131  0.26179726  0.21094688  0.17031328  0.13778139  0.11167816 

24  0.3100679t  0.24697835  0.19714662  0.15769934  0.12640494  0.10132560 

23  0.29330277  0.23299863  0.18424918  0.14601790  0.11896784  0.09229600 

26  0.28124073  0.21981003  0.17219549  0.13520176  0.10639251  0.08390345 

0.26784832  0.20736795  0.16093037  0.12518682  0.09780781  0.07627T68 

0.23509364  0.19363014  0.13040221  0.11591372  0.08934845  0.06934335 

2910  24294632  0.18433674  0.14056282  0.10732732  0.08213454  0.06303941 

! 0.23137743  0.17411013  0.13136712  0.09937733  0.07837114  0.03730853 

0.22033047  0.16428484  0.12277301  0.09201608  0.06914783  0.03209868 

0.20986617  0.15495740  0.11474113  0,08320005  0.06343838  0.04736044 

0.19987234  0.14618622  0.10723470  0.07888893  0.03820033  0.04305676 

0.19035480  0.13791153  0.10021034  0.07304331  0.03339481  0.03914251 

0.18129029  0.13010822  0.09366294  0.06763154  0.04898607  0.03338410 

0.17263741  0.12274077  0.08753546  0.06262438  0.04494138  0.03234918 

0.16443363  0.11379318  0.08180884  0.03798572  0.04123039  0.02940833 

0.15660536  0.10923883  0.07645686  0.05369048  0.03782623  0.02673488 

3910.14914797  0 10303352  0.07143301  0.04971341  0.03470296  0.02430442 

40  0.14204568  0.09722219  0.06678038  0.04603093  0.03183738  0.02209493 

0.13528160  0.09171905  0.06241157  0.04262123  0.02920879  0.02008630 

0.12883962  0.08632740  0.03832887  0.03946411  0.02679706  0.01826027 

0.12270440  0.08182962  0.03451268  0.03834084  0.02438446  0.01660023 

0.11686133  0.07700908  0.03094613  0.03383411  0.02233455  0.01509113 

0.11129631  0.07208007  0.04761349  0.03132788  0.02069224  0.01371921 

0.10599668  0.06883781  0.04449839  0 02900730  0.01898371  0.01247201 

471  0.10094921  0.06463831  0.04138747  0.02683861  0.01741623  0.01133819 

4810.09614211  0.06099840  0.03886679  0.02486908  0.01397821  0.01030743 

0.09136391  0.03734866  0.03632410  0.02302693  0.0146389110.00937011 

50|  0.08720373  0.05428836  0.03394776  0.02132123  0.01311834  0.00831833 
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279.  L'uso  di  queste  tavole  si  vedrà  ne’ seguenti  esempi. 

Esempio  1°  Si  domanda  a quanto  ascenda  la  somma  di  iOOO  lire  im- 
piegata ad  interesse  composto  per  20  anni,  alla  ragione  del  5 per  100. 

Dalla  prima  tavola  si  vede  che  al  numero  20  nella  colonna  degli 
anni  corrisponde  nella  colonna  del  5 per  100  il  numero  2,65329771, 
il  quale  esprime  la  somma  cui  ascende  una  lira  dopo  20  anni  im- 
piegata al  5 per  100.  Dunque  moltiplicando  questo  numero  per 
1000  il  prodotto  2653,30  sarà  la  somma  cercata  A , come  preci- 
samente si  è trovato  facendo  uso  della  formola  (6). 

Esempio  2."  Si  domanda  qual  somma  bisogni  pagare  attualmente 
per  estinguere  un  debito  di  10000  lire  pagabili  dopo  20  anni,  alla 
ragione  del  5 per  100. 

Nella  seconda  tavola,  ed  al  numero  20  della  colonna  degli  anni 
corrisponde  nella  colonna  del  5 per  100,  il  numero  0,37688948 
che  sarà  il  valore  attuale  di  una  lira  pagabile  dopo  20  anni  ed 
al  5 per  100.  Dunque  moltiplicando  questo  numero  per  10000  , 
il  prodotto  3768,89  sarà  lo  somma  cercata,  e questo  risultamento 
corrisponde  a quello  ottenuto  con  la  formola  (8). 

Problema.  Un  Uomo  che  aveva  quattro  nipoti,  il  primo  di  12 
anni,  il  secondo  di  9,  il  terzo  di  7 ed  il  quarto  di  3,  dispose  col 
suo  testamento  che  la  sua  eredità  di  30000  lire  si  fosse  divisa  a 
questi  quattro  nipoti  di  maniera  che  impiegando  le  rispettive  quote 
ad  interesse  a moltiplico  al  5 per  100,  ciascun  nipote  compiuta  l’età 
maggiore  di  21  anni  ricevesse  egual  somma.  Si  domanda  la  por- 
zione dell'eredità  spettante  ad  ogni  nipote,  e la  somma  che  ciascuno 
dovrà  avere  quando  avrà  compiuti  i 21  anni. 

Sieno  , x, , le  porzioni  dell' eredità  spettanti  a’ rispet- 

tivi nipoti , c sia  y la  somma  che  ciascuno  dovrà  avere  quando 
avrà  terminato  i 21  anni  : sarà  evidentemente 

(11)  xt  -t-  47,  -+-  x,  + 47,=  30000. 

Or  perchè  il  primo  nipote  ha  12  anni,  per  terminare  i 21  ha  bi- 
sogno di  altri  9 anni,  c perciò  la  sua  porzione  xt  resterà  impie- 
gata per  9 anni,  alla  fine  de'quali  diventa  47,(1,05)*. 

Del  pari  il  secondo  nipote  avendo  attualmente  9 anni,  per  finire 
i 21  ha  bisogno  di  altri  12  anni,  e perciò  la  sua  porzione  x,  alla 
fine  di  12  anni  diventa  x,(l,05)“. 

Il  terzo  ed  il  quarto  nipote,  che  hanno  7 anni  e 3 anni,  ter- 
ranno le  loro  porzioni  x,  ed  x4  impiegate,  per  14  anni  e per  18 
anni,  alla  fine  de’quali  diventano  x,(l,05)u,  ed  x4(l,05)“.  Ma 
queste  quattro  somme  debbono  essere  eguali , dunque  sarà 

47,(1 ,05)*= 47,(1 ,05)“=X,(1 ,05)“=  47,(1  .OS)**  , 
dalle  quali  si  ricava 

(12)  47, =47,(1, 05)*  , 47,=47,(1,05)‘  , X,=X,(1,05)4. 

Onde  sostituendo  questi  valori  nell’equazione  (11),  si  ha 

x,(l  ,05)*-(- 47,(1 ,05)*+  47,(1 ,05)*+  x,=30000 , 
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dalla  quale  si  ottiene 

.‘10000 

1 + [1,05)*+(1,05)*+{1,05)*  ' 

Con  questo  valore  le  eguaglianze  (12)  ci  danno 

30000(1,05)* 

1 + (1 ,05j*+  (1,05)*+  (1,05)*  ’ 

30000(1,05)* 

*•  ' ~ 1 + ( 1 ,05)*+  ( 1 ,05)*+  (1 ,05)*  ’ 

30000(1,05)* 

**“  1 + (l|05)*-f-(l,05)»-i-(l,05)** 

In  fine  essendo  «,(1,05)“  la  somma  che  spetla  a ciascun  nipote 
quando  avrà  compiuto  i 21  anni , cosi  mettendo  in  luogo  di  xt 
il  suo  valore,  questa  somma  divento 

30000(1,05)"  . 

y-i  + (l,05)*~Hl,0o)*4-(l,05)*' 

Or  per  determinare  i valori  effettivi  di  queste  porzioni  osserve- 
remo che  le  quantità  (1,05)*,  (1,05)*,  (1,05)’  rappresentano  le 
somme  alle  quali  monta  il  capitale  una  lira  alla  fine  di  4 anni , 
di  6 anni,  e di  9 anni,  impiegalo  ad  interesse  a moltiplico  al  5 
per  100.  Dunque  cercando  questi  valori  nella  tavola  1.*,  trove- 
remo che  (1,05)*=  1,21550625,  (1,05)*=  1,34009564,  (1,05)*= 
1,55132822  e perciò  sarà 

1 +(1,05)*+  (1,05)*+ 1,05)’=  5,10693011. 

Quindi  dividendo  30000  per  5,10693011  , il  quoziente  5874,37 
sarà  il  valore  di  xt,  ossia  la  porzione  del  quarto  nipote.  Indi  mol- 
tiplicato 30000  per  1,21550625  eli' è il  valore  di  (1,05)*  ed  il 
prodotto  diviso  per  5,10693011,  il  quoziente  7140,33  sarà  il  va- 
lore di  x,  ossia  la  porzione  del  terzo  nipote.  Similmente  molti- 
plicando 30000  una  volta  per  1,34009564,  ed  un’altra  volta  per 
1,55132822  che  sono  i valori  di  (1,05)*  e di  (1,05)*  e dividendo 
i prodotti  per  5,10693011,  i quozienti  7872,22,  e 9113,08  sa- 
ranno le  porzioni  del  secondo  e del  primo  nipote.  In  fine  molti- 
plicando 30000  per  2,40661923  ch’è  il  valore  di  (1,05)'*  sommi- 
nistrato dalla  stessa  tavola , e dividendo  il  prodotto  72198,5769 
per  5,10693011 , il  quoziente  14137,37  sarà  il  valore  di  y,  ossia 
la  somma  che  ciascun  nipote  dovrà  ricevere  quando  avrà  compiuto 
i 21  anni. 

Abbiamo  dunque  che  le  porzioni  de'quatiro  nipoti  saranno  » 

1. *=  9113,08 

2. *=  7872,22 

3. *=  7140,33 

4. °=  5874,37 

eredità=30000,00 

c ciascun  nipote  terminato  i 21  anni  dovrà  ricevere  lire  14137,37. 
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Delle  annualità. 


280.  Si  chiama  annualità  un  pagamento  fatto  annualmente  per 
estinguere  in  un  dato  tempo  un  capitale  unito  co'  suoi  interessi. 

Supponiamo  che  un  capitale  A unito  co' suoi  interessi  debba 
estinguersi  in  n anni , pagando  annualmente  una  certa  somma  a: 
si  domanda  il  valore  di  questa  annualità. 

I pagamenti  annuali,  ossia  le  annualità  a possono  considerarsi 
come  anticipazioni  che  il  debitore  fa  al  creditore  per  estinguere 
gradatamente  il  suo  debito.  E se  il  capitale  produce  in  mano  del 
debitore  un  interesse  in  vantaggio  del  creditore,  conviene  del  pari 
che  queste  annualità , che  sono  pagamenti  anticipati , producano 
in  mano  del  creditore  un  interesse  in  vantaggio  del  debitore.  Ora 
la  prima  annualità  a,  che  si  paga  n — 1 anni  prima  della  scadenza, 
ossia  prima  della  estinzione  del  debito,  unitamente  al  cumulo  dei 
suoi  interessi,  diventa  alla  fine  dell'n**4"0  anno  a(l-t-r)"— La  se- 
conda annualità  che  si  paga  (n  — 2)  anni  prima  della  medesima 
scadenza,  riportata  a quest’epoca,  diventa  o(l  -t-r)B_s,  e cosi  ra- 
gionando per  tutte  le  altre  successive  annualità,  fino  all’  ultima  , 
che  si  paga  all'ultimo  anno,  e che  perciò  vale  a,  avremo  che  tutte 
le  somme  annuali  pagate  dal  debitore  producono  in  mano  del  cre- 
ditore, unitamente  a' loro  interessi,  la  quantità 

a(l  +r),“1  +a(l  + r)"-*  + a(l  + r)"-3  + • . • -«(l  + r)  + a. 

Ma  il  capitale  A,  che  resta  per  n anni  in  mano  del  debitore  di- 
venta alla  fine  di  questo  tempo  A(l-t-r)*;  dunque  affinchè  questo 
debito  rimanga  interamente  estinto,  dev'essere 


A(1  -f  r)"=a(l  -4-r)** — *H-a(l + r)B  -*+a(l  4-r)"~34- . ..  -+a(l  -t-r)+-  a . 


E poiché  il  secondo  membro  rappresenta  la  somma  di  n termini 
di  una  progressione  per  quoziente,  che  ha  per  primo  termine  a, 
e per  quoziente  costante  (1+r)»  perciò  questa  somma  sarà  quan- 
to (n.  2 7.5) 


nf(i-|-r)»  — 1] 
(1+r)  — 1 ’ 


ossia 


«[(1  + r)"  — 1]  . 
r 


si  avrà  dunque 
(13) 


A(i-t-r) 


n 


<(i +*•)"-<] 

r 


Questa  equazione  contenendo  quattro  quantità  A , a , n , r , farà 
trovare  una  di  esse  quando  le  altre  sono  date. 

* Ora  da  questa  equazione  si  ricava 


(14) 


Ar(l  + r)" 
(1+r)»-!’ 


che  sarà  l’annualità  cercala. 

l'er  fare  un'applicazione  di  questa  formolo,  supponiamo  che  si 
domandi  quale  annualità  debba  pagarsi  onde  estinguere  in  20  anni 
un  debito  di  10000,  calcolando  l'interesse  al  5 per  100. 
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In  questo  esempio  abbiamo  A = 10000,  n=20,  ed  r=0,05; 
onde  sarà  Ar=500,  l-+-r  = l,05,  c perciò 

_ 500(1,0 5)*» 
a~  (1,05)*° — i" 

Ora  log.  (l,05)“=20log.(l,05)  = 0,4237860,  per  cui  sarà  (1,05)’® 
=2,653298,  e quindi  (1,05)*° — 1 = 1,653298.  Sostituendo  questo 
valore,  si  ha 

500(1,05)” 

a 1,653298 

onde  sarà 

Iog.a  = log.500  -f-  20log.(l  ,05)  -h  C.log.(l, 653298) , 

log.  500  = 2, 6989700 
20  log.(l, 05)  = 0,4237860 
C.iog.  (1 ,653298) =9,7816488 

2,9044048  = Iog.a  = Iog.(802,42) , 
e perciò  sarà  a = 802,42,  e questa  sarà  l’annualità  cercata. 

281.  Con  le  formole  (13)  e (14)  si  son  calcolale  le  seguenti  ta- 
vole che  con  una  semplice  moltiplicazione,  o divisione  fanno  risol- 
vere tutti  i problemi  che  riguardano  le  annualità. 
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TAVOLA  III. 

Capitele  che  ad  Interesse  compitelo  addi  venia  la  nn  dato  annero  di 
anni  una  somma  eguale  a quella  cui  ascende  1'annualite  di  una  lira 


o 

c 

< 

2 per  100 

21/,  per  100 

3 per  100 

3'/,  per  100 

1 

0.980392 

0.973610 

0.970874 

0.966184 

0.961338 

0.956938 

2 

1 941861 

1.927  4 2 4 

1.913470 

1.899694 

1.886095 

1.872668 

3 

2.883883 

2 836024 

2.828611 

2 801637 

2.773091 

2 748964 

4 

3.807729 

3.761974 

3.717098 

3.673079 

3.629893 

3.587526 

8 

4.713460 

4.643828 

4.579707 

4.513032 

4.451822 

4.389977 

6 

8.601431 

5.508125 

8.417191 

5.328333 

5 242137 

3.157872 

7 

6.471991 

6.349391 

6 230283 

6.114344 

6.002053 

5.892701 

8 

7.328481 

7.170137 

7.010692 

6.873956 

6 732713 

6.393886 

9 

8.162237 

7.970866 

7 786109 

7.607687 

7.433332 

7.268790 

£ 

8.982888 

8.752064 

8.530203 

8.316603 

8.110896 

7.912718 

11 

9.786848 

9.514209 

9 252624 

9.001551 

8.760477 

8.528917 

12 

10.875341 

10  257765 

9.934004 

9.663334 

9.385074 

9.118381 

13 

11.318374 

10.983185 

10.634935 

10.302738 

9.983618 

9.682832 

14 

12.106249 

11.69:1912 

11  296073 

10  920320 

10.563123 

10  222823 

18 

12.849264 

12  381378 

11.937935 

11.317411 

Il  118387 

10.739346 

16 

13.577709 

13.053003 

12.361102 

12.094117 

11.652296 

11.231013 

r 

14.291872 

13.712198 

13  166118 

12.631321 

12.163669 

11.707191 

£ 

14.992031 

1 4.333364 

13.733513 

13.189682 

12.639297 

12.159992 

15.678462 

14.978891 

14  323799 

13.709837 

13.133939 

12.393294 

- 

16.331433 

15.589162 

14.877475 

14  212403 

13.390326 

13.007936 

21 

17.011209 

16.184549 

13.415024 

14.697974 

14.029160 

13.401724 

17.658048 

16.763413 

13.936917 

15  167123 

14.431113 

13.784123 

23 

18.292204 

17.332110 

16.443608 

15.620410 

14.856812 

li  147773 

24 

18.913926 

17.884986 

16.935342 

16.038368 

13.246963 

14.493478 

28 

19.323156 

18.424376 

17.413148 

16.481315 

13.622080 

14.828209 

26 

20.121036 

18  930611 

17.876842 

10.890332 

15.982789 

13.146611 

27 

20.706898 

19.464011 

18.327031 

17.285363 

16.329586 

13.451303 

28 

21.281272 

19.964889 

18.761108 

17.687019 

16.663063 

13.742874 

29 

21.814388 

20.433350 

19.188435 

18.035767 

16.983713 

16.021889 

30 

22.396456 

20.930293 

19.600441 

18.392043 

17.292033 

16.288889 

31 

22.937702 

21.393407 

20.000428 

18.738276 

17.388494 

16.544391 

32 

23.468335 

21.849178 

20.388760 

19.068863 

17.873352 

18,788991 

33 

23.988864 

22.291881 

20.763792 

19  390208 

18.147646 

17.022862 

34 

24.498592 

22.723786 

21.131837 

19.700684 

18.411198 

17.246738 

38 

24.998619 

23.145157 

21.487220 

20.000661 

18.661613 

17.461012 

36 

28.488842 

23.856251 

21.832232 

20.290494 

18.908282 

17.666041 

■J' 

25.969453 

23.937318 

22.167235 

20.570323 

19.142379 

17.862240 

38 

26.440641 

24.348603 

22.492462 

20.841087 

19  367864 

18.049990 

39 

26.902589 

24.730344 

22.808213 

21.102300 

19  584483 

18.229656 

10 

27  383479 

25.102775 

23.114772 

21.333072 

19.792774 

18.401384 

41 

27.799489 

25.466122 

23.412400 

21  399104 

19.993032 

18.566109 

12 

28.234794 

23.820607 

23.701339 

21  834883 

20.185027 

18.723530 

il 

28.661502 

26.160446 

23  981902 

22  002689 

20.370793 

18  874210 

44 

29.079963 

20.303849 

24.254274 

22.282791 

20.548841 

19.018383 

48 

29.490160 

26.833024 

24.518713 

22.493430 

20.720040 

19.156347 

46 

29.892314 

27.154170 

24.775119 

22.700918 

20.884634 

19.288371 

47 

30.286582 

27.467483 

23  024708 

22.899438 

21.042936 

19.414709 

48 

30.673120 

27.773134 

23.266707 

23  091244 

21.193131 

19.533607 

49 

31.052078 

28.071369 

23.501657 

23.276564 

21.341472 

19.631298 

80 

31.423606 

28.362312 

23.729764 

23.455618 

21.482183 

19.762008 
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Capitole  «he  ad  Interesse  comporto  addi  venta  In  un  dato  numero  di 
anni  una  somma  eguale  a ciucila  cui  ascende  l'annualità  di  una  lira 


a 

a 

< 

S per  100 

6 per  100 

7 per  100 

8 per  100 

9 per  100 

10  per  100 

i 

0.932381 

0.943396 

0.934379 

0.923026 

0.917431 

0.909091 

2 

1.839410 

1.833393 

1.808018 

1.783263 

1.739111 

1.733537 

3 

2.723248 

2.673012 

2.624316 

2.577097 

2.331295 

2.486832 

4 

3.543931 

3.463106 

3.387211 

3.312127 

3.239720 

3.109863 

3 

4.329477 

4.212364 

4.100197 

3.992710 

3.889631 

3.790787 

6 

8.073692 

4.917324 

4.766340 

4.622880 

4.483919 

4.333261 

7 

3.786373 

5.382381 

5.389289 

5.206370 

3 032933 

4.868419 

8 

6.463213 

6.209794 

3.971299 

3.746639 

3.534819 

8 334926 

9 

7.107822 

6.801092 

6.315232 

6.246888 

8.993247 

5.739024 

10 

7.721733 

7.360087 

7.023382 

6.710081 

6.417658 

6.144307 

11 

8.306414 

7.886875 

7.498674 

7.138964 

6.803191 

6.49306! 

12 

8 863252 

8.383841 

7.942686 

7.336078 

7.160723 

6.813692 

13 

9.393573 

8.852683 

8.337651 

7.903776 

7.488901 

7.103336 

14 

9.898641 

9.294984 

8.743468 

8.214237 

7.780130 

7.366687 

13 

10.379638 

9.712249 

9.107914 

8.339479 

8.060688 

7.606080 

16 

10.837770 

10.103893 

9.446649 

8.831369 

8.312338 

7.823709 

17 

11.274066 

10.477260 

9.763223 

9.121638 

8 343631 

8.021553 

18 

11.689387 

10.827603 

10.059087 

9.371887 

8.733823 

8 201412 

19 

12.083321 

11.138116 

10  333395 

9.603599 

8.930113 

8.364920 

20 

12.462210 

11.469921 

10.391014 

9 818147 

9.128346 

8.513364 

21 

12.821133 

11.764077 

10  833327 

10.016803 

9.292244 

8.648894 

•22 

13.163003 

12.011382 

11.061241 

10.200744 

9.442423 

8.771540 

23 

13.488374 

12.303379 

11.272187 

10.371039 

9.380207 

8.883218 

24 

13.798642 

12.330358 

11.469334 

10.528738 

9.706012 

8.984744 

23 

14.093943 

12.783356 

11.633583 

10.674776 

9.822380 

9.077040 

26 

14.373183 

13.003160 

11.823779 

10.809978 

9.928972 

9.160943 

27 

14.643034 

13.210534 

11.986709 

10.933163 

10.026380 

9.237223 

28 

14.898127 

13.406161 

12.137111 

11.031078 

10  116128 

9 306367 

29 

13.141074 

13.590721 

12.277674 

11.138406 

10.198283 

9.369606 

30 

13.372431 

13.764831 

12.409041 

11.237783 

10.273634 

9.426911 

31 

15.392811 

13.929086 

12.331814 

11.349799 

10.312802 

9.479013 

32 

15.802677 

14.084043 

12.646333 

11.434999 

10.106240 

9.526376 

33 

18.002349 

14.230230 

12.753790 

11.513888 

10.464*41 

9.509432 

34 

16.192904 

14.36814! 

12.834009 

11.386934 

10.317833 

9.608573 

33 

16.374194 

14.498246 

12.947672 

11.634568 

10.366821 

9 644139 

36 

16.346832 

14.620987 

13  033208 

11.717193 

10  611763 

9.676308 

37 

16.711287 

14.736780 

13.117017 

11.775179 

10.632993 

9.703917 

38 

16.867893 

14.846019 

13.193473 

11.828869 

10.690820 

9.732631 

39 

17.017011 

14.949073 

13.204928 

11.878582 

10.723523 

9 736936 

40 

17.159086 

13.046297 

13.331709 

11.924613 

10.737360 

9.779051 

41 

17.294368 

15.138016 

13.391120 

11.967233 

10.780569 

9.799137 

42 

17.423208 

13.224313 

13.432149 

12.006699 

10.813366 

9.817397 

43 

17.845912 

13.306173 

13.506962 

12  043240 

10.837931 

9.833998 

44 

17.662773 

15  383182 

13.537908 

12.077074 

10.860503 

9.849089 

43 

17.774070 

13.453832 

13  005322 

12.108402 

10.881197 

9.862808 

46 

17.880067 

13.324370 

13.630020 

12.137409 

10.900181 

9.873280 

47 

17.981016 

13  589028 

13.691608 

12.164267 

10.917397 

9.886618 

48 

18.077138 

15.630027 

13.730474 

12.189136 

10.933573 

9.890926 

49 

18.168722 

13.707372 

13.766799 

42.212163 

10.948231 

9.906296 

50 

18.285923 

13.761861 

13  800746 

12.233483 

10.961683 

9 911814 

27 
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TAVOLA  IV. 


AmiunlllA  r orr la pon dente  ni  captale  ma  lina  impiccata 
ad  Interrane  eaupuUu  per  an  dnto  numero  di  nnnl 


£ 

| 2 per  100 

1 

2'/,pcr  100 

3 per  100 

3%  per  100 

4 per  100 

'‘/,P«r  160 

1 

1.02000000 

1 .02300000 

1.03000000 

1 .03300000 

1 .04000000 

1 .04500000 

2 

0.51304930 

0.31882710 

0.52261084 

0.52610049 

0.33019608 

0.33399736 

3 

0.34673467 

0.33013717 

0.33353036 

0.33693418 

0.36034854 

0.36377336 

4 

0.26262373 

0.26381788 

0.26902705 

0.27223114 

0.27549003 

0.27874363 

5 

0 21213839 

0.21321686 

0.21833437 

0.22148137 

0.22462711 

0.22779164 

6 

0.17852881 

0.18134997 

0.18439730 

0.18766821 

0.19076190 

0.19387839 

7 

0 13431193 

0.13749543 

0.16050635 

0.16334449 

0.16669961 

0.16970147 

8 

0.13030980 

0.13946735 

0.14245639 

0.14347663 

0.14832783 

0.13160963 

« 0.1 2251 341 

0.12343689 

0.12843386 

0 13144601 

0.13149299 

0.13757447 

101 0 11132633 

0.11425876 

0.11723031 

0.12024137 

0.12329094 

0.12637882 

fi 

0.10217794 

0.10310396 

0.10807748 

0.11109197 

0.11414904 

0.117  2 4818 

12 

0.09133960 

0.09748713 

0. 10046209 

0.10348393 

0.10635217 

0.10966619 

13 

0.08811833 

0.09101827 

0.09402954 

0.09706137 

0.10014373 

0.10327535 

11 

0.08260197 

0.08353633 

0.08852634 

0.09157073 

0.09466897 

0,09782032 

13 

0.07782547 

0 08076616 

0.08376638 

0.08682307 

0.08994110 

0 09311381 

ir. 

0.07363013 

0.07039899 

0.07961083 

0.08268483 

0 08382000 

0.08901337 

17 

0 06996984 

0.07292777 

0.07393233 

0.07904313 

0.08219832 

0.08341758 

IH 

0.06670210 

0.06907008 

0.07270870 

0.07381684 

0.07899333 

0. 08223690 

IO 

0 06378177 

0.06676062 

0.06981388 

0.07294033 

0.07613862 

0.07940734 

2(1 

0 06115672 

0 06414713 

0.06721371 

0.07036108 

0.07338173 

0.07687614 

21 

0.03878477 

0.06178733 

0.06487178 

0.06803039 

0.07128011 

0 07460037 

22 

0.05603140 

0.03904660 

0.06274739 

0.06393207 

0.06919881 

0.07234363 

23 

0.03466810 

0.03769638 

0.06081390 

0.06101880 

0.06730906 

0.07068249 

21 

0.05-287110 

0.03391282 

0.03904742 

0.06227283 

0.06358083 

0.06898703 

23  0.03122044 

0.03427392 

0.03742787 

0.06067404 

0.06401196 

0.06743903 

26 

0.04969923 

0.03276873 

0.03593829 

0.03920340 

0.06236738 

0.06602137 

27  0.04820309 

0.03137687 

O.OS436421 

0.03783241 

0.06123854 

0 06471949 

2M 

0.04608907 

0.03608793 

0.03329323 

0.03660263 

0.06001298 

0.06352081 

20 

0.04377835 

0.04889127 

0.03211467 

0.03344338 

0.05887993 

0.06241461 

30 

0.04161992 

0.04777764 

0.05101926 

0.03437133 

0.05783010 

0.06139154 

31 

0.04339635 

0.04073900 

0.04999893 

0.03337240 

0.05683335 

0.06011345 

32 

0.04261061 

0.04376831 

0.04904602 

0.03244150 

0.05594839 

0.05936320 

33 

0.04168633 

0.04483938 

0.04813012 

0.03157242 

0.03510357 

0.03874433 

31 

0.04081867 

0.0440067.3 

0.04732196 

0.05075966 

0.03431177 

0.03798191 

33 

0 04000221 

0.04320338 

0.04633929 

0.0494)9835 

0.05337732 

0.03727045 

3(1 

0.03923-285 

0.04243138 

0.04380379 

0.01928416 

0.03288688 

0.05660578 

37 

0.03830678 

0.04174090 

0.04311162 

0.04861325 

0.05223936 

0.03598402 

3H 

0-03782057 

0.04107012 

0.04443934 

0.04798215 

0.05163192 

0.05310169 

30 

0.03717114 

0.04043615 

0.04384383 

0.04738775 

0.05106083 

0 05483567 

10 

0.03655373 

0.03983623 

0.04326238 

0.04682728 

0.05052349 

0.05434315 

II 

0.03397188 

0.03926786 

0.01271241 

0.04629822 

0.05001738 

0.03386138 

12 

0.03541729 

0.03872876 

0.04219168 

0.04379828 

0.04931020 

0.03310868 

13 

0.03488993 

0.03821688 

0.01169811 

0.04332339 

0.04908989 

0.05298235 

il 

0.03438794 

0.03773037 

0.04122983 

0.04487768 

0.04866434 

0.05238071 

43  0 03390962 

0.03726731 

0.04078518 

0 01445343 

0.04826246 

0.0-4220202 

46 

0.03348342 

0.03882676 

0.04036254 

0.04403108 

0.04788203 

0.05184471 

17 

0.03301792 

0.03610669 

0.03996031 

0.04366919 

0.04732189 

0.03150734 

Ih 

0.03260184 

0.03600599 

0.03937777 

0.04330646 

0.04718065 

0.03118838 

IO 

0.03220396 

0.03362348 

0.03921314 

0.04296167 

0.04683712 

0.03088722 

50 

0 03182321 

0 03323800  ! 

0.03886316 

0.04263371 

0.04633020 

0.03060215 

by  Google 
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TAVOLA  IV. 

Anno  all  (A  corrispondente  al  capitele  nna  lira  Impiccate 
ad  interesse  composto  per  un  dato  numero  di  anni 


5 per  100  6 per  100  7 per  100 


10  per  100 


1 1.05000000  1.06000000 

2 0.53780188  0.54513689 

3 0.36720858  0.37410981 

4 0.28201183  0.28859149 

5 0.23097480  0.23739640 

6 0.19701747  0.20336263 

7 0.17281982  0.17913502 

8 0.15472181  0.16103594 

9 0.14069008  0.14702224 

10  0.12950458  0.13586796 

11  0.12038889  0.12679294 

12  0.11282541  0.11927703 

13  0.10645577  0.11296011 

14  0 10102397  0.10758491 
18  0.09634229  0.10296276 

16  0.09226991  0.09895214 

17  0 08869914  0.09544480 

18  0.08554622  0.09235654 

19  0 08274501  0.08962086 

20  0.08024259  0.087)8456 

21  0.07799611  0.08500485 

22  0.07597051  0.08304557 

23  0.07413683  0.08127848 
24)  0.07247090  0.07967901 

0.07095246  0.07822672 

26  0.06956432  0.07690435 

27  0.06829186  0.07569717 

28  0.06712253  0.07459255 

29  0.06604551  0.07357961 
3010.06505141  0.07264891 

31  0.06413212  0.07179222 

32  0.06328042  0.07100234 
33 1 0.06240004  0.07027293 
34;  0.06175549  0.06959843 
38  0.06107171  0.06897386 


36  0.06043446 

37  0 05983979 

38  0.05928423 

39  0.05876462 

40  0.05827816 

41  0.05782229 

42  0.05739471 

43  0 05699333 

44  0.05661625 

45  0.05626173 

46  0.05592820 

47  0.05561421 

48  0.05531843 

49  0.05503965 

50  0.05477674 


0.06839483 

0.06785743 

0.06735812 

0.06689380 

0.06646153 

0.06605886 
0 06568342 
0.06533312 
0.06500606 
0.06470050 

0.06441485 
0.06414788 
0.06389768 
0.06366356 
0 09314429 


1 .07000000 
0.55309179 
0.38105160 
0.29522812 
0.24389069 

0.20979580 

0.18555322 

0.16746776 

0.15348647 

0.14237750 

0.13335690 

0.12590199 

0.11965085 

0.11434494 

0.10979402 

0.10585765 

0.10242519 

009941260 

0.09675302 

0.09439293 

0.09228900 
0 09010577 
0.08871393 
0.08718902 
0.08581052 

0.08456103 
0.08342573 
0.08239193 
0 08144865 
0.08058640 

0.07979691 
0. 07907292 
0.07840807 
0.07779674 
0.07723390 

0.07671531 
0.07623685 
0.07579505 
0.07538676 
0 07300914 

0.07405962 

0.07433591 

0.07403590 

0.07375769 

0.07349957 

0.07325996 

0.07303744 

0.07283070 

0.07263853 

0.07213983 


1.08000000 
0.36076023 
0.38803351 
0. 30192080 
0.25043615 

0.21631539 

0.19207210 

0.17401476 

0.16007971 

0.14902919 

0.14007634 

0.13269502 

0.12652181 

0.12129685 

0.11682954 

0.11297687 
0.10962943 
0. 106702  IO 
0.10412763 
0.10185221 

0.09983225 

0.09803207 

0.09612217 

0.09497796 

0.00367878 

0.09250713 

0.09144810 

0.09018890 

0.08961854 

0.08882743 


1.09000000  1.10000000 
0.56816890  0.57619018 
0.39303176  0.40211180 
0.30866806  0.31547080 
0.25709246  0.26379718 


0.22291978 
0.19869052 
0.18067438 
0.1 6679880 
0.15582009 

0.14691666 

0.13965008 

0.13356656 

0.12843317 

0.12405888 

0.12029991 
0.11704025 
0.11421229 
0. 11173041 
0 10954648 

0.10781663 

0.10590499 

0.10438188 

0.10302256 

0.10180025 

0.10071536 

0.09973191 

0.09885205 

0.09805572 

0.09732635 


0.08810728  0.09668560 
0. 08745081  0.09009619 
0.08685163  0.09556173 
0.08630411  0.09507600 
0.08580326  0.09163384 

0.08534467  0 09423505 
0.08192440  0.09387033 
0.08453894  0.09353820 
0.08418513 ' 0.09323355 
0.08386016  | 0.09295901 


0.08356149 

0.08328684 

0.08303411 

0.08280152 

0.08258728 

0,08238991 

0.08220799 

0.08204027 

0.08188337 

0.08174286 


0.09270789 

0.09217814 

0.09226837 

0.09207673 

0.09190103 

0.09174160 
0.09139323 
0.09146139 
0 09133893 
0.09122087 


0.22960738 

0.20310330 

0.18744402 

0.17364034 

0.16274340 

0.13396314 
0.14676332 
0.14077832 
0.13374622 
0.13147378 
0.12781662 
0.12466413 
0 12193022 
0.11934687 
0.11745962 

0.11562439 
0.11400306 
0.11237181 
0.1 1 129978 
0.11016807 

0.10913904 
0 1082376» 
0.10743101 
0 10872807 
0.10607925 

0.10549621 

0.10497172 

0.10449941 

0.10407371 

0.10368971 

0.10334306 

0.10302994 

0.10274692 

0.10249098 

0.10225941 

0.10204980 
0 10183999 
0.10168803 
0.10153224 
0.10139100 

0 10126293 
0.10114682 
0.10104148 
0.10094890 
0.10083917 
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TAVOLA  V. 

Somma  nlln  quale  avrendr  l' annualità  di  uua  lira 
dopo  un  dato  numero  di  anni 


2 per  100  2'/,  per  100  3 per  100  3'/,  per  100  4 per  100  4'/«  per  100 


1 1.00000000 
2.02000000 
3.06040000 
4.12168000 
9.204040 16 

6.30812096 
7.43428338 
8.98296903 
9.73462843 
10.94972100 

12.16871342 
13.41208073 
14.68033132 
14  13.97393813 
13  17.29341692 

16  18.63928323 
20.01207096 

18  21.41231238 

19  22.84033863 

20  24.29736980 

21  23.78331719 
27.29898334 
28.84496321 
30.42186247 
32.03029972 

26  33.67090372 

27  35.34432383 

28  37.03121031 

29  38.79223431 
30 1 40.56807920 

42.37944079 

32  44.22702960 

33  46.11157020 
31  48.03380160 
33  49  99447763 

36  51.99436718 

37  54.03423433 

38  60.11493962 

39  58.23723841 

40  60.40198318 

41  62.61002284 

42  04.88222330 

43  67.15946776 

44  69.50263712 

45  71.8927 1028 

46  71.33036447 
76.81717576 

48!  79.33351927 
81.94088966 
50|  84.57940145 


1. 00000000 j 

2.02500000 

3.07362500, 

4.15231362 

5.23632852! 


1.00000000 

2.03000000 

3.09090000 

4.18302700 

3.30913381 


1.00000000 

2.03300000 

3.10622300 

4.21494287 

5.36246388 


1.00000000 
2. 04000000 
3.12160000 
4.24046400 
3.41632236 


1. 

2.04300000 

3.13702300 

4.27819112 

5.47070973 


6.38773673  6.46840988  6.83018218  6.63297346  6.71689166 
7.34743013  7.66246218  7.77940731  7.89829148  8.01915179 
8.736113UO  8.89233803  9.03108677  9.21422626  9.38001362 
9.93431880  10.13910613  10.36849381  10.58279331  10.80211423 
11.20338177  11.46387931  11.73139316  12.00610712  12.28820937 

12.48346831  12.80779369  13.14199192  13.48635141  13.84117879 
13.79333297  14.19202950  14.60196164  13.02380346  13.46403184 
13.14044179;  13.81779043  16.11303030  10.62683768  17.15991327 
16.31893284;  17.08632416  17.67698636  18.29191119  18.93210937 
17.93192666'  18.59891389  19.29368088  20.02338701  20.7840342» 


19.38022483 

20.80173043 

22.38634871 

23.94600743 

23.54463761 

27.18327403 

28.86285390 

30.58442730 

32.34903798 

3M5776393 

36.01170803 

37.91200073 

39.83980073! 

41.83629377 

43.90270316 

46  00027074 
48.13027751 
50.33403445 
52.61288331 
34.92820744 

87.30141263 

59.73394794 

62.22729664 

64.78297906 

67.40235354 

70.08761737 

72.83980781 

73.66080300 

78.33232308 

81.51613116 

84.33403  443 
87.06788329 
90.85958243 
94.13107199 
97.48434879! 


20.15688130 

21.76188774 

23.41113337 

23.11686844 

26.87037149 

28.67648372 

30.33678030 

32.13288370 

34.42647022 

36.43926432 

38.53304223 

40.70963332 

42.93092232 

45.21885020 

47.57541371 

50.002678(8 

52.50275832 

35.07784128 

57.73017632 

60.46208181 

63.27394427 

66.17422239 

69.15944927 

72.23123273 

75.40123973 


20  97102971 
22.70301375 
24.49969130 
26.33718030 
28.27908181 

30.26947068 
32.32890213 
34.46041373 
36  66652821 
38.91983669 

41.31310168 
43.7390G0M 
46.29062734 
48  91079930 
51.62267728 

34  42947098 
57.33430247 
60.34121003 
63.43313240 
66.67401274 

70.00760318 

73.43786930 

77.02889472 

80.72490004 

84.35027773 


21.82433114  22.71933673 
23.69751239  24.74170689 
23.04341288  26.83308370 
27.67122940  29.06356246 
29.77807838  31.37142277 

31.96920172  33.78313680 
34.21796979  36.30337793 
30.01788838  38.93702996 
39.08260113  41.68919631 
41.61590830  44.565210141 

44.31174463  47.57061460 
47.08121441  30.71132361 
49.96738299  53.99333317 
52.90028631  57.42303316 
56.08493776  61.00706966 

59.32833327  64.73238779 
62.70116868  68.66624524 
66.20932743  72.75622628 
69.83790833  77.03025646 
73.65222487  81.49661800 

77.59831387  86.16396581 
81.70224642  91.04134427 
83.97033628  1 90.13820476 
90  4091 4973  101 .46442398 
93.02351572  107.03032306 


78  66329733  88, 
82.02319643  92 
83.48389234  96. 
89.04840911(101 
92.71986139  103. 

96.30143723  HO. 
100.39630093  113 
104.10839398  120. 
108.84064783  123 
112.79686729  130 


30933747;  99 
60737128  104 
84862928  HO 
23833130  113 
78167290  121 

48403143  126 
33097253  132 
38823639  139 
60181337  143 
99791016  132 


82653633  1 1 2.84668759 
81959780  118.92478854 
01238171  123.276404021 
41287098  131.91384220 
,02939206  138.84996310 

87056774  146.09821333 
94339045  153.67263314 
26320607  161.587901631 
83373431  169.83933720 
,66708368  178.30302828 
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TAVOLA  V. 

Mamma  alla  quale  ascende  l' annualità  di  una  lira 
dopo  un  dato  numero  di  anni 


8 per  100  6 per  100  7 per  100  8 per  100  9 per  100  10  per  100 


1 1.00000000 
2 2 .08000000 
3 3.15250000 

1 4.31012500 

8 8.52563128 

6 6.80191281 

7 8.14200815 

8 9.34910888 
g 11.02636*32 

10  12.57789234 

11  14.20678716 

12  13.91712652 

13  17.71298285 
l*  19.59863199 

15  21.87856339 

16  23.63749177 

17  23.81036036 

8 28.13238*67 

9 30.83900391 

10  33.06395110 

11  33.71923181 

12  38.30321*10 

13  41.43017812 
Il  41.50199887 
15  47.72709882 

» 51.11315376 
17  84  66912613 
8 58.40238277 
g 62.32271191 
10  66.43881730 

1 70.76078988 

2 73.29882936 

3 80.06377083 
1 83.06693937  I 
3 90.32030731  1 

6 93.83632271  l 

7 101  62813884  I 

8 107.70934579  I 

9 114.09302308  I 
0 120.79977423  I 


1.00000000  1.00000000  1.00000000  1.00000000 
2.06000000  2.07000000  2.08000000  2.09000000 

3.18360000  3.21490000  3.24640000  3.27810000 

4.37161600  4.13991300  4.50611200  4.37312900 

3.63709296  5.75073901  8.86660096  S.98471081 

6.97331834  7.15329074  7.33392904  7.52333436 

8.39383765  8.63102109  8.92280336  9.20013468 

9.89746791  10.23980257  10.63662763  11.02817380 
11.19131398  11.97798875  12  4873378*  13.02103611 
13.18079191  13.81611796  14.48656217  15.19292972 

14.97181264  13.78339932  16.613187*6  17.36029339 
16.86991120  17.88813127  18.97712616  20,11071980 
18.88213767  20.11061286  21.49529638  22.93338138 
21.01308393  22.35018786  21.21192030  26.01918919 
23.27596988  23.12902201  27.15211393  29.36091622 

23.67232808  27.88803335  30  32128301  33.00339868 
28.21287976  30.81021730  33.73022308  36.97370136 
30.90363238  33.99903231  37.13021371  11.30133797 
33.73999170  37.37896179  41.11626321  16.018*3839 
30.78339120  40.99519232  43.76196130  31.16011961 

39.99272668  44.86517678  50.12292111  36.76433011 
43.39229028  49.00373916  33.43673510  62.87333813 
46.99382769  53.43IU4090  60.89329337  69.33193838 
50.81537733  38.17067076  66.76175922  76.78981303 
81.86131200  63.21903772  73.10393993  81.70089623 

89.15638272  68.67617036  79.93111313  93.32397689 
63.70576368  71.18382328  87.33070836  102.72313181 
68.52811162  80.09769091  93.33882983  112  96821691 
73.63979832  87.31652927  103.96393622  121.13333016 
79.03818622  94.16078632  113  28321111  136.30733835 

119.37821701 
IO*  .03098633 
179.80031333 
196.98231372 
215.71073463 

236.12472237 

127  26811866  160.33740202  203.07031981  238.3739*700 
135.90120378  172.36102017  220.31391310  282.62978288 
113.03815813  183.610-29138  238.91122103  309.06616331 

337.88211301 


81  80167739  102.07304137  123.3*386800  119 
90.88977803  110.21813126  131.21333711  16l 
97.31316171  118.93312306  113.93002011  179 
101.18373160  12S. 25876181  138.62667007  196 
111.43177987  138.23687835  172.31680368  213 

119.12086666  118.91313981  197.10214797  230 
127  26811866  160.33710202  203.07031981  238 
135.90120378  172.36102017  220.31391310  282 
115.03813813  183.610-29158  238.9*122103  309 
131.76196362  199.03311199  259  03631871  337 


ì. 83976291  163.0*768336  211.00936983  280. 
1.23173109  1-73.93031157  230.03223971  30*. 
>.99333801  187.30737721  217.77619019  329. 
.11300538  199.73803188  260.12083123  336 
1.70015386  212.71331379  283.74931081  386. 

1.68316363  226.30812102  306.75176260  118 
1.11912183  211.09861209  329.22138598  *32. 
1.02539292  236.56132882  333.27009300  190. 
1.12668237  272.98810033  378.99899930  330. 
1.31799370  290.333904*8  106.52892917  873. 


1.00000000 

2.10000000 

3.31000000 

4.61100000 

6.10510000 

7.71561000 

9.48717100 

11.43388810' 

13.37917691 

15.93712480 

18.53116706 

21.38128377 

24.32271214 

27.97*98338 

31.772181691 

35.949729861 

40.34470283] 

45.59917313 

51.13909013 

87.27*99919; 

64.002199Ui 

71.4027*939 

79.34300133 

88.497326761 

98.34703913. 

I09.1817633H1 
121.09991191! 
131.20993611 
1 18.63092972 
161.491022691 

181.91312*96 

201.13770745 

222.23134420 

243.47609882 

271.02436848 

299.12680333 

330.03918380 

364.01313143 

101.44777789 

442.592333681 

487.83181125 

537.63699238 

592.40069161 

652.64076077 

718.904836831 


78104021  369  29186310  487.83181123 
21332342  403.52813296  537.63699238 
38300330  110.81366492  592.40069161 
91961372  181.52177177  632.01076077, 
30301738  523.83873119  718.90*836851 

•12606677  374.18602080  791.79332031 
90018211  626.86276213  871 .97188289Ì 
13216*28  681.28011107  960.17233783] 
31273712  716  86361807  1037.18937163 
77015611  815.08333610  1163.90832880 
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tavola  vi. 


Annuali!*  che  ad  nna  data  ragione,  e dopo  un  dato  numero 

di  unni  produce  una  lira 


a 

a 

< 

2 per  100  | 

2'/,  per  100  | 

3 per  100 

3'/,  per  100 

4 per  190 

*V»  per  100 

1 

1 .00000000 

1.00000000 

1.00000000 

1.00000000  I 

1. 00000000 

1.00000000 

2 

0.49304930 

0.19382716 

0.49261084 

0.49140049  ! 

0.49019608 

0.18899736 

3 

0.32675467 

0.32313717 

0.32353036 

0.32193418 

0.32034834 

0.31877336 

4 

0.24262378 

0.24081788 

0.23902705 

0.23725114 

0.23349003 

0.23374363 

5 

0.19215839 

0.19024686 

0.18835437 

0.18648137 

0.18462711 

0.18279164 

6 

0.13852981 

0.15634997 

0.13439750 

0.13266821 

0.15076190 

0.14887839 

7 

0.13431195 

0.13249543 

0.13030635 

0.12834449 

0.12660961 

0.12470147 

H 

0.11650980 

0.11446733 

0.11215639 

0.11047663 

0.10832783 

0.10600965 

9 

0 10251344 

0.10015689 

0.09843380 

0.09641001 

0.09449299 

0.092374  47 

10 

0.09132653 

0.08923876 

0.08723031 

0.08524137 

0.08329994 

0.08(37882 

11 

0.08217794 

0.08010596 

0.07807743 

0.07609197 

0.07414904 

0.07224818 

12 

0.07455960 

0.07248713 

0.07046209 

0.06818393 

0.06635217 

0 06466619 

13 

0.06811835 

0.06601827 

0.06402934 

0.06206157 

0.06014373 

0.05827533 

1 « 

0 06260197 

0.06053633 

0.03832634 

0.03637073 

0.03466897 

0.03282032 

15 

0,03782347 

0.05576646 

0 03376638 

0.03182307 

0 04994110 

0 04811381 

|lft 

0.03365013 

0.03139899 

0.04961083 

0.04768483 

0.04382000 

0.04401537 

17 

0.04996984 

0.04792777 

0.04593233 

0.04404313 

0.04219852 

0.04041758 

! 18 

0.04670210 

0.04467008 

0.04270870 

0.04081684 

0.03899333 

0.03723690 

19 

0.04378177 

0.04176062 

0.03981388 

0.03794033 

0.03613862 

0.03440734 

20 

0.04115672 

0.03914713 

0.03721371 

0.03336108 

0.03338173 

0 03187614 

21 

0.03878477 

0.03678733 

0.03487178 

0.03303639 

0.03128011 

0.02980057 

22 

0.03663140 

0.03461660 

0.03271739 

0.03093207 

0 02919881 

0 02734365 

|23 

0.03466810 

0.03269638 

0.03081390 

0.02901880 

0.02730906 

0.02368219 

•> 

0.03287110 

0.03091282 

0.02904742 

0.02727283 

0.02338083 

0.02398703 

25 

0.03122044 

0.02927592 

0.02742787 

0.02367401 

0.02401196 

0.02243903 

ir, 

0.02969923 

0.02776873 

0.02393820 

0.02420340 

0.02256738 

0.02102137 

27 

0 02829309 

0 02637687 

0.02156421 

0 02283241 

0 02123831 

0 01971949 

‘>M 

0.02098967 

0 02508793 

0.02329323 

0.02160263 

0.02001298 

0.01832081  ) 

0.02577835 

0.02389127 

0.02211467 

0.02014538 

0 01887993 

0 01741461 

30 

0.02464992 

0.02277764 

0.02101926 

0.01937133 

0.01783010 

0 01639154 

31 

0.02339633 

0.02173900 

0.01999893 

0 01837240 

0.01685335 

0.01544343 

32 

0.0226 1061 

0.02070831 

0.01904662 

0 01744130 

0.01594839 

0 01436320 

33 

0.02168633 

0.01983938 

0.01813612 

0.01657242 

0.01510337 

O.OI374432 

3i 

0.02081867 

0 01900675 

0.01732196 

0.01573966 

0.01431 477 

0.01298191 

33 

0.02000221 

0.01820338 

0.01633929 

0.01499835 

0.01337732 

0 01227043 

3ft 

0.01923285 

0 01713158 

0.01390379 

0.01428416 

0.01288688 

0.01160378 

37 

0.01830678 

0.01674090 

0.01311162 

0.01301323 

0.01223936 

0.01098402 

38 

0.01782057 

0.01607012 

0.01445934 

0.01298214 

0.01163192 

0 01040169  1 

39 

0 01717114 

0.01313613 

0.01381383 

0.01238773 

0 01106083 

0.00983367 

40  0.01655573 

0.01183823 

0.01326238 

0.01182728 

0.01032319 

0.00934313 

'<1 

0.01597188 

0 01420780 

0.01271241 

0.01129822 

0.01001738 

0.00880138 

42  0.01541729 

0.01372876 

0.01219108 

0.01079828 

0.00934020 

0.00840868 

13  0.01488993 

, 0.01321688 

0.01169811 

0.01032339 

0.00908989 

0.00798233 | 

44  0.01438796 

0.01273037 

0 01122983 

0.00987768 

, 0 00866454 

0.00738071 

45  0.01390962 

0.01226731 

0.01078318 

0 00943343 

0.00820216 

0.00720202 

46  0.01348342 

0.01182076 

0.01036254 

0.00903108 

0. 00788203 

0.00684171 

47  0.01301792 

0.01140669 

0.00996051 

0.00866919 

0 00732189 

0.00030734 

48  0.01260184 

0.01100399 

! 0.00937777 

0.00830616 

0.00718063 

| 0.00618838 

49  0.01220396 

0.01062348 

0.00921314 

0 00796167 

0.00683742 

| 0.00588722 

50 1 0.01182321 

I 0.010*25806 

t 

| 0.00886316 

0.00763371 

0.00635020 

J 0 00560213 
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TAVOLA.  VI. 

Annualità  clic  ad  una  data  ragione,  e dopo  un  dolo  numero 
di  anni  produce  una  lira 


8 per  100  6 per  100  j 7 per  100  8 per  100  9 per  100  10 


ii 


per  100 


1.00000000 
0.48780188 
0.31720836 
4!  0.23201183 
1 0.18097480 

0.14701747 
0.12281982 

8 0.10472181 

9 0.09069008 

10  0. 079504 S8 

11  0.07038889 

12  0.06282541 

13  0.05043577 

14  0.03102397 
15:  0.04634229 

16  0.04226991 

17  0.03869914 

18  0.03331622 
19!  0 03274301 

0.03024239 

21  0.02799611 

22  0.02397051 

23  0.02413683 

24  0.02247090 
23  0.02098246 

0.01956432 
0.01829186 
0.01712233 
0 01604331 

30  0.01303144 

31  0.01413212 

32  0.01328012 

33  0.01249004 

34  0 01173549 

35  0.01107171 

36  0.01043446 

37  0.00983970 
0.00928423 
0.00876462 
0.00827810 

41 1 0.00782229 
42l  0.00739171 
0.00699333 
44!  0.00661625 
0.00626173 

0.00392820 
0.00561421 
0.00331843 
49!  0.00503963 
50!  0.06477674 


1.00000000 

0.48543689 

0.31110981 

0.22839149 

0.17739640 

0.14336263 

0.11913302 

0.10103594 

0.08702224 

0.07586796 

0.06679294 

0.03927703 

0.05296011 

0.04739491 

0.04296276 

0.03893214 

0.03544180 

0.03235654 

0.02962086 

0.02718456 

0.02500433 

0.02304337 

0.02127848 

0.01967901 

0.01822672 

0.01690433 

0.01369717 

0.01439255 

0.01357961 

0.01264891 

0.01179222 

0.01100234 

0.01027293 

0.00939843 

0.00897386 

0.00839483 
0 00783713 
0.00733812 
0.00689380 
0.00646153 

0.00605886 

0.00368342 

0.00333312 

0.00300606 

0.00470050 

0.00441485 

0.00414768 

0.00389766 

0.00366356 

0.00344129 


1.00000000 

0.48309179 

0.31103166 

0.22322812 

0.17389069 

0.13979380 

0.11535322 

0.09746776 

0.08348647 

0.07237750 

0.06333690 

0.05590199 

0.04965083 

0.04434494 

0.03979162 

0.03583763 

0.03242319 

0.02911260 

0.02675302 

0.02439293 

0.02228900 

0.02010577 

0.01871393 

0.01718902 

0.01581032 

0.01436103 
0.01342573 
0 01239193 
0.01144863 
0.01058610 

0.00979691 

0.00907292 

0.00810807 

0.00779674 

0.00723398 

0.00671531 

0.00623685 

0.00579305 

0.00538676 

0.00500914 

0 00165962 
0.00433891 
0.00403590 
0.00375769 
0.00349957 

0.00323996 

0.00303744 

0.00283070 

0.00263833 

0.00243983 


1.00000000 

0.48076923 

0.30803331 

0.22192080 

0.17043645 

0.13631339 

0.11207240 

0.09401476 

0.Q8007971 

0.06902919 

0.06007634 

0.03269502 

0.04652181 

0.04129683 

0.03682954 

0.03297687 

0.02962943 

0.02670210 

0.02412763 

0.02185221 

0.01983223 

0.01803207 

0.01642217 

0.01497796 

0.01367878 

0.01230713 

0.01144810 

0.01018890 

0.00961834 

0.00882743 

0.00810728 

0.00743081 

0.00685163 

0.00630411 

0.00580326 

0.00534467 

0.00192440 

0.00453894 

0.00418513 

0.00386016 

0.00356149 
0.00328681 
0 00303114 
0.00280152 
0.00258728 

0 00238991 
0.00220799 
0.00204027 
0.00188537 
0.00174286 


1.00000000  | 1.00000000 


0.47846890  0.47619048 
0.30303176  0.30211480 
0.21866806  0.21347080 
0.16709246  0.18379748 

0.13291978  0.12960738 
0.10809052  0.10340350 
0.09067438  0.08744402 
0.07679880  0.07364054 
0.06382009  0.06274340 

0.03694666  0.03396314 
0.04965066  0.04676332 
0.01336636  0.04077832 
0.03813317  0.03574622 
0.03103888  0.03147378 

0.03029991  0.02781662 
0.02701623  0.02166413 
0.02121229  0.02193022 
0.02173011  0.01954687 
0.01954648  0.01745962 

0.01761663  0.01562439 
0.01390499  0.01100506 
0.01438188  0.01237181 
001302236  0.01129978 
0.01180625  0.01016807 

0.01071536  0.00915904 
0.00973491  0.00823764 
0.00883203  0.00715101 
0.00803372  0.00672807 
0.00732635  0.00607925 

0.00068560  0.00549621 
0.00609619  0.00197172 
0.00536173  0.00449911 
0.00507660  0.00107371 
0.00103584  0.00368971 


0.00423505 

0.00387033 

0.00333820 

0.00323535 

0.00293961 

0.00270789 

0.00247814 

0.00226837 

0.00207675 

0.00190165 


0.00334306 

0.00302994 

0.00274692 

0.00249098 

0.00225941 

0.00204980 

0.00183999 

0.00168805 

0.00153224 

0.00139100 


0.00174160  0.00126293 
0.00159525  0.00114682 
0.00146139  0.00104148 
0.00133893  0.00091390 
0 00132687  0.00085917 
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282.  L'uso  di  queste  tavole  è in  tutto  simile  a quello  delle  ta- 
vole precedenti  : ecco  degli  esempi. 

Esempio  1.°  Si  vuol  conoscere  il  capitale  che  bisogna  sborsare  per 
ottenere  un'annualità  di  500  lire  per  20  anni  alla  ragione  del  6 
per  100. 

Nella  tavola  3.*  e propriamente  nella  colonna  del  6 per  100, 
ed  in  linea  con  20  anni  si  trova  segnato  il  capitale  11,469921  eh’ è 
quello  che  bisogna  pagare  a Pine  di  avere  l’annualità  di  una  lira 
per  20  anni.  Dunque  per  avere  l’annualità  di  500  lire  bisognerà 
moltiplicare  il  capitale  11,469921  per  500,  il  che  dà  5734,96  lire. 

Esempio  2.°  Si  vuol  conoscere  che  annualità  debba  pagarsi  per 
estinguere  in  20  anni  un  debito  attuale  di  40000  lire,  calcolando 
l'interesse  al  5 per  400. 

Nella  tavola  4.*  e propriamente  nella  colonna  del  5 per  100  ed  in 
linea  del  numero  20  della  colonna  degli  anni,  sta  segnato  il  capitale 
0,08024259  che  viene  estinto  in  20  anni  con  l’annualità  di  una  lira 
alla  ragione  del  5 per  100.  Dunque  moltiplicando  questo  numero 
per  10000,  il  prodotto  802,42  sarà  l’annualità  cercata  come  pre- 
cisamente si  è trovato  con  la  formola  (14). 

Esempio  3 .*  Risolviamo  la  seguente  questione  proposta  da  Eulero 
nella  sua  Introduzione  al  calcolo  infinitesimale. 

Un  particolare  deve  dare  400000  fiorini  e si  obbliga  di  pagarne 
F interesse  al  5 per  400;  ma  ad  oggetto  di  estinguere  un  giorno1 
questo  debito,  egli  paga  alla  fine  di  ogni  anno  25000  fiorini.  Si  do - 
manda  dopo  quanti  anni  il  suo  debito  rimarrà  estinto. 

Dividendo  400000  per  25000  il  quoziente  16  sarà  la  somma  che 
verrà  estinta  dall'annualità  di  un  dorino  nel  medesimo  tempo  che 
il  debito  400000  sarà  estinto  dall'annualità  di  25000  fiorini. 

Ciò  posto,  nella  tavola  3/  e propriamente  nella  colonna  del  5 
per  100  cercheremo  la  somma  16  , e poiché  non  trovasi  esatta- 
mente prenderemo  la  sua  prossima  maggiore  16,002549  che  cor- 
risponde al  numero  33  nella  colonna  degli  anni.  Dunque  il  tempo 
cercalo  è poco  meno  di  33  anni,  talmentechè  dopo  33  anni  non 
solo  il  debito  rimarrà  estinto,  ma  il  creditore  dovrà  restituire  al 
debitore  una  certa  somma.  Per  determinare  questa  somma  trove- 
remo a quanto  ascendano  dopo  33  anni  ed  al  5 per  100  tanto  il 
debito  400000  che  l'annualità  di  25000.  Or  dalla  tavola  l.“  si  vede 
che  un  fiorino  impiegato  ad  interesse  composto  ed  al  5 per  100 
dopo  33  anni  diventa  5,00318854:  dunque  400000  fiorini  diverran- 
no 5,00318854x400000=2001275,416  che  sarà  l'ammontare  del 
debito  alla  fine  del  33Mi"°  anno. 

In  oltre  dalla  tavola  5.*  si  rileva  che  l' annualità  di  un  fio- 
rino al  5 per  100  dopo  33  anni  ascende  ad  80,063771,  dunque 
l’annualità  di  25000  fiorini  ascenderà  ad  80,063771x25000  = 
2001594,275  che  rappresenta  l’ insieme  di  tutte  le  annualità  pa- 
gate dal  debitore  unite  a’  loro  interessi  dopo  il  33“,mo  anno.  Ma 
questa  somma  è maggiore  della  prima,  ossia  è maggiore  dell’ am- 
montare del  debito,  dunque  il  debitore  ha  pagato  più  del  dovere: 
onde  togliendo  2001275,416  da  2001594,275,  il  resto  318,859, 
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ossia  318,86  fiorini  sarà  la  somma  che  il  creditore  deve  restituire 
al  debitore  alla  fine  del  33e,'mo  anno.  Questo  risultumento  corri- 
sponde a quello  ottenuto  da  Eulero. 

Esempio  6.°  Tizio  deve  dare  a Caio  lire  5000  ogni  7 ami,  e 
Caio  deve  dare  a Tizio  lire  7 000  ogni  40  anni.  Vogliono  entrambi 
sciogliersi  da  questa  reciproca  obbligazione  con  un  sol  pagamento 
effettualo  sull’istante.  Si  vuol  conoscere  quale  de' due  è debitore  del- 
l’altro e qual  somma  è necessaria  per  assolvere  il  debito  , calco- 
lando l’interesse  al  5 per  400  (*). 

Per  isciogliere  questo  problema  troveremo  l'annualità  che  Tizio 
per  7 anni  deve  pagare  a Caio,  e quella  che  Caio  per  10  anni  deve 
pagare  a Tizio , entrambe  al  6 per  100 , per  saldare  i loro  ri- 
spettivi debiti  di  5000  e di  7000  lire.  A tale  oggetto  la  tavola  6.* 
ci  fa  conoscere  che  le  annualità  da  pagarsi  per  7 anni  e per  10 
anni  al  5 per  100  , affine  di  arrivare  al  valore  di  una  lira  sono 
0,12281982,  0,07950458.  Dunque  moltiplicando  la  prima  per  5000, 
e la  seconda  per  7000,  si  hanno  le  cercate  annualità  614,0991  e 
556,5321,  la  cui  differenza  56,567  esprime  la  somma  annuale  che 
Tizio  deve  pagare  a Caio.  Or  per  trovare  il  capitale  che  al  5 per 
100  produco  questa  rendita  annuale,  moltiplicheremo  57,567  per 
100  , c divideremo  il  prodotto  per  5:  o più  semplicemente  mol- 
tiplicheremo 57,567  per  20,  ed  il  prodotto  1151,34  sarà  la  somma 
che  Tizio  deve,  pagare  a Caio  affinchè  le  reciproche  obbligazioni 
vengano  distrutte. 


283.  Nell'  equazione  (14)  dividendo  ambo  i termini  del  secondo 
membro  per  (1  -+-  r)*  , si  ottiene 

Ar 


1 


(«+<•)" 


c quando  n è infinito,  cioè  quando  l'annualità  diventa  un  canone 
perpetuo , allora  la  frazione  ^ diventa  zero  , e si  ha 

a ==  Ar , 


cioè  a dire  che  a è quanto  l'interesse  semplice  clic  produce  il 
capitale  A in  un  anno. 


Modo  di  paragonare  tra  loro  più  somme  esigibili 
in  epoche  diverse- 

284.  Vediamo  ora  in  che  modo  possano  paragonarsi  tra  loro 
più  somme  esigibili  in  epoche  diverse.  A tale  oggetto  proponia- 
moci la  seguente  questione. 

Un  uomo  ha  un  debito  a che  deve  pagare  dopo  m anni  ; ma 
tiene  un  credito  b che  deve  esigere  dopo  n anni.  Egli  volendo 


(•)  Questo  problema  si  i estratto  dal  Trattato  di  Algebra  del  Ch.  Professore 
D.  Carlo  d’Atidrea. 

Lez.  di  Alg.  ** 
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cedere  il  credilo  in  soddisfazione  del  debito  , ama  conoscere  se 
con  questa  cessione  rimanga  debitore  o creditore. 

Sia  x il  valore  attuale  del  debito,  ed  y quello  del  credilo.  La 
somma  x dopo  m anni,  con  tutti  i suoi  interessi,  diventa  .T(l-t-r)’", 
e la  somma  y dopo  n anni  diventa  y(l  -+-  r)"  ; sarà  dunque 


jr(l  ■+■  rjm=a  , ed  y(l4-r)"=6, 
dalle  quali  si  ricava 


iyi  y : 


{1+')' 


Dunque  il  debito  a che  deve  esigersi  dopo  m anni,  vale  attualmente 
(I  ed  >1  credito  6 che  deve  esigersi  dopo  n anni  vale  attual- 

mentc  : togliendo  da  questo  somma  l’ altra,  e chiamando  c 

il  resto  , sarà 


li+rV 


(1-f-r)’»' 


Questo  valore  di  c,  secondochò  sarà  positivo  o negativo,  esprimerà 
di  quanto  quell'uomo  rimane  creditore  o debitore.  Se  questo  resto 
sarà  zero  , allora  il  debito  rimarrà  saldalo  dal  credito. 

Esempio.  Supponiamo  che  il  debito  sia  di  7 000  lire  da  pagarsi 
dopo  tO  anni;  che  il  credilo  sia  di  40000  lire  da  esigersi  dopo  40 
anni , e che  i interesse  debba  calcolarsi  al  6 per  400. 

Abbiamo  a = 7000,  »n  = 10  , 6=  10000  , n=15;  sarà 


b 10000 

(l+r)«  — (1,06)'J 

il  valore  attuale  del  credito,  ed  -?*,=  sarà  il  >alorc 

(i-t-r)  (l,06j  0 

attuale  del  debito.  Dunque  sarà 


10000  7000 

C (IjOG)1'  (1,06)'°" 

Or  questi  due  termini  del  secondo  membro  si  potrebbero  calcolare 
co'  logaritmi,  ma  ò più  facile  servirsi  della  tavola  2.®  In  fatti  da 
questa  tavola  si  vede  che  quando  l’interesse  è al  6 per  100,  se 
una  lira  deve  esigersi  dopo  15  anni,  vale  attualmente  0,41726506; 
e se  deve  esigersi  dopo  10  anni  vale  attualmente  0,55839478  ; 
dunque  10000  lire  da  esigersi  dopo  15  anni  valgono  attualmente 
0,41726506x10000  = 4172,6506;  c 7000  da  pagarsi  dopo  10 
anni  valgono  0,55839478x7000=3909,76346.  Sarà  dunque 

c = 4172,6506  — 3909,76346  = 263,88714  , 
ossia  c = 263,89. 


Dunque  quell' uomo  cedendo  il  credito  in  pagamento  del  debito 
rimane  creditore  di  lire  263,89. 
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Da  questo  esempio  si  vede  che  per  paragonare  tra  loro  più  somme 
esigibili  in  epoche  diverse,  è d’uopo  riportare  tutte  le  somme  ad 
una  medesima  epoca. 

Annualità  vitalizia. 

285.  Si  chiama  annualità  vitalizia  , o rendita  vitalizia  un  pa- 
gamento annuale  che  si  fa  ad  un  individuo  durante  la  sua  vita  in 
compenso  di  un  capitale  da  costui  pagato , c che  alla  sua  morte 
rimane  proprietà  assoluta  di  colui  che  lo  ha  ricevuto. 

L’individuo  che  riceve  la  rendita  vitalizia  si  chiama  il  vitaliziato, 
e colui  che  la  paga  si  denomina  il  vitaliziatile. 

Da  questa  detenizióne  si  vede  che  il  contratto  vitalizio  differisce 
da  quello  delle  annualità,  primo  perchè  in  questo  il  numero  degli 
anni  della  durata  del  contratto  è stabilito,  mentre  in  quello  è in- 
determinato, c dipende  dal  corso  della  vita  del  vitaliziato:  secondo 
perchè  nel  contratto  di  annualità  la  morte  del  creditore  non  ri- 
solve il  contratto  , e quindi  non  iscioglic  il  debitore  dall’  obbligo 
di  pagare  agli  eredi  le  annualità  Ano  al  termine  stabilito;  mentre 
nel  vitalizio  la  morte  del  vitaliziato  , e siu  qualunque  l’ anno  in 
cui  questa  succede,  risolve  il  contratto,  c quindi  esonera  il  vita- 
liziente dal  dovere  di  qualunque  ulteriore  pagamento,  rimanendo 
libero  possessore  del  ricevuto  capitale. 

La  rendita  vitalizia  dunque,  perchè  diversa  dall’annualità,  deve 
calcolarsi  in  un  modo  anche  diverso;  c prima  di  tutto  è necessario 
stabilire  un  termine  della  vita  probabile  di  un  individuo  che  ha 
una  data  età,  e ciò  non  può  ottenersi  che  dal  risultamelo  delle 
osservazioni  statistiche  fatte  per  molti  anni  sopra  un  gran  numero 
d’individui  c sulle  età  in  cui  son  trapassati.  Le  tavole  che  pre- 
sentano questi  risultamenli  si  dicono  tavole  di  mortalità,  c di  que- 
ste la  più  stimata,  e della  quale  si  servono  le  compagnie  di  assi- 
curazioni francesi  , è la  seguente  che  M.  Déparcieux  espose  nel 
suo  Essai  sur  les  probabilités  de  la  durèe  de  la  vie  humaine. 
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TAVOLA  DI  MORTALITÀ 


Età 

Viventi 

Età 

Viventi 
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47 
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71 
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95 

0 

286.  Si  è convenuto  di  chiamare  vita  probabile  di  un  individuo  quel 
termine  medio  delia  sua  vita  pel  quale  si  abbia  tanta  probabilità  clic 
egli  vi  sopravviva , quanta  che  muoia  prima  di  arrivarvi.  Or  per 
questo  termine  della  vita  probabile  si  è preso  quel  periodo  di 
tempo  in  cui  di  un  gran  numero  d' individui  della  medesima  età 
muoia  la  metà  , e l' altra  metà  resti  in  vita.  Cosi  Lper  trovare  la 
vita  probabile  di  un  uomo  di  35  anni  , si  vede  dalla  tavola  che 
di  1092  individui  tutti  di  1 anno,  non  restano  in  vita  a 35  anni 
che  694.  Or  questo  numero  si  riduce  alla  sua  metà  cioè  a 347 
quando  arriveranno  a 68  anni:  dunque  68  — 35,  ossia  33  anni 
sarà  la  vita  probabile  di  quell' Uomo. 

Del  pari  per  trovare  la  vita  probabile  di  un  individuo  di  23  anni, 
si  vede  dallo  tavola  che  a 23  anni  i viventi  sono  790,  la  cui  mela 
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è 395.  Or  questo  numero  corrisponde  a 65  anni,  dunque  togliendo 
23  da  65 , il  resto  42  sarà  la  cercata  vita  probabile. 

In  Gne  sia  da  trovarsi  la  vita  probabile  di  un  individuo  di  54 
anni.  Dalla  tavola  si  vede  che  a 54  anni  il  numero  de’  viventi  è 538, 
la  cui  metà  è 269.  Or  questo  numero  non  si  trova  esattamenle 
nella  tavola,  ma  cade  tra  271  e 251  che  corrispondono  a 72  e 73 
anni.  Dunque  il  numero  degli  anni  dopo  i quali  538  individui  si 
riduce  alla  sua  metà  269,  cadrà  tra  72  anni  e 73,  e quindi  sarà 
72  anni  più  una  frazione  di  anno,  ossia  più  alcuni  mesi.  Per  trovar 
questi  mesi  si  dirà:  se  20  individui  (differenza  de' due  limiti  271 
c 251)  uit'ono  V anno  (differenza  di  73  anni  e 72),  2 individui 
(differenza  di  271  e 269)  quanto  viveranno?  Si  farà  dunque  la 
proporzione 

20  : 1 : : 2 x , 

e si  trova  x = ^ di  anno,  ossia  un  mese  e 6 giorni.  Aggiungendo 

questo  mese  e giorni  a 72  anni,  si  ha  il  termine  72",*‘,  lmM«,  6»i,,r"i, 
dopo  i quali  538  individui,  tutti  di  54  anni,  ne  sopravvive  la  metà. 
Dunque  togliendo  da  questo  termine  i 54  anni  che  ha  l’individuo, 
il  resto  18  anni,  1 mese,  c 6 giorni  sarà  la  sua  vita  probabile. 

287.  Determinata  (")  in  questo  modo  la  vita  probabile  di  un  in- 
dividuo di  una  data  età,  non  resta  che  a calcolare  la  rendita  vita- 
lizia che  questi  ha  dritto  di  esigere  dal  vitaliziantc  per  avergli  venduto 
un  suo  capitale.  Or  per  istabilire  il  calcolo  sopra  principii  certi  e 
superiori  od  ogni  eccezione,  è d'uopo  tener  conto  di  tulle  le  cir- 
costanze che  possano  produrre  al  vitaliziente  ed  utile  e danno;  c 
dall’  insieme  di  queste  circostanze  dedurre  il  giusto  prezzo  della 
rendila  vitalizia  che  metta  lo  stesso  vitaliziantc  nel  grado  di  poter 
soddisfare  al  pagamento  della  rendita  per  tutto  il  corso  della  vita 
del  vitaliziato , senza  che  risenta  perdita  o lucro. 

A tale  oggetto  rappresentiamo  con  Ym  il  numero  degl'individui 
viventi  di  m anni  somministrato  dalla  tavola  di  mortalità,  con  p 
gli  anni  della  vita  probabile  di  ciascuno,  con  a la  rendita  annuale 
che  un  individuo  di  m anni  ha  dritto  a percepire  pel  capitale  A 
pagato  al  vitaliziantc,  c con  r l'interesse  annuo  pel  capitale  1. 


(■)  Nell’  intervallo  tra  0 anni  e 64  anni  vi  è la  formoln  empirica 
!/=S9-?*, 

per  calcolare  la  vita  probabile  y di  un  individuo  di  x anni. 

Cosi  per  un  uomo  di  48  anni  la  vita  probabile  sarà 

^-48  = 59—  36  = 23  anni. 

Del  pari  per  un  altro  uomo  di  34  anni  , la  vita  probabile  sarà 
»=39- ?-34=18j- 
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Ciò  posto  supponiamo  che  ciascuno  de’  Vm  individui  di  m anni 
addiventi  vitaliziato , e che  perciò  ognuno  paghi  il  capitale  A ; 
sarà  AVm  la  somma  de’ capitali  eh' essi  pagano  al  vitaliziante.  Ed 
è chiaro  che  questa  somma,  con  tutto  il  cumolo  de’ suoi  interessi 
diventa  alla  (ine  di  p anni,  ( forinola  5.°). 

Avra(t-h»r. 

Onde  affinché  i vitalizi  non  producano  al  vitaliziante  nè  guadagno 
nè  perdita , è necessario  che  questa  somma  eguagli  il  complesso 
delle  rendite  annue  da  pagarsi  a’Vm  vitaliziali,  unite  a' loro  inte- 
ressi. Dinotiamo  con  Vm-+-it  Vm-v-a,  ec.  il  numero  dei  Vm 

individui  che  rimangono  in  vita  dopo  un  anno , dopo  due  anni , 
dopo  tre  anni,  e cosi  proseguendo,  talché  al  termine  della  loro  vita 
probabile  p essi  si  riducono  a Vm-H>.  Questi  valori  Vm+i,  Ym+8, 
Vm+3,  ec.  sono  dati  dalla  tavola  di  mortalità. 

Ora  è chiaro  che  il  vitaliziante  paga  dopo  un  anno  la  somma 
aVm+i . dopo  due  anni  oVm+i , dopo  tre  anni  aVm-i-s*  • • e dopo  p 
anni  paga  a\m+p-  E queste  somme,  calcolate  allo  stesso  interesse , 
alla  line  del  anno  diventano  rispettivamente 

aVm+i(l-t-r)p-‘,  aVm+*(l  4-r)p-**,  aVm+3(l-+-»’)p-3,.  • .aVm+P. 

E poiché  l'insieme  di  queste  somme  devo  eguagliare  la  precedente 
quantità  AVm(l  4- r)P,  possiamo  perciò  stabilire  l’equazione 

(15)  AVJl+r)*= 

a[V„+i(  1 +r)P-*-t- Vm+  s(l  + r)P-*+. . .Vm+p] 

dalla  quale,  dividendo  i due  membri  per  Vm(l-t-r)p,  c riducendo, 
si  ottiene 


(16) 


a i'Vb+I  Ym+s  Ym+3  , Yin-j-p  \ 

V J 1 + r (1  + r)‘  "*■  (l+r)sH  (I+Ff/  ’ 


e questo  è il  capitale  che  un  individuo  di  m anni  deve  sborsare 
per  aver  dritto  alla  rendita  annuale  a per  tutto  il  corso  della  sua 
vita  ; il  qual  capitale  impiegato  all’  interesse  r pel  capitale  1 , 
mette  il  vitaliziante  precisamente  nel  caso  di  pagare  tutte  le  an- 
nualità fino  alla  morte  del  vitalizialo. 


288.  Se  facciamo  la  strana  supposizione  che  sia 
Vm=Ym-}-l=Ym-t-8=Ym-t-3>  • • • — Vm+p ! 
cioè  se  supponiamo  che  nel  corso  de’p  anni  non  muoia  nessuno 
de’ vitaliziati,  e tutti  cessino  di  vivere  alla  fine  del  p',imo  anno,  la 
formola  (15),  divisa  pel  fattore  Vra  comune  ad  ambo  i membri,  diventa 

A(l-t-r)p=a[(l  •+•  r;P-‘-t-  (1  -t-  r)P~s-t-(l  +•  r)P~3-t 1] , 

e siccome  nel  secondo  membro  la  quantità  racchiusa  tra  parentesi 
si  riduce  ad  (n.  272) 

(i  + if— 1 (H-ry-1 

( 1 +>■)—*  1 r 
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cosi  sostituendo  si  avrà 


A(t- 


.^«.«rp.+7-ja. 


e quindi  si  ricade  sulla  forinola  (13)  delle  annualità.  Dunque  quando 
si  considera  il  vitalizio  come  un’annualità  si  commette  un  errore, 
perchè  si  viene  implicitamente  a supporre  che  de’  Vm  vitaliziali 
nessuno  morisse  nel  corso  de’p  anni  della  loro  vita  probabile  . ma 
che  tutti  cessassero  di  vivere  alla  fine  dei  pt,imo  anno  : supposi- 
zione evidentemente  falsa. 


289.  Dalla  forinola  (16)  si  vede  che  il  calcolo  del  capitale  A è 
molto  lungo  c noioso , specialmente  per  le  piccole  età , per  le 
quali  il  numero  determini  racchiusi  fra  le  parentesi  è molto  grande. 
Per  abbreviar  questo  calcolo,  ecco  I* artifizio  che  vi  s’impiega. 

Sieno  A,  , A,  , A, , . . . . Am  i capitali  che  debbono  pagare  gli 
individui  di  un  anno  , di  due  , di  tre , ... . di  m anni  per  aver 
dritto  alla  rendita  vitalizia  a:  l’equazione  (16)  dà 
, o t t Vm.,3  ( 

Onde  per  un  individuo  di  m-t-1  anni,  la  cui  vita  probabile  è per 
conseguenza  p — 1 anni , si  avrà 


A a_/V «-*■*  , ' m+3  , ' m+4  , ' m-t-P  ^ 

+ ’ ’ ’(i+r)p-«i 

Moltiplicando  i due  membri  della  prima  per  VTO  e quelli  della  se- 
conda per  si  ottengono 

/Vm  + I , Am  + | _ Vm+3  Vm+p  \ 

(H-r)1"1"  IJ+r/)' 


i+r 
Aro*Vm=a(- 


t+r  (l-t-r)’ 


Arn+l 


V«+.i_ 

1+r 


fl('  V|"+g  | V”H-3  | V"-hi  , V«-f-P  \ 

\(l+rS*  + (I+r)'  ■+■  (i+r)*  + ’ 


c tolta  dalla  prima  la  seconda,  resta 


An,,Vm— Am+1- 


dalla  quale  si  ricava 


V m+I 
1-f-r 


(>7)  Am=(ì^-(a-|-Aw+,). 

Quindi  conoscendo  il  valore  di  Am+i  si  troverà  quello  di  Am 
c reciprocamente.  Dunque  avendo  calcolato  il  capitale  corrispon- 
dente ad  una  data  età,  si  potrà  facilmente  trovar  quello  che  cor- 
risponde ad  un  anno  di  più  o di  meno. 


290.  Con  questa  formola  (17)  è stata  calcolata  lo  seguente  tavola 
clic  da  il  valore  del  capitale  corrispondente  alla  rendita  vitalizia  di 
una  lira,  secondo  i diversi  interessi. 
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TAVOLA  VII. 


Capitale  corrispondente  alla  rendita  vitalista  di  una  lira  secondo  la 
Irne  di  mortalità  di  ili.  Dépareleux,  ed  usata  nelle  tornine  francesi 
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16.10609 
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TAVOLA  VII. 


Capitale  corrispondente  alla  rendila  1 Itali  sia  di  una  lira  secondo  la 
legge  di  mortalità  di  IR.  Btfsreleai,  ed  osata  nelle  tonfine  francesi 
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3 per  100 

3'/,  per  100 

4 per  100 

4'/»  per  100 

5 per  100 
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63 
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61 

9.00513 

8.69066 

8.39117 

8.11435 

7.84997 

65 

8.60189 

8.31363 

8.03913 

7.78003 

7.53161 

66 

8.21115 

7.91427 

7.09103 

7.45106 

7.22370 

[67 

7.83012 

7.58371 

7.35018 

7.12862 

6.91821 

[68 

7.46014 

7.23371 

7.01869 

6.81436 

6.62000 

69 

7.1013» 

6.89650 

6.69880 

6.51060 

6.33130 

70 

6.76597 

6.57537 

0.39375 

6.22057 

6.05531 

I7' 

6.12396 

6.21985 

6.08062 

5.92492 

5.77322 

172 

6.10500 

5.94598 

5.79394 

5.61850 

5.50925 

73 

5.78920 

5.61415 

5.50584 

5.37300 

5.24561 

71 

5.47914 

5.34781 

5.22183 

5.10092 

4.98480 

75 

5.17811 

5.05968 

4.94547 

4.83572 

4.73016 

76 

4.86161 

4.75193 

4.65226 

4.55339 

4.45812 

77 

4.55742 

4.16185 

4.36973 

4.28089 

4.19518 

78 

4.27329 

4.18777 

4.10520 

4.02545 

3.94839 

79 

3.98104 

3.90800 

3.83448 

3.78332 

3.69453 

80 

3.72953 

3 66179 

3.59617 

3.53261 

3.47100 

81 

3.48799 

3.42786 

3.36953 

3.31263 

3.25799 

82 

3.26889 

3.21566 

3.16395 

3.11369 

3.06182 

[83 

3.03086 

2.98118 

2 93931 

2.89535 

2.85261 

81 

2.75672 

2.71719 

2.67866 

2.64109 

2.60115 

|83 

2.49013 

2.45678 

2.42421 

2.39242 

2.36136 

86 

2.28160 

2.21191 

2.18465 

2.15799 

2.13191 

87 

2.02291 

1.99981 

1.97713 

1.95496 

1 93321 

88 

1 .74660 

1.72838 

1.71050 

1.69297 

1.67575 

89 

1.47362 

1.45970 

1.41602 

1.43258 

1.41935 

90 

1.20775 

1.19751 

1.18713 

1.17752 

1.16774 

91 

Ó.95483 

0.94767 

0.94061 

0.93364 

0.92677 

92 

0.72109 

0.71618 

0.71191 

> 0.70740 

0.70295 

93 

0.4854  '* 

0.18309 

0.48077 

0 17847 

0.17619 

94 

— 

0 00000 

0 00000 

0.00000 

0.00000 

0.00000 

Lez.  di  Alg. 
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L'uso  di  qucslu  lauda  si  vedrà  da' seguenti  esempi. 

Esempio  1.°  Un  uomo  di  55  anni  vuole  impiegare  un  capitale 
di  6000  lire  al  ij  per  100  per  avere  ma  rendila  vitalizia:  si  do- 
manda il  valore  di  questa  rendita. 

Nella  colonna  del  per  100  ed  in  linea  a 55  anni  si  trova 
segnato  il  numero  10,691  ch'è  il  capitale  che  bisogna  impiegare 
all' età  di  65  anni  ed  al  4y  per  100  per  avere  la  rendita  vitalizia 
di  una  lira.  Dunque  dividendo  il  capitale  6000  per  10,691  il  quo- 
ziente 561,22  sarà  la  rendita  vitalizia  cercata. 

Esempio  2."  AH'  età  di  53  anni  che  capitale  dovrà  impiegarsi  al  5 
per  100  per  avere  la  rendita  vitalizia  di  600  lire? 

Nella  colonna  del  5 per  100  ed  in  linea  a 53  anni  trovasi  il 
numero  10,703  cli'è  il  capitale  che  all’età  di  53  anni  ed  al  5 
per  100  dà  la  rendita  vitalizia  di  una  lira.  Dunque  moltiplicando 
questo  numero  10,703  per  600,  il  prodotto  6421,80  sarà  il  ca- 
pitale cercato. 


LEZIONE  XXXII. 


Dell'analisi  indeterminata  di  primo  grado. 

291.  Sappiamo  che  quando  si  ha  un  sistema  di  equazioni  in  cui 
il  numero  delle  incognite  è maggiore  di  quello  delle  equazioni,  i 
valori  delle  incognite  sono  indeterminati , ed  il  sistema  ammette 
una  infinità  di  soluzioni  (n.  105).  Ma  quando  si  aggiunge  la  con- 
dizione clic  i valori  delle  incognite  debbano  essere  numeri  interi, 
allora  le  soluzioni  possono  cessare  d'essere  infinite,  c ridursi  ad 
un  numero  mollo  ristretto,  c talvolta  anche  ad  una  sola,  o pure 
a nessuna,  specialmente  se  si  domandasse  che  questi  valori  delle 
incognite  fossero  interi  c positivi. 

La  ricerca  di  questi  valori  dipende  dall'analisi  indeterminata  che 
ha  per  oggetto  di  risolvere  un  sistema  di  equazioni,  in  cui  il  nu- 
mero delle  incognite  è maggiore  di  quello  delle  equazioni , con  la 
condizione  che  i valori  delle  incognite  sieno  numeri  interi  positivi, 
o negativi. 

Tratteremo  in  questa  lezione  della  sola  analisi  indeterminata  di 
primo  grado  , e per  cominciare  dal  caso  più  semplice  , cerche- 
remo di  risolvere  in  numeri  interi  c positivi  l’ equazione  a due 
incognite 

ax  + by=c, 

nella  quale  i coefficienti  a , b , c sono  numeri  interi. 

292.  Osserveremo  primieramente  che  questi  coefficienti  si  possono 
supporre  numeri  primi  tra  loro;  poiché  se  avessero  un  fattore  co- 
mune , si  potrebbe  sopprimere. 

In  oltre  affinchè  l'equazione  ax-\-bg  = c,  i cui  coefficienti  sono 
primi  tra  loro , potesse  risolversi  in  numeri  interi , è necessario 
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clic  i coefficienti  a c b delle  due  incognite  sieno  anche  primi  tra 
loro.  In  fatti  supponiamo  clic  abbiano  un  fattore  comune  m;  in- 
dicando con  a’  e b'  i quozienti  di  a e b divisi  per  ni,  sarà  a=a'm, 
c b = b'm,  c messi  questi  valori  nell’equazione,  si  ha 

a’mx  -t-  b’my  — e , 
che  divisa  per  m diventa 

a x + b y=  — 
m 

Or  quali  che  sieno  i valori  de'  numeri  interi  che  si  assegnino 
ad  x ed  y , il  primo  membro  di  questa  equazione  è sempre  un 

numero  intero,  c quindi  non  può  eguagliare  il  secondo  membro  —, 

tn 

ch’è  sempre  frazionario.  Dunque  i coefficienti  « c b debbono  es- 
sere primi  tra  loro. 

In  fine  osserveremo  che  se  il  numero  c avesse  qualche  fattore 
comune  con  a,  o pure  con  b,  la  proposta  equazione  potrebbe  tra- 
sformarsi in  un'altra  a coefficienti  più  piccoli.  Ed  in  vero,  indi- 
chiamo con  m il  fattore  comune  a c ed  a,  e con  n il  fattore  co- 
mune a c e 6 ; sieno  in  oltre  a’  ,b’ , c i quozienti  di  a diviso 
per  m,  di  6 diviso  per  n,  e di  c diviso  per  mn,  sarà 

a — a’m,  b=b’n , c=c'mn. 

Sostituiti  questi  valori  nell'equazione  ax  + by—c,  si  ottiene 
a’mx  -t-  b'ny=c'mn , 
che  divisa  per  mn  diventa 


a’Z+b'*-=c'. 
n m 


' y — 


oc  1 1 

Ora  facendo  -=x' , ed  ——il' , 
n m 


questa  equazione  si  riduce  ad 
a'x'-h  b'y’=  c' , 

nella  quale  i coefficienti  a' , b'  , c sono  piii  piccoli  degli  altri  a,b,c, 
E quantunque  questa  trasformazione  non  sia  rigorosamente  ne- 
cessaria, pure  sarà  utile  di  farla,  perchè  avendo  cosi  coefficienti  più 
piccoli,  il  calcolo  che  si  eseguirà  su  i medesimi  si  renderà  più  facile. 

293.  Ammesso  quanto  precede  , occupiamoci  della  risoluzione 
in  numeri  interi  c positivi  dell'equazione 

(1)  nx  -+■  by  = c , 

nella  quale  i coefficienti  a , b , c sono  primi  a due  a due. 

Essendo  a c b primi  tra  loro,  essi  saranno  disuguali;  sia  a il 
minore.  Risolviamo  l'equazione  rispetto  ad  x,  cioè  rispetto  all’ in- 
cognita affetta  dal  minore  cocfficiculc ; avremo 

» 
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Dividiamo  b per  a e dinotiamo  il  quoziente  con  m ed  il  resto 
con  6':  sarà  b'  minore  di  a,  e sarà  b=am-i-b\  Con  la  sostitu- 
zione di  questo  valore,  l'equazione  (2)  diventa 


e — amy — h'y 


-my-f 


c — b'y 


e per  essere  x un  numero  intero  è d’uopo  che 


c — b'y  . 

2 ci. 


sia  anche 


intero.  Rappresentiamo  questo  intero  con  ( ; sarà 


e — b'y 


= *,  e 


quindi  si  ricava 

at  + b'y=c , 

nella  quale  b'<£a. 

Prendendo  da  questa  equazione  il  valore  di  y,  si  ottiene 

(3)  y=- 


c — at 
~ ' 


Dividiamo  a per  6' , c dinotiamo  il  quoziente  con  n ed  il  resto 
con  a',  sarà  a’<6',  c sarà  a — b'n  + a',  che  messo  nella  prece- 
dente equazione  (3),  ci  dà 

c — b'nl—a't  , c—a't 

y v = "H p—  , 

e per  essere  y un  numero  intero,  e necessario  che  — p — sia  an- 
che un  intero.  Indichiamo  questo  intero  con  sarà 

e— 

b'  * 

c quindi  < b't'+a'l  — c. 


E cosi  continuando  ad  applicare  lo  stesso  processo,  si  formerà 
una  serie  di  equazioni,  nelle  quali  i coefficienti  delle  diverse  inco- 
gnite andranno  sempre  diminuendo;  ed  i valori  assoluti  di  questi 
coefficienti  saranno  i resti  che  risultano  dalle  divisioni  che  si 
fanno  quando  si  cerca  tra  b ed  a il  massimo  comune  divisore. 
Ma  b ed  a sono  numeri  primi  tra  loro,  dunque  si  deve  necessa- 
riamente giungere  ad  un  reslo  eguale  all’unità,  e questo  resto  es- 
sendo il  coefficiente  della  penultima  incognita  che  si  è introdotta  nel 
corso  del  calcolo,  si  otterrà  per  conseguenza  pel  valore  di  questa 
penultima  incognita  un’espressione  intera  dell’ultima  incognita,  ludi, 
risalendo  successivamente  dall’ultima  incognita  fino  alle  due  prime, 
si  otterranno  per  x ed  y due  espressioni  intere  di  quest’ ultima 
incognita , alla  quale  per  conseguenza  potranno  assegnarsi  lutti  i 
valori  possibili. 

Ecco  alcuni  esempi. 


294.  Problema  1.  Un  uomo  ha  compralo  alcuni  buoi  ed  alcuni 
cavalli,  ed  ha  speso  lire  3072,  pagando  per  ogni  bue  lire  160,  e 
per  ogni  cavallo  lire  224.  Si  domanda  quanti  buoi  e guanti  calcili 
ha  potuto  comprare. 
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Sia  x il  numero  de’ buoi,  ed  y quello  de' cavalli;  si  ha  eviden- 
temente l’equazione 

16<te-t-224y=3072, 
che  divisa  per  32  diventa 

53-+-7y=96  ; 

dalla  quale  prendendo  il  valore  di  x,  si  ottiene 


Eseguendo  la  divisione,  ed  osservando  che  96  = 5*19-+- 1,  e 
7 = 5*1 -t-2,  verrà 

3=19— , 

la  quale  ci  fa  vedere  che  per  essere  x un  numero  intero,  è d’ uopo  che 

1— 2y 

— g— 2 sia  anche  intero.  Rappresentando  questo  intero  con  ( sarà 

l-3y  . 

5 * 

ed  il  valore  di  x diventa 

(1)  3=19 — y + t. 

Ora  dall’equazione — g— ^=< , si  ha 

1 — 5<  . I— t 

y = — 2~  * ossia  v=— 2M — g-  , 

c per  essere  y un  numero  intero , è necessario  che  anche 
sia  un  intero.  Chiamando  ( questo  intero , sarà 

2 1 ’ 

ed  il  valore  di  y diventa 

(2)  y= — 2H-t’. 

In  One  dall’equazione  i^=«',  si  ottiene 

(3)  <=1  — 21'. 

Sostituito  questo  valore  nell’ espressione  (2)  di  y , si  ha 
y=—2  + M'+t'=U'—2  , 

c tanto  questo  valore  di  y,  quanto  quello  di  t (3)  messi  nell’ espres- 
sione (1)  del  valore  di  x , ci  danno 

3=19  — 51'  4-2+1— 2t'=22— 7t\ 

Onde  i valori  delle  due  incognite  x ed  y sono 

(4)  3 = 22  — li' , cd  y = 5t'— 2. 
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Queste  due  espressioni  ci  fanno  vedere  che  per  essere  x ed  y po- 

22 

sitivi  è necessario  che  sia  7l'<^22,  e perciò  t ’<Cy.  ossia 

ma  dev’essere  t'  un  numero  intero,  dunque  potrà  essere  «'=1  , 
t’=2 , e t'=3. 

Quindi  nelle  due  formolc  (4)  de’  valori  di  x e di  y , facendo 
successivamente  l'=  1 , l'=2  , l'=3 , si  ottengono  per  queste  in- 
cognite i tre  sistemi  di  valori 


a;=15,  ed  y—  3, 
x—  8,  ed  y = 8, 
x~  1 , ed  y = 13. 

Dunque  quell’uomo  con  la  somma  3072  lire  ha  potuto  comprare 
15  buoi  e 3 cavalli  ; 0 pure  8 buoi  ed  8 cavalli  ; o in  (ine  un 
bue  c 13  cavalli. 

Phoblema  II.  Si  cerca  un  numero  che  diviso  per  26  dia  per 
resto  io,  e diviso  per  fi  dia  per  resto  7. 

Sia  N questo  numero , e sieno  x ed  y i quozienti  interi  che 
si  hanno  dividendolo  per  26  e per  17  ; sarà 

N=26x  + I3t  ed  N=17y-+-7, 
c perciò  sarà  1 7y  4-  7 = 26x  — 13, 

che  si  riduce  a 

(1)  17y  — 26x=6. 

Ora  essendo  il  secondo  membro  6 divisibile  per  2,  ancora  il  pri- 
mo membro  dovrà  essere  divisibile  per  2 ; ma  26x  si  può  dividere 
per  2,  dunque  anche  17  y dovrà  essere  divisibile  per  2;  e sicco- 
me 17  non  si  può  dividere  per  2,  cosi  sarà  y un  moltiplice  di  2. 
Facciamo  dunqde  y = 2y  e sostituiamolo  nell’equazione  (1),  si  ha 

34y' — 26a;— 6 , 
che  divisa  per  2 diventa 

17y'—  13a:=3  , 


dalia  quale  prendendo  il  valore  di  x si  ottiene 
17»'— 3 , 4y' — 3 

*»»  - ■ - J 91  J . 


13  ~y  + 13 


Facendo 

sarà 

(2) 


ty-3 
13  ' 


■t. 


x = y 4-t. 


^ ..  V—  3 . 

Ora  I equazione  ■ = 1 , ci  da 

I O 


da  cui  si  ricava 


4y'=13<  4-3  , 


, 13<4-3 

y=—r~ 


ossia 


y’=  3<  4 


<4-3 
4 ’ 
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I | 3 

ed  affinchè  y'  sia  intero  bisogna  che  anche  sia  intero.  Indi- 
chiamo questo  intero  con  t'  , sarà 


c con  questo  valore  l’espressione  di  y'  diventa 

y'=3<  + (\ 

e dall’  equazione  (3)  si  ricava 

che  messo  nell’equazione  precedente  ci  dà 

y'=12 1' — 9-t-t' , ossia  y'=13t' — 9. 

Questo  valore  di  y'  e quello  di  l sostituiti  nell’equazione  (2)  ci  danno 
x = 13f — 94-4F — 3,  ossia  x=17t' — 12. 

Ma  il  numero  cercato  dev’essere  N =26x4-13,  dunque  sostituendo 
in  luogo  di  x il  valore  trovato  17{' — 12,  si  ottiene 

N = 442i’—  299, 

nella  quale  espressione  possiamo  assegnare  a t'  qualunque  numero 
intero  positivo.  Dunque  il  problema  ammette  infinite  soluzioni. 
Facendo  t'=  1 , 2 , 3 , 4 , ec.  si  ottiene 

N = 143, 585. 1027, 1469,  ec., 

e perciò  143  è il  più  piccolo  numero  che  soddisfa  al  proposto 
problema. 

Problema  III.  Venti  persone  hanno  speso  per  un  pranzo  20  lire, 
pagando  ogni  ragazzo  5 lire , ogni  donna  8 lire , ed  ogni  uomo 
42  lire.  Si  domanda  il  numero  de’ ragazzi,  quello  delle  donne,  e 
quello  degli  uomini. 

Dinotiamo  con  x il  numero  de’  ragazzi,  con  y quello  delle  donne, 
e con  2 quello  degli  uomini  : si  avranno  le  due  equazioni 

x 4-  y 4-  2 = 20  , 

5x  -f-  8y  4- 1 2 z = 200. 

Moltiplicando  la  prima  per  5 , c togliendo  il  prodotto  dalla  se- 
conda , resterà 

3y  4-72  = 100  , . 

dalla  quale  si  ricava 


100—72  0„  _ 1 — z „„  a 2 — 1 

y = — 3— =33-22  4-  — = 33-22 g- 


e quindi  si  vede  che  per  essere  y un  intero  è necessario  che  an- 
che - ■ ■ - sia  un  intero.  Dinotando  questo  intero  con  ( , sarà 

O 

- 1 

C)  Hr=<’ 
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cd  il  valore  di  y diventa 

y = 33 — 2 z — l. 

Ora  dall'equazione  (1)  si  ricava 

. s — 3(  -4-  i , 

che  sostituito  nel  valore  di  y dato  dalla  precedente  , dà 
y = 33 — 6< — 2 — < = 31 — 7f. 

In  fine  dalla  prima  equazione 

*-t-y-4-a  = 20  , 
si  ottiene  a:  = 20  — y — a, 

e messi  in  luogo  di  y e di  s i loro  valori , verrà  • 

*=20 — 31  -j-7t — 3<  — 1=4/  — 12  ; 
e quindi  i valori  delle  tre  incognite  sono 

a:=4<  — 12 , 
y=31— 7 1 , 
z = 3(  -f- 1 . 

Dalle  due  prime  si  vede  che  per  essere  x ed  y positivi,  è d’uopo  che  sia 
4t>  12 , e 7<<31, 
ossia  />  3,  c (<4f, 

c quindi  t non  potrà  avere  che  l'unico  valore  4.  In  conseguenza 
i valori  delle  tre  incognite  saranno 

*=4  , y = 3 , z=  13; 

e perciò  il  problema  non  ammette  che  questa  sola  soluzione  cioè, 
di  4 ragazzi,  3 donne,  e 13  uomini. 

295.  In  questi  problemi  che  abbiamo  risoluti,  siamo  stati  sem- 
pre condotti  a dover  isciorrc  un’equazione  a due  incognite,  ma 
vi  sono  de’ casi  in  cui  si  deve  risolvere  un’equazione  che  ne  con- 
tenga un  maggior  numero.  Allora,  quantunque  si  abbia  maggiore 
indeterminazione,  pure  le  condizioni  che  i valori  delle  incognite 
debbono  essere  nel  tempo  stesso  numeri  interi  e positivi,  restrin- 
gono grandemente  il  numero  delle  soluzioni,  e somministrano  de' ri- 
pieghi che  rendono  piò  facile  la  loro  determinazione,  come  potrà 
osservarsi  ne' due  seguenti  problemi. 

Problema  IV.  Con  2240  lire  si  sono  comprali  40  pezzi  di  ani- 
mali, cioè  de’ cavalli  a lire  320  Fano,  de’ buoi  a lire  160  f uno, 
de’ vitelli  a lire  64  l'uno,  e delle  capre  a 16  l’una.  Si  domanda  il 
numero  degli  animali  di  ciascuna  specie. 

Dinotiamo  con  x il  numero  de’ cavalli,  con  y quello  de' buoi, 
con  s quello  de’ vitelli,  e con  u quello  delle  capre:  si  avranno  evi- 
dentemente le  due  equazioni 

x + y + a-f-  «=40  , 

320*  -+-  160y  -+-  64a  -f- 1 6u  = 2240 , 


Digitized  by  Google 


— 233  — 


ovvero,  dividendo  la  seconda  per  16, 

x -+-  y -f-  z + u — 40 , 

20x  -f-l0y-+-4z-+- w = 140. 

Sottraendo  dalla  seconda  la  prima,  ad  oggetto  di  eliminare  u,  si  ha 

(1)  19x-+-9y-f-3z=100 , 

dalla  quale  prendendo  il  valore  di  x,  verrà 

loo- 9*- a* 

19 

Ora  dovendo  essere  i valori  di  y e di  z numeri  interi  e positivi, 
è chiaro  che  i più  piccoli  valori  che  potranno  avere  queste  inco- 
gnite sono  y=l,ez  = l,e  perciò  il  più  grande  valore  di  x sarà 
100  — 9 1 — 3 1 100  — 9 — 3 88  ,12 

X~  19  — 19  — 19~*Ì9; 

ma  il  volore  di  x dev’essere  intero,  dunque  il  più  grande  valore 
che  potrà  avere  x sarà  4,  e perciò  potrà  essere  x = l , x = 2, 
x — 3,  ed  x = 4. 

In  oltre  dall'equazione  (1)  si  ricava 

9y+3z=  100—19*, 

e messi  successivamente  in  luogo  di  x i valori  1 , 2 , 3 , 4 , si 
ottengono  queste  quattro  equazioni 

9t/-f-3z  = 81  , con  x — 1 , 

9y-t-3z  = 62,  con  x=2 , 

9j/-t-3z=43,  con  x = 3 , 

9y -+- 3z  ==  24  , con  *==4. 

Nella  seconda  e nella  terza  di  queste  equazioni  i coefficienti  delle 
due  incognite  sono  divisibili  per  3,  mentre  i secondi  membri  62, 
e 43  non  lo  sono,  dunque  conformemente  a quanto  abbiamo  di- 
mostrato al  numero  189,  queste  due  equazioni  non  ammettono  alcun 
sistema  di  soluzioni  in  numeri  interi,  e per  conseguenza  debbono 
tralasciarsi.  Non  restano  dunque  che  le  due  sole 


9y-+-3z=81  , con  x=l  , 
9y  -4-  3z=  24 , con  x=4, 

che  divise  per  3 diventano 

(2)  3y-+-z  = 27,  con  *=1 , 

(3)  3 y-t-z—  8,  con  *=4, 
dalle  quali  si  ricava 


(4) 


(5) 


z = 27  — 3y , 
z — 8 — 3 y. 


Di  più  l’equazione  .r-f-y-f-  z + u = 40 , ci  dà 


n =40 — x — y — z, 

nella  quale  facendo  una  volta  *=1,  c z = 27  — 3y , dato  dal- 
Isz.  (fi  Aìq.  30 
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l’equazione  (4),  ed  un'altra  volta  jc  = 4,  e z = 8 — 3y,  dato  dal- 
l'equazione (5),  si  ottengono 

t4  = 12-4-2i/ , 
u=  28-t-2y. 

Avremo  dunque  che 

(6)  per  x = 1 , sarà  z — 27  — 3y  , ed  u = 12  -f-  2y  , 

(7)  per  x = t,  sarà  s—  8 — 3 <j  , ed  u = 28-t-2y. 

Ora  dall’equazione  z = 27  — 3y,  ossia  z = 3(9  — y),  si  vede  chia- 
ramente che  per  essere  z positiva,  non  dev’essere  y maggiore  di  8. 
Onde  nelle  due  equazioni  (6)  dando  ad  y i valori  1,  2,  3 ec.  fiuo  ad  8, 
si  ricavano  i corrispondenti  valori  di  z e di  u,  e si  avrà 

per  x—i  , y=  1 , z = 24  , u = 14, 

y = 2 , z=21  , u = 16, 

y=3  , z = 18  , u=  18 , 

y=4  , z=15  , u = 20 , 

, , z = 12  , «4=  22 , 

y = 6 , z=  9 , «=24, 

y =7  , z=  6 , 14  = 26 , 

y=8  , z=  3 , «4  = 28. 

Dall'altra  equazione  poi 

z = 8 — 3y  , con  a;  = 4, 

si  deduce  che  per  essere  z positiva,  è d’uopo  che  sia 

3y  <8  , 

e perciò  i valori  di  y non  possono  essere  che  1 e 2.  Onde  nelle 
due  equazioni  (7)  facendo  successivamente  y = 1 , ed  y = 2 , si 
ottengono  per  : e per  « i corrispondenti  valori,  e verrà 

per  x=  4 , y = l , z = o , u = 30 , 

y = 2 , z = 2 , u =s  32. 

Dunque  il  problema  non  ammette  in  tutto  che  dieci  soluzioni,  e 
queste  sono 

Cavalli , Buoi , Vitelli , Capre 

1 1 24  14 

1 2 21  16 

1 3 18  18 

1 4 lo  20 

1 5 12  22 

1 6 9 24 

1 7 6 26 

1 8 3 28 

4 1 5 30 

4 2 2 32. 
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Problema  Y.  Si  sono  spese  400  lire  per  la  compra  di  alcuni 
vasi  di  cristallo  di  tre  diverse  grandezze.  1 piccoli  si  son  pagali  a 
lire  5 fimo,  » medii  a lire  7 l’uno,  ed  i grandi  a lire  44  l 'uno. 
Si  domanda  il  numero  de’ vasi  di  ciascuna  grandezza. 

Rappresentiamo  con  x il  numero  de’ vasi  piccoli,  con  y quello  dei 
medii,  e con  z quello  de' grandi:  si  avrà  evidentemente  l’equazione 

(1)  3xh-7j/ +-115  = 100. 

E poiché  x ed  y debbono  essere  interi  e positivi,  così  è chiaro 
che  i loro  più  piccoli  valori  saranno  x = l,  ed  y=l.  Mettendo 
questi  valori  nell’equazione  (1),  si  ha 

3 4-7  + 115  = 100, 

e perciò  sarà  5 = ^ = 8—; 

ma  il  valore  di  z dev'essere  intero,  dunque  il  più  gran  valore  che 
potrà  aver  5 è 8. 

Ora  dalla  medesima  equazione  (1),  si  ricava 
3x  + 7y  = 100  — llz, 

e messi  in  luogo  di  z successivamente  i suoi  valori  1 , 2 , 3 , 4... 8, 
si  hanno 

3x4-7y  = 89,  con  5=1 
3x4-7y  = 78,  con  5 = 2 

3x  4-  7y  = 67  , con  s = 3 

/ 9 , 3x-|-7y  = 56,  con  5 = 4 

' ' 3x  4-  7y  = 45  , con  z = 5 

3x+7y  = 34,  con  5 = 6 

3x4-7y  = 23,  con  5 = 7 

3x4-7y  = 12,  con  5 = 8. 

Dunque  il  problema  è ridotto  a risolvere  ciascuna  di  queste  otto 
equazioni:  e siccome  queste  variano  solo  ne’ secondi  membri,  cosi 
per  non  isciorre  ciascuna  separatamente  , rappresenteremo  con 
3x4-7y  = a una  qualunque  di  esse,  e sciolta  che  avremo  questa 
equazione,  ne’ valori  di  x e di  y che  troveremo,  metteremo  suc- 
cessivamente in  luogo  di  a i rispettivi  valori  de' secondi  membri 
di  queste  equazioni. 

Ora  dall'equazione 

3x4-7y  — a , 

si  ricava  x= — = — 2y4 j-ìt, 

e per  essere  x un  numero  intero,  è necessario  che  n- sia  an- 

O 

che  intero.  Sia  t questo  intero,  sarà 

x = — 2y  -hi,  cd  — = t . 
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Dalla  seconda  si  ricava  y = a — 3<,  che  messo  nel  valore  di  x,  dà 
x— — 2a  -t-  6(  + < , ossia  x =•  7< — 2a. 

Dunque  i valori  delle  due  incognile  x ed  y sono 

(3)  x = 7 1 — 2a , ed  y = a — 3<. 

Per  applicare  questi  valori  alla  prima  delle  otto  precedenti  equa- 
zioni (2),  faremo  a=89,  ed  avremo 

(4)  x = 71  — 178,  ed  y = 89  — 3t, 
per  cui  dovrà  essere 

178  fio 

<>  — , e <<y,  ossia  <>25|,  e t<29f  , 


e perciò  i valori  di  t non  potranno  essere  che  26 , 27 , 28 , 29. 
Onde  nelle  due  equazioni  (4)  che  ci  danno  i valori  di  X e di  y, 
facendo  successivamente  <=26 , 27 , 28 , 29  , si  ottengono 


x = 4 , 
y = il , 


11 , 18  , 25  ) 
8,  5,  2) 


con 


5 = 1. 


Nelle  stesse  due  espressioni  (3)  facendo  a — 78,  eh' è il  secondo 
membro  della  seconda  delle  equazioni  (2),  avremo 

(5)  x — 7l — 156  , ed  y=78—  3< , 


e perciò  dovrà  essere 


e <<-j,  ossia  <^>22f, 


e <<^26, 


e quindi  potrà  essere  ( = 23, 24,  25,  che  successivamente  sosti- 
tuiti nelle  due  equazioni  (5)  ci  danno 


* = 5 , 
y = 9 , 


12,  19  ) 
6,  3) 


con  5 = 2. 


Ne' medesimi  valori  generali  di  x e di  y (3),  facendo  a = 67,  ch’è 
il  secondo  membro  della  terza  equazione  del  sistema  (2),  si  ha 

(6)  * = 71— 134,  ed  y=67— 3 < 

e perciò  dovrà  essere 

134  f»7 

<>-y-,  e <<-3-,  ossia  <>19±,  e <<22|, 

e quindi  potrà  essere  t = 20 , 21  , 22,  che  messi  successivamente 
nelle  due  precedenti  equazioni  (6),  ci  danno 


x=6 , 
y=7 , 


13  , 20  1 

*,  il 


con  z = 3. 


Del  pari  nelle  due  espressioni  generali  di  * e di  y (3),  facendo 
a = 56,  eh' è il  secondo  membro  della  quarta  equazione  del  siste- 
ma (2)  si  ha 

(7)  x—lt  — 112  , ed  y = 56  — 3l , 
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onde  dovrà  essere 

/>!£?,  e <<y,  ossia  i>  16,  c <<18^, 

e perciò  potrà  essere  <=17,  18,  che  sostituiti  nelle  precedenti 
equazioni  (7),  daranno 

x = 7,  14 


y = o,  2 


con  z=4. 


Nelle  forinole  generali  (3)  facendo  a = 45,  eh' è il  secondo  mem- 
bro della  quinta  equazione  del  sistema  (2) , si  ha 

x — lt — 90,  ed  j/=45 — 3< , 
per  cui  dovrà  essere 

<>y,  e <<y , ossia  <>  12f , e <<15, 

onde  sarà  < = 13,  14,  che  messi  nelle  due  equazioni  precedenti, 
ci  somministrano 


z = l,  8 ) 
= 6,  3 ) 


con  3 = 5. 


Si  faccia  ora  nelle  medesime  equazioni  (3)  a=34,  eh’ è il  secondo 
membro  della  sesta  equazione  del  sistema  (2) , verrà 

x = 7f — 68  , ed  y = 34— 3< , 

per  cui  sarà 

t>y,  e 0ssia  *>9f*  c *<117. 


e perciò  potrà  essere  <=10,  ed  11 , clic  sostituiti  successivamente 
nelle  due  equazioni  precedenti , daranno 


x—2 , 9 
y=4,  1 


con  3 = 6. 


Di  poi  nelle  stesse  formolo  (3)  facciamo  «=23,  ch’ò  il  secondo 
membro  della  settima  equazione  del  sistema  (2),  verrà 

x=lt — 46,  ed  y = 23 — 3 <, 
onde  sarà  *>-7-.  e <<-g-,  ossia  <>6±,  e <<7|  , 


e perciò  dovrà  essere  necessariamente  < = 7,  che  messo  nelle  pre- 
cedenti equazioni,  darà 

x — 3 ) _ 

y = 2 ! C0"  3==7' 

In  fine  nelle  due  equazioni  generali  (3)  facendo  a = 12,  eh' è il 
secondo  membro  dell'ultima  equazione  del  sistema  (2),  verrà 

x = 7<  — 24,  ed  y = 12  — 3< , 
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e quindi  sarà 

21  12 

c <<*j,  ossia  <> 3f,  e (< 4. 

Dunque  in  questo  caso  il  valore  di  t,  che  dev'essere  un  numero 
intero , sarà  intermedio  fra  3 e 4;  ma  fra  3 e 4 non  vi  è nessun 
numero  intero  intermedio , dunque  < non  potrà  avere  nessun  va- 
lore intero,  e quindi  l'equazione  . 

3x-l-7y  = 12 

è impossibile  che  possa  essere  risoluta  in  numeri  interi. 

E per  mettere  in  maggiore  evidenza  questa  impossibilità,  basta 
osservare  che  l’equazione  3x-+-7t/=12  divisa  per  3,  dà 

(8)  x -t-7|=4, 

che  per  essere  soddisfatta  in  numeri  interi  dovrà  essere  ~ un  in- 

o 

tero.  Sia  y questo  intero , c mettiamolo  nell'equazione  prece- 
dente (8)  in  luogo  di  | , verrà 

x-t-7y'=4  , 

equazione  assurda,  quando  si  vogliono  per  x ed  y'  numeri  interi 
e positivi  ; poiché  il  solo  coefficiente  7 del  secondo  termine  del 
primo  membro  è già  maggiore  di  4 , eh’  è il  secondo  membro. 

Dunque  tutte  le  soluzioni  possibili  che  ammette  il  proposto  pro- 
blema sono  le  seguenti  : 

Vasi  piccoli , Vasi  medii , Vasi  grandi 


4 11  1 

11  8 1 

18  3 1 

25  2 1 

5 9 2 

12  6 2 

19  3 2 

6 7 3 

13  4 3 

20  1 3 

7 5 4 

14  2 4 

1 6 5 

8 3 5 

2 4 6 

9 1 6 

3 2 7 
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LEZIONE  XXXIII. 


Delle  questioni  di  massimo  e minimo  che  si  possono  risolvere 
con  le  equazioni  di  secondo  grado. 

296.  Una  quantità  si  dice  variabile  , quando  è suscettibile  di 
prendere  diversi  successivi  valori,  e si  dice  costante  quando  ha  un 
valore  determinato. 

Una  quantità  variabile  nel  prendere  diversi  valori  che  si  succe- 
dono in  un  dato  ordine,  si  dice  esser  giunta  al  massimo,  quando 
arriva  ad  un  valore  maggiore  se  non  di  tutti  gli  altri,  almeno  di 
tutti  quelli  clic  gli  sono  immediatamente  vicini  : e si  dice  esser 
giunta  al  minimo  quando  arriva  ad*  un  valore  minore  se  non  di  tutti 
gli  altri,  almeno  di  tutti  quelli  che  gli  sono  immediatamente  vicini. 

297.  Le  questioni  di  massimo  e minimo,  che  si  possono  risolvere 
con  le  equazioni  di  secondo  grado,  poggiano  sopra  i seguenti  teoremi. 

Teobf.ma  I.  Se  più  fattori  variabili  hanno  una  somma  costante, 
il  loro  prodotto  sarà  massimo  quando  questi  fattori  sono  eguali. 

Supponiamo  in  primo  luogo  che  si  abbiano  due  fattori  varia- 
bili x ed  y , e sia  a la  loro  somma  ; dico  che  il  loro  prodotto  xy 
sarà  massimo  quando  è x = y. 

In  fatti  essendo  a = x-|-y,  elevando  a quadrato,  sarà 

a,=xt- (-2xy-+-y*,  ed  essendo  in  oltre  (x — y)*=x* — 2xy  4-  y' , 
tolta  questa  equazione  dalla  precedente  , verrà 
a* — (x— y)*=4xy , 

dalla  quale  si  ricava 


e si  vede  chiaramente  che  questo  prodotto  diventa  tanto  più  grande, 
quanto  più  la  deferenza  x — y diminuisce.  Dunque  il  massimo  valore 
del  prodotto  xy  corrisponde  al  minimo  di  x — y;  ma  il  minimo  valore 
di  x — y si  ha  quando  è x — y=0,  cioè  quando  è x=y,  dunque  il  pro- 
dotto xy  diventa  massimo,  quando  i due  fattori  x ed  y sono  eguali. 

Sieno  ora  m fattori  variabili  x ,y  , z , l , u. . . che  abbiano  la 
somma  costante  a,  dico  che  il  loro  prodotto  xyztu. ..  è massimo, 
quando  questi  fattori  sono  eguali.  In  fatti  sia  il  prodotto  xystu... 
massimo , e sieno , s'  è possibile,  i due  fattori  x ed  y disuguali , 

essendo  x-+-y  -4-  possiamo  sostituire  a'  fattori  x ed  y 

gli  altri  cd  senza  che  la  somma  degli  m fattori  variasse; 
ma  per  quello  che  si  è dimostrato  il  prodotto  (— -^)  f~"^)  è 
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maggiore  di  xy , dunque  sarà  ancora 


(*+y\ 

l 2 ) 

i 2 r 

jz(u-  • • '^>xyztu. . . 


Dunque  il  prodotto  xyztu. . . che  si  è supposto  massimo,  ne  avrebbe 
un  altro  maggiore,  il  che  è impossibile,  e perciò  è anche  impossi- 
bile che  i due  fattori  x cd  y sieno  disuguali;  dev’essere  dunque  x=y. 

Nello  stesso  modo  si  dimostra  che  y=z—u—l=-  • • Onde  il 
prodotto  xyzlu. . . diventa  un  massimo  quando  i fattori  sono  uguali. 

Corollario  I.  Sia  2 p il  perimetro  di  un  rettangolo,  e sieno  x 
ed  y le  sue  dimensioni  variabili,  sarà  x + y=p,  e l’aia  avrà 
per  misura  xy.  Onde  questi  due  fattori,  formando  una  somma  co- 
stante p , pel  teorema  dimostrato  daranno  il  prodotto  xy  massimo, 
quando  questi  fattori  sono  eguali , cioè  quando  il  rettangolo  di- 
venta un  quadrato.  Dunque  tra  tulli  i rettangoli  dello  stesso  peri- 
metro , il  massimo  è il  quadralo. 

Corollario  li.  Segue  da  ciò  che  tra  tutti  i triangoli  rettan- 
goli, in  cui  la  somma  de' cateti  è costante,  il  massimo  è il  trian- 
golo isoscele. 

Corollario  III.  Fra  tulli  i triangoli  dello  stesso  perimetro  e delta 
stessa  base,  il  massimo  è il  triangolo  isoscele. 

In  fatti  sia  2 p il  perimetro,  a la  base,  ed  x,  ed  y gli  altri  due 
lati.  Per  la  formolo  conosciuta,  l’aia  del  triangolo  è espressa  da 

l/pip—à){p—x){p  — y). 

Onde  quest’aia  diventa  massima,  quando  massimo  diventa  il  pro- 
dotto de’quattro  fattori  che  stanno  sotto  al  radicale.  Ma  di  questi 
fattori  i due  primi  sono  costanti,  dunque  la  medesima  aio  diventa 
massima,  quando  massimo  diventa  il  prodotto  de’ due  fattori  va- 
riabili p — x e p — y.  Or  questi  due  fattori  hanno  per  somma 
2 p — x — y che  diventa  a quando  si  sostituisce  a + x + y in  luogo 
di  2 p , dunque  essendo  costante  la  somma  di  questi  due  fattori  il 
loro  prodotto  è massimo , quando  essi  sono  eguali , cioè  quando 
è p — x=.p  — y,  e perciò  quando  si  ha  x=y.  Dunque  l'aia  mas- 
sima si  ha  quando  il  triangolo  ha  due  lati  eguali,  ossia  quando 
è isoscele. 

Corollario  IV.  Tra  tutti  i triangoli  dello  stesso  perimetro , il 
massimo  è l'equilatero. 

In  fatti  indicando  con  x , y , z i tre  lati  c con  2p  il  perimetro, 
cioè  2 p=x-t-y+z,  l'aia  del  triangolo  sarà  data  dalla  formola  nota 

Vpip—x)  ( p—y)(p—z ). 

Onde  quest’aia  diventa  massima  quando  massimo  diventa  il  pro- 
dotto dé’tre  fattori  variabili  p — x , p — y,  p — z,  ma  di  questi 
fattori  la  somma  è 3 p — x — y — a = 3p  — 2p=p,  cioè  è costante, 
dunque  pel  teorema  dimostrato  il  prodotto  diventa  massimo,  quando 
i fattori  sono  eguali,  cioè  quando  p — x—p — y—P — z,  vale 
a dire  quando  si  ha  x=y=z.  Dunque  l'aia  è massima  quando 
il  triangolo  è equilatero. 
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Corollario  V.  Sia  S la  somma  di  m quantità  disuguali  c po- 
sitive a,b,c,...  Dividiamo  questa  somma  S in  m parti  eguali, 
sarà  evidentemente 


a+4-f-c-f-  • • • 
m 


a+b-f-c-h  ■ ■ • 
m 


a+à-l-c-l 

TO 


+-=a+à+c-f. 


• =S. 


Onde  pel  teorema  dimostrato  sarà 
o-f-6-t-c-i ^ . a-\-b+c-\ . . a+fc-t-c-l _ 


> abc. . . . 


ossia  ‘ ) ^>abc... 

e prendendo  da  ciascun  membro  la  radice  tne,ima , verrà 
c+h+e+.. 
m 

cioè  a dire  che  la  media  aritmetica  tra  m quantità  disuguali  e 
positive  6 maggiore  della  loro  media  geometrica  (n.  55).  Questo 
è il  teorema  di  M.  Cauchy. 

Teorema  II.  Se  il  prodotto  di  m fattori  variabili  e positivi 
x,y,!,t,u,...  è costante , la  somma  di  questi  fattori  sarà 
minima  quando  essi  sono  eguali. 

Sia  P il  prodotto  de’  fattori  disuguali  x , y , z , t , u . . . c sia  S' 
la  loro  somma.  Sia  ancora  S la  somma  di  m fattori  eguali , 
t)  -+-  v + v + v . . . . -+-  v , il  cui  prodotto  t>m  eguagli  anche  P ; dico 
che  sarà  S<S'.  In  fatti  abbiamo  le  quattro  eguaglianze 

, xyztu = P 

S =m»  , »m=  P. 


Dividiamo  S'  in  m parti  eguali , c sia  v'  una  di  queste  parti  ; 

S' 

sarà  — = »',  e quindi  S'=c'-t- Onde  pel  tco- 

TU 

rema  1.*  sarà  xyztu. . . . <«VcV. . . . ossia  P<Cv”;  e messo 
in  luogo  di  P il  suo  valore  e”*,  sarà  per  cui  e<V,  e 

quindi  mr<m»'.  Ma  è mc  = S,  ed  mt>'=S\  dunque  sarà  S^S'. 
Dunque  la  somma  S è minima  quando  i fattori  sono  eguali. 

Corollario.  Segue  da  questo  teorema  che  fra  tulli  i rettangoli 
della  stessa  aia,  il  quadrato  è quello  che  ha  il  minimo  perimetro. 

Teorema  III.  Se  la  somma  de' quadrali  di  due  quantità  varia- 
bili i costante,  la  somma  di  queste  quantità  sarà  massima,  quando 
esse  sono  eguali. 

Sicno  x ed  y le  due  quantità  variabili,  e sia  a*  la  somma  a:*-i-y* 
de’ loro  quadrati;  dico  che  la  somma  x-by  di  queste  quantità  sarà 
massima  quando  si  ha  x=y. 

In  fatti  essendo  a:*-t-y*=  a*,  snrà  xt-t-y,+x‘>+y'=2 a*,  ossia 
xm-b2xy-by*-b^ — 2xy-+-y*=2 a*;  cioè  (x-f-y)*-t-(x — j/)’=2a\ 
onde  sarà 

(a:-i-y)*=2a*—  (*— y)\ 

Le:,  di  Alg.  ai 
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Questa  eguaglianza  ci  fa  vedere  che  per  essere  x + y un  massi- 
mo, dovrà  essere  x — y un  minimo  ; ma  questa  espressione  è mi- 
nima quando  è zero,  cioè  quando  si  ha  x = y,  dunque  anche  x+y 
sarà  massima  quando  si  ha  x = y. 

Teorema  IV.  Se  due  quantità  variabili  hanno  una  somma  co- 
stante , la  somma  de'  loro  quadrati  sarà  minima  , quando  queste 
quantità  sono  eguali. 

Sicno  x ed  y le  due  quantità  variabili,  e sia  a la  loro  somma: 
dico  che  x*-+-y*  sarà  un  minimo  quando  è x — y. 

In  fatti  essendo  x+y=a,  sarà  x'+2xy+y‘=a*  e quindi  sarà 

x*-+-  y*=a’ — 2xy. 

Onde  la  somma  de’due  quadrati  x*4-y’  diventa  tanto  più  piccola, 
quanto  più  grande  diventa  il  prodotto  xy,  e perciò  il  minimo  va- 
lore di  x*+y*  corrisponderà  al  massimo  di  xy.  Ma  pel  teorema  1.” 
il  massimo  valore  di  xy  ha  luogo  quando  è x=y,  dunque  x*-t-y* 
sarà  un  minimo  quando  è x=y. 

Corollario.  Segue  da  ciò  che  tra  tulli  i rettangoli  dello  stesso 
perimetro,  il  quadrato  è quello  che  ha  la  minima  diagonale. 

Teoresia  V.  Se  la  somma  de’  quadrati  di  due  quantità,  variabili 
e positive,  è costante,  il  prodotto  di  queste  quantità  è massimo  quando 
esse  sono  eguali. 

Sieno  x ed  y le  due  quantità  variabili,  e sia  a * la  somma  dei 
loro  quadrati  a'-f-y*:  dico  che  il  prodotto  xy  di  queste  quantità 
sarà  massimo  quando  si  avrà  x = y. 

In  fatti  essendo  x,1-t-y*=a*,  sarà 

2xy-t-x*-t-y' — 2 xy  = a* , 
cioè  sarà  2xy  + (x — y)*=a’ , onde  sarà 

xy — ìa* — i (* — y)*  * 

e perciò  il  prodotto  variabile  xy  diventa  massimo,  quando  diventa 
minima  la  quantità  ì(x — y)\  Ma  questa  è minima  quando  è zero, 
cioè  quando  si  ha  x = y,  dunque  il  massimo  valore  di  xy  ha 
luogo  quando  si  ha  x = y,  ossia  quando  le  due  quantità  variabili 
sono  eguali. 

Corollario.  Segue  da  ciò  che  il  massimo  rettangolo  che  si  possa 
iscrivere  in  un  cerchio  ì il  quadralo. 

Teorema  VI.  Se  il  prodotto  di  due  quantità,  variabili  e positive, 
è costante  , la  somma  de'  loro  quadrati  è minima  quando  queste 
quantità  sono  eguali. 

Sieno  x cd  y le  due  quantità  variabili  e positive , e sia  a*  il 
loro  prodotto  costante:  dico  che  la  somma  x*-t-y*  de* loro  qua- 
drati sarà  minima',  quando  queste  quantità  sono  eguali  cioè  quando 
si  ha  x = y.  In  fatti  essendo  xy  = a*  sarà  2xy=2a\  e questa  egua- 
glianza si  può  scrivere  sotto  questa  forma  x*-+- y* — (x — y)*=2a*, 
c perciò  sarà 

x*-+-  y*=  2a’+  (x — y)*. 
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Onde  £*+y*  sarà  tanto  più  piccola,  quanto  più  piccola  sarà  la 
quantità  {x — «/)*,  e perciò  il  minimo  valore  di  à?-t-y*  corrisponde 
al  minimo  di  (x  — y)*  ; ma  questa  quantità  è minima  quando  è 
zero,  cioè  quando  si  ha  x—y,  dunque  anche  x*-t-y’  sarà  un 
minimo  quando  si  ha  x = y,  ossia  quando  le  due  quantità  varia- 
bili sono  eguali. 

Teorema  VII.  Se  più  quantità  x , y , i hanno  una  somma  co- 
stante , l’espressione  x”ynzp  sarà  massima,  quando  queste  quan- 
tità sono  proporzionali  agli  esponenti  m , n , p , ossia  quando  si 

.x  y z 
arra  - = - — 


m n p 

Sia  a la  somma  delle  quantità  x,y,s ; l’espressione  xmynzp 
si  può  mettere  sotto  questa  forma 


e quindi  sotto  quest'  altra  forma 


tnmn" 


Ma  il  fattore  mmnnpp  è costante,  dunque  questa  espressione  sarà 
un  massimo,  quando  sarà  tale  il  prodotto 


Ora  questo  prodotto  scritto  nel  seguente  modo 


»,  £.£ £ 

m m m m n n n n p p p 'p  ’ 

fa  chiaramente  vedere  che  si  compone  di  tre  serie  di  fattori,  cioè 
di  m volte  il  fattore  — , di  n volte  il  fattore  - , e di  p volte  il 

fattore  - , e perciò  la  somma  di  tutti  questi  fattori  sarà 


x . y y 

m h-  «•-  -I -p  - , 

m n p 


ossia  x-hy  + z;  ma  questa  somma  è costante,  poiché  per  ipotesi 
è eguale  ad  a,  dunque  pel  Teorema  I.  il  prodotto  di  questi  fattori 
sarà  massimo  quando  i fattori  sono  eguali , cioè  quando  si  ha 


= ossia  quando  le  quantità  variabili  x,y,z  sono  pro- 
porzionali agli  esponenti  m , n ,p  {*). 


(*)  Questo  teorem*  ha  luogo  anche  quando  gli  esponenti  m ,n  , p sono  frario- 
m n p 

Diri.  Iu  falli  il  prodotto  xm'  yn>  i?'  gì  riduce  ad 
tnn'fi  nm'p  pm'n 

xm'n’pr  yttvn'p'  ^tnn'p'  * 
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Teorema  Vili.  Se  più  quantità  variabili  e positive  x , y , z sono 
tali  che  rendano  l'espressione  x”yY  costante,  la  somma  x+y+z 
di  queste  quantità  sarà  minima  quando  esse  sono  proporzionali  agli 

esponenti  m,n,p;  cioè  quando  si  avrà  ~ = n~p' 

Sia  A il  valore  costante  dell' espressione  xmynzp ; sarà 
xmyHzp=  A. 

Facendo  poi  A — Bm’"  • n"  -pp , e sostituendo  verrà 
xmyHzp=  Bm”  • n"  .pp  ; 


laonde  sarà 


ovvero 


L_i 


... 


che  può  mettersi  sotto  la  forma 


<t) 


xxx  x v y y y z z z z 

. -X 

in  m m m n n n n p p p p 


11  primo  membro  di  questa  eguaglianza  essendo  costante,  la  somma 
de’ suoi  fattori,  pel  teorema  II.,  sarà  minima,  quando  tali  fattori 

sono  eguali,  cioè  quando  si  ha 


e quindi  prende  U forma 

m'n'pf 

j/xmn 'P  ynm’P'  jf™'"'  : 

radice  che  diventa  massima  quando  massimo  è il  prodotto  sottoposto  al  radicale. 
Ma  in  questo  prodotto  gli  esponenti  delle  variabili  sono  interi , dunque  pel  teo- 
rema dimostralo,  questo  prodotto  sarà  massimo  quando  si  avranno  le  eguaglianze, 


x y s_ 

tnn'p'  nm'p'  pm'ri  ’ 

che  moltiplicate  per  m'n'p' , c riducendo , diventano 

m'x n'y p’z 

m n p 


© © ©' 


cioè  a dire  che  le  variabili  x ,y , t debbono  essere  proporzionali  agli  esponenti 
>n  «odo  clic  dovrà  stare 

m n ’ p' 


Onde  è vero  che  il  teorema  ha  luogo  anche  quando  gli  espoucnli  sono  tutti  o 
parte  frazionari. 
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Da  uu' altra  parte  la  somma  di  questi  fattori  si  compone  del 
fattore  ^ preso  m volte  ; del  fattore  ~ preso  « volte , e del  fat- 
tore - preso  p volte  ; e perciò  sarà 


x y x 
m- — 

m n r p 


ossia  x+y  + z.  Dunque  questa  somma  sarà  minima  quando  si  ha 


x 

m 


298.  Per  fare  un’applicazione  dogli  esposti  teoremi  sopra  i mas- 
simi e minimi  ci  occuperemo  della  soluzione  de' seguenti  problemi. 

Problema  I.  Iscrivere  nel  triangolo  ABC 
il  massimo  rettangolo. 

Rappresentiamo  con  a l’altezza  AN  del 
triangolo , con  b la  sua  base  BC , con  x 
l’altezza  DE==MN=GF  del  rettangolo  cer- 
cato, e con  y la  sua  base  EF=DG. 
L’altezza  AM  del  piccolo  triangolo  ADG  sarà  AN — MN=a—  x, 
c la  sua  base  DG=y,  dunque  per  la  simiglianza  de' due  triangoli 
ABC , ADG  starà  AN  : BC  ::  AM  : DG  , ossia  a : b ::a — x : y , e 

perciò  sarà  y = “(<* — ar).  Moltiplicando  i due  membri  per  x, 
si  ha  xy=^x(a— x);  ma  xy  è l’aia  del  rettangolo  DEFG,  dun- 
que anche  ^x(a — x)  rappresenta  l’aia  di  questo  rettangolo:  si 

tratta  dunque  di  rendere  ^x(a — x)  un  massimo. 

Ora  è evidente  che  questa  espressione  diventa  massima,  quando 
tale  è il  prodotto  x[a — x)  de’ due  fattori  variabili  x,  ed  a — x; 
ma  la  somma  di  questi  fattori  è costante,  perchè  è eguale  ad  a, 
dunque,  pel  teorema  1.,  il  prodotto  x(a — x)  diventa  massimo, 
quando  i due  fattori  sono  eguali.  Dunque  dovrà  essere  x=a — x,  e 

perciò  sarà  x = Messo  questo  valore  nell’espressione  y — ~ (a — x) 

si  ha  y=2  Dunque:  fra  tutti  i rettangoli  che  si  possono  iscrivere  in 

un  triangolo,  il  massimo  è quello  che  ha  le  sue  dimensioni  metà 
di  quelle  del  triangolo. 

Essendo  -x(a — x)  l'aia  del  rettangolo  , messo  5 in  luogo  di  x, 

Q 2t 

si  ha  |)=^-|-|=X  = 5(«a6);  ma  |aòè  l'aia  del  trian- 


C)  Questo  teorema,  al  pari  del  precedente,  regge  anche  pel  caso  degli  espo- 
nenti frazionari,  e si  dimostra  similmente. 
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golo  ABC , 
triangolo  è 


dunque 

quanto 


l'aia  del  massimo  rettangolo  iscritto  in  un 
la  metà  di  quella  del  triangolo. 

Problema  li.  Per  un  punto  li  dato 
tra  i lati  dell'angolo  LON  condurre  tma 
retta  che  vi  produca  il  minimo  triangolo. 

Sia  VBU  la  retta  cercata , che  tronchi 
il  triangolo  VOU  della  minima  superficie. 
N Si  tiri  pel  punto  B la  retta  BA  paral- 
lela al  lato  LO,  e si  abbassi  la  perpendicolare  BC  su  l’altro  lato  ON. 

Mettiamo  OA  = a,BC=6,  ed  AU=x:  sarà  OU=a-t-ar,  e 
sarà  ±bx  l’aia  del  triangolo  ABU. 

Ciò  posto  : i due  triangoli  VOU , BAU  essendo  simili,  staranno 
come  i quadrati  de’Iati  omologhi  OU.AU,  c si  avrà 


VOU  : BAU  ::  OU*:  AU* 
ossia  VOU  : ibx  ::  (a-f-a)*  : x *, 

dalla  quale  si  ricava 


vou_*òa;(a+g)* _,{,(<»+*)•  .6/8*-t-2aa:+J") 

x1  1 x • \ x 1 ’ 

ovvero 

(1)  \0\]=lb^+.x  + 2a). 

Or  questa  espressione  diventa  minima  , quando  tale  diventa  la 

quantità  — -+-a-f-2a,  ossia  quando  minima  diventa  la  somma  va- 

oc 

riabile  — ha;  ma  questa  si  compone  di  due  termini  — ed  x,  il 
oc  cc 

cui  prodotto  a*  è costante,  dunque  pel  teorema  II.,  la  somma  di  que- 
sti due  termini  sarà  minima  quando  essi  sono  eguali.  Dunque  per 

avere  il  minimo  cercato  dovrà  essere  a=  — , e quindi  a*=aa, 

• OC 

laonde  sarà  x—a.  Dunque  si  ottiene  il  triangolo  richiesto,  cioè  il 
triangolo  della  minima  superficie,  con  tagliare  AU=AO,  e tirare 
la  retta  UBV  : il  triangolo  UOV  che  risulta  è il  triangolo  cercato. 

Nell’espressione  (1)  dell’aia  del  triangolo  VOU  mettendo  a in 
luogo  di  x,  si  ottiene  VOU  = 2ab;  ma  si  ha  ab  = ABDO,  dun- 
que VOU  = 2ABDO,  e perciò  l’aia  del  minimo  triangolo  VOU  è 
doppia  di  quella  del  parallelogrammo  ABDO. 

Problema  111.  Condurre  fra  » lati  del- 
1 angolo  LON  la  minima  delle  rette  che 
produca  un  triangolo  di  una  data  su- 
perficie. 

Sia  VOU  il  triangolo  cercalo  : si  pren- 

da  sul  lato  OL  un  punto  ad  arbitrio  A , 

u B c u e su  di  ON  si  abbassino  le  perpendicolari 
AB  , VC , e sia  tn*  la  data  aia  del  triangolo  VOU. 
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Si  faccia  OA=a,  AB— 6 , OB=c,  Oli  =x  , ed  0\  — y. 
L’aia  del  triangolo  OYU  sarà  espressa  da  £OUxVC,  ossia  da 
~xx\C;  ma  quest’aia  dev’essere  m* , dunque  dovrà  essere 

f xxVC=m*,  e perciò  sarà  YC  = — • 

I due  triangoli  simili  OAB  , OYC  ci  danno 
OA  : AB  ::  OV  : VC , 


ossia 


OA  : OB 
a : b 


OV  :OC, 
2m* 

y-— ■ 


e ::  y : OC , 


dalle  quali  si  ricava 
xy: 


2nma 


ed 


OC=^- 

a 


Ora  il  triangolo  VOU  ci  dà 

VU=j/' 
YU 


OU  + OV  — 20Ux0C, 


ossia 


e messo  in  luogo  di  xy  il  suo  valore 


20™“ 


si  ha 


VU=  y/  x%- 


4 em“ 


Onde  il  minimo  valore  di  VU  corrisponderà  al  minimo  valore 
di  x’-hy*.  Ma  il  prodotto  xy  è costante  perchè  è quanto  , 
dunque  pel  teorema  VI.  la  somma  x*+y*  sarà  minima,  quando 
si  ha  x=y,  ed  in  tal  caso  l'equaiione  xy  — diventa  x*=  -p- 

che  ci  dà  x = ™[/-2ab~y.  Dunque  il  triangolo  cercato  YOU  de- 
v'essere isoscele,  ogni  lato  dev’essere  yl/2a6,  ed  il  valore  della 




minima  retta  UV  sarà  — l /b’a  — c). 

.li 


Problema  IV.  Nell’  angolo  LON  dolo  il 
punto  B che  sia  ad  egual  distanza  da'  lati 
LO  , ON,  tirare  per  questo  punto  una  retta 
tale,  che  la  parte  YU  compresa  nell'angolo 
sia  la  minima. 

__N  Si  tiri  pel  punto  B la  retta  AB  parallela 

O A J)  E li  ad  LO,  e la  retta  BC  parallela  ad  ON,  e 

da’ punti  V e B si  abbassino  su  di  ON  le  perpendicolari  VD,BE. 
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Essendo  il  punto  6 ad  eguale  distanza  da' lati  dell’angolo,  sarà 
AB=BC.  Ciò  posto  si  faccia  OA=AB  = BC  = CO  =a , AE  = ò, 
AU=x,  e CV=y:  sarà  OU=x-+-a,  ed  OV=y-t-a.  I due  trian- 
goli simili  ABU  , CVB  danno  AU:AB::CB:CV,  cioè  x:a::a:y, 
c perciò  sarà  xy=a"  (1). 

Gli  altri  due  triangoli  simili  ABE.OVD  danno  AB:  AE::OV:  OD, 
ossia  a : 6 ::  y + a : OD=j(y-l-a). 

Di  più  il  triangolo  YOU  ri  dà  W=ÓU  VÒV  — 20U0D  . 
e sostituendo  in  luogo  di  OU  , OV  , ed  OD  i loro  valori , sarà 

VU  = (x  4-  a)*+  (y  + a)* — 2(x-t-a).^(y-*-a) , e sviluppando  sarà 

s 

VU  = x*-t-  2ax  ■+■  a* -4-  y*-t-  2ay  -t-  a*  — — xy — 2bx—2by  — 2ab  , 

cioè  a dire  VU  =x*-)-y,-|-2a*-t-2(a — 6) (x-t-y)  — — xy  — 2 ab, 

e messo  in  luogo  di  2a*  il  suo  valore  (1)  2xy,  ed  in  luogo  di  xy 
il  suo  valore  a*,  verrà 


VU  =x*-i-y*-!-2xy4-2(a — 6)(x4-y) — bob  , 
ovvero  VU*=(x  -+-  »)'-+-  2(a  — b)(x  + y)  — bab, 

ed  accrescendo  il  secondo  membro  di  questa  eguaglianza  di 
(a  — 6)* — (a  — 6)*,  si  ha 

VU  ={x-hy  + a—b)'—(a+bj‘, 
dalla  quale  si  ricava 

VU = V{x-\-y-\-  a — 6)*—  (a  -+-  6)\ 


Ora  chiaramente  si  vede  che  il  minimo  valore  di  VU  corrisponde 
al  minimo  di  x-t-y-t-a — b,  ovvero  al  minimo  valore  della  som- 
ma variabile  x-t-y.  Ma  per  l’equazione  (1)  il  prodotto  di  x per  y 
è costante,  per  essere  quanto  a*,  dunque  pel  teorema  li.  la  somma 
x-t-y  de’  due  fattori  sarà  minima,  quando  si  ha  x=y.  Onde  sarà 
anche  x-t-a  = y-t-a,  cioè  a dire  OU=OV,  ed  il  triangolo  OVU 
sarà  isoscele.  Di  più  dall’ essere  x—y,  l'equazione  (1)  si  converte 
in  x*=a* , che  dà  x=a,  ossia  AU  = AO.  In  One  col  valore 
di  x=y—a,  l’espressione  di  VU  diventa  VU=2b/2 a{a — 6) , 
e questa  sarà  il  valore  della  minima  retta  VU  che  può  condursi 
dal  punto  B fra  i lati  dell’angolo  LON. 

f Problema  V.  Fra  tutti  i vasi  cilindrici  di 
una  data  capacità,  trovar  quello  della  minima 
superficie  interna. 

Dinotiamo  con  V1  la  data  capacità  del  cilindro, 
a'—  " * e con  x ed  y il  raggio  AB  dello  base,  e la  sua  al- 

tezza BC;  sarà  wx'y  l’espressione  della  capacità,  e perciò  dovrà  essere 

(1)  *x*y  = V\ 
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Elevando  ambe  le  parti  a quadralo,  c moltiplicandole  per  * si  In 

(2)  ,rVy • = *>”. 

Inoltre  essendo  *x*  1'  aia  della  base,  e 2~x  la  sua  circonferenza , 
sarà  *x*-t-2irxy  la  superficie  interna  del  vaso  cilindrico:  si  tratla 
dunque  di  determinare  i valori  che  debbono  avere  x ed  y,  affinchè 
questa  superficie  diventi  minima. 

A tale  oggetto , osservando  che  l’ espressione  jtx*4-  2~ry  può 
mettersi  sotto  la  forma  nx'-\-Kxy  +-vxy , sarà  facile  vedere  che 
il  prodotto  rrVy*  di  questi  tre  termini  è costante,  perchè  a causa 
dell'equazione  (2)  è quanto  wV‘:  dunque  pel  teorema  II.  la  somma 
di  questi  tre  termini  sarà  minima  quando  essi  sono  eguali , cioè 
quando  si  ha  ?rx*=*xt/,  ossia  quando  si  ha  x=y.  Dunque  affinchè 
la  superficie  del  vaso  cilindrico  sia  minima,  è necessario  che  l'al- 
tezza BC  sia  quanto  il  raggio  AB  della  base. 

NelF  equazione  (1)  mettendo  x in  luogo  dì  y , si  ha  *x'—  V’ , 
dalla  quale  si  ottiene 

x— ~^=— 0,68278  V , e perciò  sarà  y — ^==0, 68278  V. 
Messi  questi  valori  nell’espressione  rrx*-+- 2*xy  della  superficie,  si  ha 


3V’|J/«  = 4,3937756  V’ , 
per  la  minima  superficie  (*). 

Problema  VI.  Data  la  base  minore  AB 
del  trapezio  ABCD,  e data  la  lunghezza 
de' lati  non  paralleli  BC.AD,  supposti 
eguali;  determinare  la  lunghezza  che  dere 
avere  la  base  maggiore  CD,  affinchè  l'aia 
del  trapezio  risulti  massima. 

Si  faccia  BC=-  AD  = n , AB  = 26  , e CD  = 2x.  Dal  punto  B 
si  abbassi  BF  perpendicolare  a DC , si  congiunga  DB.  e si  divi- 
dano AB  , DC  per  metà  in  H ed  in  G.  Sarà  HB  = GF=6  , GC=x. 

ed  FC  = x — b ; il  triangolo  rettangolo  BFC  darà  BF  =\/B C* — Ft* 

DC-hAB 


—\/ a' — (x — è)*.  In  oltre  l’aia  del  trapezio  è espressa  da 
2x-f-2 b 


XBF  , ossia 


2 


-XBF,  cioè  da  (x-i-ò)xBF,  e mettendo  in 


luogo  di  BF  il  suo  valore  trovato,  sarà  la  medesima  aia  espressa  da 
(x  4-6)  1^  a* — (x — 6)*. 

E poiché  lo  quantità  a* — (x — 6)*  sottoposta  al  radicale  è la  differenza 


(*)  I vasi  cilindrici  destinati  per  la  vendita  de’  liquidi  costosi,  che  si  attaccano 
alle  pareti,  dovrebbero  avere  l’allena  quanto  il  raffio0  della  base,  pere!»'  allora  la 
superficie  interna  essendo  la  minima,  si  produrrebbe  a- compratori  il  minimo  danno 
per  la  perdila  del  liquido  che  rimane  aderente  alle  pareti. 

E ne’ cannoni  la  così  detta  camera  cilindrica,  eh’ è il  Inogo  ove  si  mette  la 
polvere  , si  fa  precisamente  di  questa  forma  , ad  oggetto  di  avere,  io  pari  cir- 
costanze , il  massimo  effetto  utile. 

Ixz.  di  Alg. 
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di  due  quadrati,  essa  si  decompone  nel  prodotto  (a4-x — 6) (a — x+b) 
della  somma  delle  due  radici  moltiplicata  per  la  loro  differenza  , 
e perciò  l’aia  del  trapezio  sarà  rappresentata  da 

(x+b)\/(a+x — bj(a — x+b)  = l/(x+b)(x+b)[a+x— 6)(a — x-f-6). 

Si  tratta  dunque  di  determinare  il  valore  che  deve  avere  x,  affinchè 
sia  massimo  il  prodotto 

(1)  (x-f-6)(x-i-6)(a-i-x — 6)  (a — x-f-6). 

A tale  oggetto  sieno  A , B , C tre  quantità  indeterminate,  e met- 
tiamo questo  prodotto  sotto  la  forma 

A*BC(x  4-  6)  (x  + b)  {a  4-  x — 6)  (a  — x 4-  b)  x 


Ora  essendo  il  numero  A’BC  costante  , è chiaro  che  il  massimo 
del  prodotto  (1)  corrisponderà  al  massimo  di  quest'altro  . 

AaBC(x4-ò)(aJ4-6)(a-f-x — b)(a — x+b), 
che  può  mettersi  sotto  quest’ altra  forma 

(2)  ( Ax  4-  Aò)  (Ax  4-  Aft)  (B a + Bx — B6)  (Ca — Cx  4-  Cb) . 

E siccome  le  quantità  A , B , C sono  indeterminate,  le  possiamo  deter- 
minare in  modo  da  rendere  la  somma  de' quattro  fattori  di  questo  pro- 
dotto costante,  ossia  indipendente  da  x,  e ciò  avrà  luogo  quando  in 
questa  somma  il  coefficiente  della  variabile  x è zero,  cioè  quando  si  ha 

(3)  2A4-B— C=0. 

In  tal  caso  la  somma  de’ medesimi  quattro  fattori  essendo  costante, 
il  loro  prodotto  (2)  sarà  massimo,  quando  questi  fattori  sono  eguali 
(teor.  1.*) , ossia  quando  si  ha 

Ba  4-Bx — B6=Ax4-A6,  e Ca — Cx4-C6=Ax-f-A6 , 
dalle  quali  si  ricava 

_ Ax  + Ab  _ Ax-f-Aò 

" * 7 . ti  0 (j  — . • 

a x o a — cc-f-o 

Sostituendo  questi  valori  nell'equazione  (3),  si  ha 

_ Ax  + Ab  Ax+Ab 

“A  I ■ . i , . ' U y 

a + x — 0 a — x4-6 

che  divisa  per  A,  e liberata  da' divisori,  diventa 
2(a4-x — b ) (a — x4-ò)4-(x4-ò)(a — x+b) — (x4-ò)  (a4-x — 6)=0, 
e questa  sviluppata  , ed  ordinata  ci  dà 


(*) 


dalla  quale  si  ricava  x= 


x* — bx — ia*=0  . 
i4-l/6*4-2a* 


2 


Onde  sarà  2x  = CD  — b+l/bt+2a*  la  cercata  base  maggiore  del 
trapezio  , affinchè  la  sua  aia  sia  massima. 
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L’equazione  (4)  cioè 

x * — bx={à‘ , ci  dà  2x(x — 6)=a’; 
ma  è 2x  = CD,x — Ò = CF,  ed  a — BC , dunque  sarà 

CDxCF  = BC,  e perciò  starà  DC  : BC  ::  BC  : CF  , 
onde  il  triangolo  CBD  avrà  l’angolo  CBD  retto,  e quindi  sarà  CD 
il  diametro  del  cerchio  circoscritto  al  trapezio  ABCD  (*). 


condo  le  linee  PQ , QR , RS , ed  SP.  Si  cerca  determinare  a che 
distanza  da'  quattro  lati  del  foglio  di  cartone  si  debbano  tirare  le 
parallele,  affinchè  la  scatola  che  risulta  abbia  il  massimo  volume. 

Dinotiamo  con  a e b i due  lati  AB  , BC  del  foglio  di  cartoue, 
e con  x la  distanza  AO  alla  quale  si  dovranno  tirare  le  parallele 
a’  quattro  lati  del  medesimo  foglio , perchè  la  scatola  venisse  del 
massimo  volume.  £ chiaro  che  la  scatola  che  in  tal  modo  verrà 
a costruirsi  avrà  per  base  il  rettangolo  l’QRS , che  ha  per  lati 
PQ=a  — 2x  , e QR  = Ò — 2x , e l'altezza  della  scatola  sarà  x. 
Onde  sarà  (a  — 2x)(6 — 2x)  l’aia  della  base,  e 

(1)  x(a — 2x)(ò — 2x) 

il  volume  della  scatola.  SI  tratta  dunque  di  determinare  il  valore 
che  deve  avere  x , affinchè  questo  prodotto  sia  massimo. 

Se  rappresentiamo  con  A , B , C tre  numeri  indeterminati , il 
prodotto  (1)  potrà  mettersi  sotto  la  forma 

A BCx(a — 2x)  (b  — 2x)  X • 

Ora  è chiaro  che  il  numero  ABC  essendo  costante  , il  massimo 
del  prodotto  (1)  corrisponde  al  massimo  di  quest’ altro 
ABCx'a  — 2x)  (6 — 2x) , 
che  può  essere  scritto  in  questo  modo 

Ax(Ba  — 2Bx)  (Cò  — 2Cx). 

E poiché  le  quantità  A , B , C sono  indeterminate , possiamo  determi- 
narle in  modo  che  la  somma  de' tre  fattori  di  questo  prodotto  sia  co- 
stante, cioè  indipendente  da  x,  e ciò  avrà  luogo  quando  in  questa 
somma  il  coefficiente  della  variabile  x è zero , vale  a dire  quando  si  ha 

(2)  A — 2B  — 2C=  0. 

In  tal  caso,  essendo  la  somma  de’ tre  fattori  Ax  , Bn  — 2Bx, 


(■)  tjueslo  metodo  elementare  per  risolvere  alcune  questioni  relative  al  massimo 
rd  al  minimo  di  una  fuoiione  ad  una  sola  Tariabile,  è stato  indicato  da  M.  Grillet 
professore  al  liceo  di  Brest  {PfonvelUi  Annoiti  de  math(matiquu  t.  IX,  poj.  70'. 
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c Cb — 2Cx  costante,  il  loro  prodotto  diventa  massimo , quando 
essi  sono  eguali  (teor.  l.°).  Dunque  per  avere  il  massimo  volume 
richiesto  , dovrà  essere 


Va  — 2Bx=Ax,  e Cb  — 2Cx  = Ax, 
dalle  quali  si  ottiene 

r>  Ax  _ n Ax 

U — • • C u “ | * 

a — 2x  b — 2x 

Sostituendo  questi  valori  nell’  equazione  (2),  e sopprimendo  il  fat- 
tore A comune  a tutti  i termini,  verrà 

1 ?£ ^-  = 0 

c— 2x  b — 2x 

ossia  (a  — 2x)(6 — 2x) — 2 x(b — 2x)  — 2 x(a — 2x)=0, 

che  sviluppata  ed  ordinata,  diventa 

, a •+-  b ab 


x 


e questa  risoluta  ci  dà 


3 x+12'~0. 


(3) 


x- 


a -\-  b ± l/a*-|-  6*—  ab 
6 


Or  per  conoscere  con  quale  de’due  segni  si  debba  prendere  il  ra- 
dicale di  questa  espressione,  giova  osservare  che  l’equazione  (2) 
mostra  che  dev’essere 


2B<A , e 2C<  A. 

Sostituendo  in  luogo  di  B c di  C i loro  valori 
trovali  qui  avanti,  si  ha 


Ax 

a— 2x  ’ 


2Ax 
a — 2x 


<A, 


e 


2Ax 
b — 2x 


< A , 


ed 


Ax 

b — 2.c 


dalle  quali  ineguaglianze,  sopprimendo  il  fattore  comune  A,  e fa- 
cendo sparire  i divisori,  si  ottiene 

2 x<^a — 2x , e 2x<6 — 2x , 
ossia  4x<<a  e 4x<^6,  che  addizionate  danno  8x<[a-t-6; 
onde  con  più  ragione  dovrà  essere 

6x<a-t-6,  e per  conseguenza  sora  x<  — g—  • 


Questa  ineguaglianza  ci  fa  conoscere  che  nell’equazione  (3)  bisogna 
prendere  il  radicale  col  segno  meno,  c perciò  il  valore  d’x  sarà 

a-t-ft — — ab 


Esempio.  Sia  il  lato  AB  del  foglio  di  cartone  di  metri  0,80 , 
ed  il  lato  BG  di  0,60;  sarà  « = 0,80  e 6=0,60,  e messi  questi 
numeri  nell’espressione  del  valore  di  x,  si  ottiene  x=0,04.  In  fine 
con  questo  valore  di  x,  c con  quelli  di  « c di  6,  l’espressione  (1) 
del  volume  ci  dà  volume  massimo  =0,015. 
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S <i  b = a,  cioè  se  il  foglio  di  cartone  è un  quadrato,  il  valore 


di  x diventa  x=j;a,  e l'espressione  del  volume  massimo  sarà 


Problema  Vili.  Fra  tutti  i coni  che  si  possono 
iscrivere  in  una  sfera,  determinare  quello  della 
massima  superficie. 

Sia  BCE  il  semicerchio  dalla  cui  rotazione  na- 
sce la  sfera  data,  e sia  BDC  il  triangolo  rettan- 
golo che  in  questa  rotazione  genera  il  cono  della 
massima  superfìcie.  Si  metta  OE  = OB=r,  ed 


, „ EC  x* 

EC=x  ; sarà  E o ■ — ijj?  2r  * 


e perciò  BD=BE  — ED=2r- 


ar 

'Tr 


4r*~x*  • Ma  è CD=BDxDE,  dunque  sarà  CD=4r*  X%x~ 

2 r *r 

— x \ e perciò  sarà  CD=|^l/4r* — x“  : ed  osservando 

inoltre  che  BC  = BÉ — EC  , sarà  BC  = 1/ 4r* — x*. 

Ciò  posto , la  circonferenza  della  base  di  questo  cono  sarà  2*CD, 

ossia  2«x^l /4r* — x*  = ^l/4 r*  — x* , e perciò  la  superficie 


convessa  dello  stesso  cono  sarà  ^|/4r* — xmxìBC=^l/4 /* — x“ 
X ;l/4ra — x* E poiché  l’aia  della  base  è «CD 

= — 1 , perciò  tutta  la  superficie  del  cono  sarà 

*x(lr’— X*)  , «x’(4r* — x*) *(2rx  -f-  x*)(4r* — x*j 

2r  + 4r*  — 4 r* 

. . «-x(2r-f-x)  (4r* — x*) 

che  si  riduce  a — 1 ^ 1 • 


Ed  osservando  che  4r’ — x*=(2r+x)(2r  — x),  sostituendo,  si  ha 
per  la  totale  superficie  del  cono 

j^ix{2r  -+-  x)(2r  -+-  x)(2r  — x)  : 

si  tratta  dunque  di  rendere  massimo  il  prodotto 
(1)  x(2r  -+-  x)(2r  + x)(2r  •+■  x). 

Per  ciò  fare , sieno  A , B , C tre  quantità  indeterminate  , e met- 
tiamo questo  prodotto  sotto  la  forma 

A B*C . x(2r  + x)(2r  + x}(2 r — x)  X • 

Ora  è evidente  che  essendo  il  numero  AB*C  costante,  il  massimo 
del  prodotto  (1)  corrisponde  al  massimo  di  quest' altro 

AB’C.x(2r-f-x)(2r-t-  xX2r — x) , 
ossia  Ax(2Br  -+-  Bx)(2Br-f-  Bx)(2Cr — Cx). 
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E poiché  i numeri  A , B , C sono  indeterminati , possiamo  deter- 
minarli in  modo  che  la  somma  de'  quattro  fattori  di  questo  pro- 
dotto sia  costante , cioè  indipendente  da  x,  il  che  avrà  luogo 
quando  in  questa  somma  il  coefficiente  della  variabile  x è zero  , 
cioè  quando  si  ha 

(2)  A4-2B— C = 0. 

Ed  in  questo  caso,  essendo  costante  la  somma  de'  medesimi  quattro 
fattori,  il  loro  prodotto  sarà  massimo,  quando  questi  fattori  sono 
eguali  (teorema  I.),  cioè  quando  si  ha 

2Br-4-Bx  = Ax  , e 20  — Cx  = Ax  , 


dalle  quali  si  ricava 

B — Ax  e f — Ax  , 
2r+*  ’ 6 ^ 2i — x 

Messi  questi  valori  nell’  equazione  (2) , si  ha 


2Ar  kx 
A 2r  -J-  a:  2r  — x 

che  divisa  per  A , liberata  da’  divisori , 


= 0, 

ed  ordinata  diventa 


x' — \rx — r'—  0 , • 

e questa  risoluta  ci  dà 


X—\±^SL . r = l,2807764r  = EC. 

Onde  sarà  ED  = 0,8201941r;  BD  = l,1798059r , e la  superficie 
massima  del  cono  sarà  2,4787374x»rr,:=0,61968435x  W*  ; 
ma  «r*  è l’aia  del  cerchio  massimo,  e 4irr*  è la  superficie  della 
data  sfera , dunque  la  superficie  massima  del  cono  iscritto  è 
2,4787374  dell'aia  di  un  cerchio  massimo,  o pure  è 0,61968433 
di  quella  della  sfera. 


Digìtized  by  Google 


SECONDA  PARTE 


LEZIONE  I. 

Forinole  generali  che  danno  il  numero  delle  disposizioni,  delle 
permutazioni,  e delle  combinazioni. — Il  numero  delle  com- 
binazioni di  m lettere,  prese  ad  n ad  »,  è quanto  quello  delle 
combinazioni  ad  m — » ad  m — n.  Formazione  delle  disposizioni, 
delle  permutazioni  e delle  combinazioni. 

299.  Si  chiamano  disposizioni  di  m lettere  a 2 a 2,  a 3 a 3, 
ed  in  generale  ad  n ad  n,  i gruppi  che  si  possono  formare  riu- 
nendo queste  lettere  a 2 a 2,  a 3 a 3,  ed  in  generale  ad  n ad  n, 
con  la  condizione  però  di  considerare  come  diversi  anche  i gruppi 
formati  dalle  stesse  lettere  ma  diversamente  disposte. 

Cosi  quattro  lettere  a ,b , c , d,  riunite  a 2 a 2 nel  modo  in- 
dicato , danno  i seguenti  dodici  gruppi  ab  , ac , ad  , bc  , bd , cd  , 
ba  , ca  , da  , cb  , db  , de  , che  sono  le  disposizioni  di  quattro  lettere 
prese  a 2 a 2. 

Si  chiamano  permuiazioni  di  n lettere  i gruppi  che  si  otten- 
gono disponendo  queste  lettere  in  tutti  i modi  possibili. 

Cosi  le  tre  lettere  a ,b  , c danno  le  sei  permutazioni  abe , acb, 
cab  , bac  bea  , cba. 

Risulta  da  questa  definizione  che  le  permutazioni  sono  le  di- 
sposizioni in  ciascuna  delle  quali  entrano  sempre  tutte  le  lettere; 
cioè  a dire  che  le  permutazioni  di  n lettere  sono  le  disposizioni 
di  n lettere  prese  ad  n ad  n. 

Si  chiamano  combinazioni  di  m lettere  a 2 a 2 , a 3 a 3 , ed 
in  generale  ad  n ad  n,  i gruppi  che  si  possono  formare  riunendo 
queste  lettere  a 2 a 2,  a 3 a 3 , ed  in  generale  ad  n ad  n,  in  modo 
però  che  in  ciascun  gruppo  si  contenga  almeno  una  lettera  diversa. 

Cosi  le  quattro  lettere  a,b,c,d  riunite  a 3,  a 3,  nel  modo 
indicato  , danno  le  quattro  combinazioni  abe  , abd  , aed , bcd. 

300.  Ciò  posto  sieno  le  m lettere  v 

a , b , c , d , e , f. . . . . . .1-, 

e proponiamoci  di  trovare  il  numero  delle  loro  disposizioni  a 2 
a 2 , a 3 a 3 , ed  in  generale  ad  n ad  n. 

Se  si  sceglie  una  lettera  qualunque  , a , per  esempio , e si  fa 
seguire  successivamente  da  ciascuna  delle  m — 1 lettere  restanti, 
si  avranno  gli  m — 1 gruppi  ab,  ac,  ad al,  cioè  le  dispo- 

sizioni a 2 a 2 che  cominciano  con  a.  Similmente  se  si  sceglie 
la  lettera  6 e si  fa  seguire  successivamente  da  ciascuna  delle  m — I 
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lettere  rimanenti,  si  avranno  gli  m — t gruppi  ba,bc,bd 

cioè  le  disposizioni  a 2 a 2 che  cominciano  con  b.  Scegliendo 
la  lettera  c,  e facendola  seguire  da  ciascuna  delle  m — 1 lettere 
rimanenti,  si  avranno  i gruppi  ca,cb,cd...  cioè  le  ni  — 1 di- 
sposizioni a due  a due  che  cominciano  con  c.  E siccome  quello 
che  si  è fatto  con  lettere  a , b , c , può  farsi  successivamente 
con  ciascun' altra  lettera,  perciò  ogni  lettera  darà  m — 1 disposi- 
zioni a 2 a 2 che  cominciano  con  la  stessa  lettera.  Dunque  per 
avere  il  numero  totale  delle  disposizioni  a 2 a 2,  bisogna  ripetere 
il  numero  m — 1 tante  volle,  quante  sono  le  lettere,  cioè  »n  volte. 
Onde  chiamando  D, , D, , D4. . . .D„  il  numero  delle  disposizioni 
a 2 a 2 , a 3 a 3,  a 4 a 4 , adnad  n,  dovrà  essere 

D,=  m(m — 1). 

Del  pari  se  vogliamo  il  numero  delle  disposizioni  di  m lettere 
prese  a 3 a 3 , prenderemo  ad  arbitrio  una  disposizione  di  due 
lettere,  per  esempio  ab,  e la  faremo  seguire  successivamente  da 
ciascuna  delle  m — 2 lettere  rimanenti;  avremo  m — 2 disposi- 
zioni a 3 a 3 che  cominciano  con  ab.  Or  quello  che  si  è fatto 
con  la  disposizione  ab  può  farsi  con  ciascuna  di  tutte  le  altre  di- 
sposizioni a 2 a 2,  e perciò  ciascuna  disposizione  a 2 a 2 ne  darà 
m — 2 a 3 a 3,  onde  il  numero  di  tutte  le  disposizioni  a 3 a 3 
sarà  quanto  quello  delle  disposizioni  a 2 a 2 moltiplicato  per  m — 2, 
talmentechè  si  avrà 

D,=D,(nt — 2). 

In  generale  se  vogliamo  disporre  le  vn  lettere  ad  n ad  n,  pren- 
deremo un  gruppo  di  n — i lettere,  e lo  faremo  seguire  successi- 
vamente da  ciascuna  delle  m — (n — 1)  lettere  rimanenti;  avremo 
m — (n — 1),  ossia  m — n+i  gruppi  ciascuno  di  n lettere,  che 
differiscono  solamente  nell'ultima  lettera.  Quindi  ogni  disposizione 
o gruppo  di  n — 1 lettere  ne  darà  m — n-+-l  di  n lettere,  e perciò 
tutti  i gruppi,  ossia  tutte  le  disposizioni  ad  n ad  n sono  quanto 
quelle  ad  n — 1 ad  n — 1 ripetute  m — n-t-1  volte,  e per  con- 
seguenza si  avrà 

(1)  D„=D„_i(m  — n-+-l), 

che  chiameremo  la  formola  implicita  delle  disposizioni. 

Essendo  Da=tn  (m — 1) , 

D,=  D>-2)  , 

D*=D,(m — 3) , 

DB=D*— i (m-»  + l), 

moltiplicando  in  corrispondenza,  e sopprimendo  i fattori  comuni 
D, , D, , Dt. . . D„_i , si  avrà 

(2)  D„=  m (m — l)(m  — 2)(m  — 3). . . .(m — n ■+■  1) , 

che  sarà  la  formola  esplicita  del  numero  delle  disposizioni^  di  m 
lettere  prese  ad  n ad  n. 
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301.  Per  avere  il  numero  delle  permutazioni  di  n lettere,  si 
farà  nella  formola  (2)  m = n,  perchè  allora  le  disposizioni  di  n 
lettere  prese  ad  n ad  n sono  appunto  le  diverse  permutazioni  di 
cui  n lettere  sono  suscettibili,  e cambiando  Dn  in  P„,  si  avrà 

— l)(n  — 2)(n  — 3).... 3.2-1; 
che  scritta  in  ordine  inverso  ci  dà 

(3)  P„=  1.2.3... .(» — l)n ; 

e questa  è la  formola  esplicita  delle  permutazioni. 

Con  questa  formola  si  ha  evidentemente,  pel  caso  di  n — 1 lettere 

P»-i  = 1.2.3. . . .(n — 1) , 
e moltiplicando  ambo  i membri  per  n,  si  ha 
P„_|.n=  1.2.3 (n — l)n  ; 

ma  il  secondo  membro  di  questa  eguaglianza  è lo  stesso  di  quello 
della  (3),  dunque  anche  i primi  membri  saranno  eguali,  e perciò 
sarà 

(4)  PB=P,_,.n; 

e questa  è la  formola  implicita  delle  permutazioni  di  n lettere. 

Esempio.  Si  domanda  il  numero  delle  disposizioni  di  10  lettere, 
prese  a 4 a 4.  Nella  formola  (2)  faremo  m=10,  ed  n=4 , ed 
avremo  DB=10.9.8.7  = 5040  ; dunque  10  lettere  disposte  a 4 
a 4 danno  5040  disposizioni. 

Si  domanda  il  numero  delle  permutazioni  di  8 lettere.  Facendo 
nella  formola  (3)  n = 8,  si  ha  P„=l. 2. 3. 4. 5. 6. 7. 8 =40320, 
e questo  sarà  il  numero  cercato  delle  permutazioni  di  8 lettere. 

302.  Per  avere  in  ultimo  il  numero  delle  combinazioni  di  m let- 
tere prese  ad  n ad  n,  indichiamo  con  C„  questo  numero,  e suppo- 
niamo già  fatte  le  combinazioni.  Prendiamo  tuia  di  queste  combi- 
nazioni, che  già  contiene  n lettere,  e permutiamole;  avremo  PB 
permutazioni.  Diremo  dunque:  se  una  combinazione  ci  dà  P„  per- 
mutazioni , due  combinazioni  ci  daranno  2P„  permutazioni , tre 
combinazioni  ci  daranno  3P„  permutazioni,  e tutte  le  C„  combi- 
nazioni ci  dararino  C„.Pn  permutazioni , ossia  gruppi  fatti  da  m 
lettere  prese  ad  n ad  n.  Ma  i gruppi  di  m lettere  prese  ad  n ad  n 
sono  appunto  le  disposizioni  da  noi  indicate  con  Dn,  dunque  avremo 

c.p»=db. 

dalla  quale  si  ricava  CB=^2.  Cioè  che  il  numero  delle  combina- 

*11 

zioni  è quanto  il  numero  delle  disposizioni  diviso  per  quello  delle 
permutazioni. 

In  questa  formola  <^,=  2"  mettendo  in  luogo  di  DB  il  suo  va- 

* g 

lore  Dn-i(m — n-t-1)  dato  dalla  formola  (1),  ed  in  luogo  di  Pn 
l.rz.  di  Ahj.  33 
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il  suo  valore  Pn-i-n  dato  dalla  formola  (4),  si  ottiene 
C*=]T“(m  — n-t- 1); 
ina  = C n i , dunque  sostituendo  verrà  : 

• ii—i 

(5)  C =c»—«  (»-»+!) 

che  sarà  la  formola  implicita  delle  combinazioni  di  m lettere  prese 
ad  n ad  n. 

Nella  medesima  espressione  C„=  2^  mettendo  in  luogo  di  D. 

* U 

e di  P,  i loro  valori  espliciti  dati  dalle  formole  (2)  e (3),  si  avrà 

r m(m  — 1) (m — 2)(rn — 3)-..-(m — n-+-l) 

1.2. 3. 4. ..  .n 

che  sarà  la  formola  esplicita  delle  combinazioni  di  tn  lettere  prese 
ad  n ad  n. 


303.  Facendo  in  questa  formola  successivamente  n=l , n=2, 
n=3,n=4,n  = 5,  si  ottiene 

r _m  r m(m  — 1)  „ m(m  — l)(m  — 2} 

*'■  1 ’ IT3  ’ — 1.2*3  ’ 

r m(m  — l)(m — 2)(ra  — 3)  „ m[m — l)(m — 2)  (m — 3)(m — 4) 

1-2-3-4  ’ ’ 1-2- 3-4  5 ’ 


che  saranno  i numeri  delle  combinazioni  di  m lettere  prese  ad  1 
ad  1,  a 2 a 2,  a 3 a 3,  a 4 a 4,  a 5 a S. 

Se  in  queste  formole  facciamo  m = 90,  si  ha 

C,=90 , C,=4005,  C,— 117480 , C,=2555190,  C,=43949268, 

che  sono  i numeri  degli  estratti,  degli  ambi,  de’ terni,  de’ qua- 
derni, e delle  quinteme  che  possono  formarsi  con  i 90  numeri 
del  lotto. 

Supponiamo  che  si  abbia  un  poligono  di  m lati,  e proponiamoci 
di  determinare  il  numero  x delle  sue  diagonali.  . 

Avendo  il  poligono  m lati , avrà  per  conseguenza  m angoli. 
Onde  congiungendo  i vertici  di  questi  angoli  a due  a due,  avre- 
mo tante  rette  quante  sono  le  combinazioni  a due  a due  di  m 

lettere  , cioè  avremo  — ^ linee  rette,  che  saranno  tutte  le  x 

diagonali  del  poligono,  e più  gli  m lati.  Dunque  togliendo  il  nu- 
mero m de’ lati,  il  resto  sarà  quello  delle  diagonali,  e perciò  sarà 


ossia 


- t»(m—  1)  ni* — m — 2m  m* — 3m 

x—  g 2 ~ 2 ' 

in  [m  — 3) 
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_ • . 7(7-3)  7X4  4I 

Cosi  se  m= 7,  sara  x=-i-2 — — g—  = 14, 

cioè  che  il  poligono  di  7 lati  ha  14  diagonali. 

Similmente  si  trova  che  il  decagono  ha  35  diagonali,  ed  il  do- 
decagono ne  ha  54. 


304.  Se  il  prodotto  di  tutte  le  m lettere  si  divide  successiva- 
mente per  ciascun  prodotto  o combinazione  ad  n ad  n,  ogni  quo- 
ziente sarà  di  m — n lettere,  e rappresenterà  una  delle  combina- 
zioni di  m lettere  prese  ad  m — n ad  m — n:  e siccome  ad  ogni 
divisore  o combinazione  ad  n ad  n , corrisponde  un  quoziente  o 
combinazione  ad  m — n ad  m — n;  perciò  il  numero  delle  combi- 
nazioni di  m lettere  ad  n ad  n , è quanto  quello  delle  combina- 
zioni ad  m — n ad  m — n. 

Del  resto  questa  proposizione  può  ancora  dimostrarsi  osservando 
che  il  numero  C„  delle  combinazioni  di  m lettere  ad  n ad  n è 
dato  dalla  formola 

„ m[m  — 1 )(m  — 2) (m — n-f-1) 

1.2. 3.... n 

nella  quale  moltiplicando  ambo  i termini  del  secondo  membro  per 

1.2.3...(m — n)  il  numeratore  diventa  il  prodotto  de' primi  m 
numeri  della  serie  naturale,  e si  avrà 


, 1.2. 3. 4. 5 m 

1.2.3. .  .nxl.2.3. . .(«— n)  ’ 


Or  questa  formola  non  variando  se  si  scrive  m — n in  luogo  di  n, 
fa  vedere  che  tanto  è il  numero  delle  combinazioni  ad  n ad  ri , 
quanto  quello  ad  m — n ad  m — n. 


305.  11  numero  delle  combinazioni  di  m lettere  prese  ad  n ad  n 
dovendo  essere  necessariamente  intero,  ne  viene  che  nella  formola 

m(m  — 1)  (m  — 2).'. . .(m—  n-f- 1) 

1.2.3. ..n 

il  numeratore  dovrà  essere  divisibile  pel  denominatore.  Ma  il  nu- 
meratore è il  prodotto  di  n numeri  interi  consecutivi , ed  il  de- 
nominatore è quello  de' primi  n numeri  della  serie  naturale,  dun- 
que si  potrà  stabilire  che  ti  prodollo  di  n numeri  consecutivi  è 
sempre  divisibile  pel  prodotto  de’primi  n numeri  della  serie  naturale. 


306.  Disposizioni.  Per  formare  tutte  le  disposizioni  di  5 lettere  : 
a,  b,  c,  d,  e per  esempio  a due  a due,  basta  scrivere  alla  destra 
di  ogni  lettera  ciascuna  delle  altre  : si  avrà  così 


a(b,  c,  d,  e) 
b(a,  c,  d,  e) 
c(a,  b,  d,  e) 
d(a,  b,  c,  e) 
e(a,  b,  c,  d) 


ossia  ab,  ae,  ad,  ac 

....  ba,  bc,  bd,  be 

....  ca,  cb,  cd,  cc 

. . . . da,  db,  de,  de 

....  ea,  e b,  cc,  ed. 
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Per  avere  le  disposizioni  delle  stesse  5 lettere-  a tre  a tre  , for- 
meremo prima  le  disposizioni  a due  a due,  c poi  a destra  di  cia- 
scuna di  queste  metteremo  successivamente  ognuna  delle  lettere 
rimanenti , si  ottiene 


ab[c,  d,  e) 

ossia 

abe,  abd,  abe 

ac{b,  d,  e) 

acb,  aed,  ace 

ad[b,  c,  e) 

adb,  adc,  ade 

ac[b,  c,  d) 

aeb , aec , aed 

ba{c,  d,  e) 

bac,  bad,  bac 

br.'a,  d,  e) 

• • • • 

bea , bed , bee 

bd(a,  c,  e) 

• • • • 

bda,  bdc,  bde 

be(a,  c,  d) 

• • • • 

bea,  bec  , bed 

ca{b,  d,  e) 

• • • • 

cab,  cad,  cae 

cb{a , d,  e) 

cba,  ebd,  che 

cd(a,  b,  e) 

eda , cdb , ede 

ce(a,  b,  d) 

• • • • 

rea , ceb  , ced 

da[b,  c,  e) 

• • • • 

dab,  dac,  dae 

db(a,  c,  e) 

• • • • 

dia  , dbc  , dbe 

dc(a,  b,  e) 

• • • • 

dea , deb , dee 

de(a,  b,  c) 

■ • • ■ 

dea,  deb,  dee 

ea(b,  c,  d) 

eab,  eac,  ead 

eb{a,  c,  d) 

eba,  ebe , ebd 

ec(a,  b,  d) 

eca , ecb , ecd 

ed(a,  b,  c) 

• • • • 

eda,  edb,  ede 

che  saranno  tutte  le  60  disposizioni  di  cui  le  date  B lettere  sono 
suscettibili  a tre  a tre. 

Del  pari  volendo  le  disposizioni  delle  medesime  5 lettere  a 4 
a 4,  si  formeranno  prima  le  disposizioni  a 3 a 3,  ed  ognuna  di 
queste  si  farà  seguire  da  ciascuna  delle  lettere  rimanenti:  si  avranno 
in  tal  modo  tutte  le  120  disposizioni  a 4 a 4 che  si  possono  for- 
mare con  le  date  cinque  lettere. 

Permutazioni.  Passiamo  ora  alla  formazione  delle  permutazioni, 
e supponiamo  in  prima  che  si  abbiano  da  permutare  tre  lettere  a,  b,  c. 

Prendendo  un  gruppo  di  due  di  queste  lettere,  per  esempio  ab, 
e permutandole  avremo  due  permutazioni  ab,  ba,  e messa  a destra 
di  ciascuna  di  esse  la  terza  lettera  c,  avremo  afte , bac.  Or  nel 
primo  di  questi  due  gruppi  facendo  passare  la  lettera  c successi- 
vamente verso  la  sinistra  , cioè  dall’  ultimo  posto  a destra  dove 
ora  si  trova,  passandola  di  un  posto  verso  sinistra,  ossia  in  mezzo, 
verrà  abe,  c poi  facendola  passare  avanti  ad  a,  cioè  al  primo  posto 
a sinistra,  si  ha  caà. 

Dunque  il  gruppo  ale  ci  dà  tre  disposizioni  abe,  acb,  cab.  Fa- 
cendo lo  stesso  nell'altro  gruppo  bar,  si  avranno  tre  altre  disposi- 
zioni bac,  bea,  cba. 

Onde  le  tre  lettere  a,  b,  c,  somministrano  le  sei  permutazioni 
abe,  acb,  cab,  bac,  bea,  cba. 
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Sicno  ora  le  quattro  lettere  a,  b,  c,  d , di  cui  si  vogliano  fare 
tutte  le  permutazioni. 

Con  le  tre  prime  lettere  a,  b,  c formeremo  nel  modo  esposto 
le  sci  permutazioni  abc,  acb,  cab,  bac,  bea,  eba  indi  n destra  di 
ciascuna  di  queste  metteremo  la  lettera  rimanente  d , ed  avremo 

abed , acbd  , cabd  , bacd  , bcad  , ebad. 

Filialmente  in  ciascuno  di  questi  gruppi  facendo  passare  la  lettera 
d successivamente  per  tutti  i posti  verso  sinistra,  si  ottengono 

abed  , abdc  , adbc  , dabe , 
acbd  , aedb  , adeb  , dacb , 
cabd  , cadb  , edab  , dcab  , 
bacd  , bade  , bdac  , dbac , 
bcad , beda  , bdea  , dbea , 
ebad  , ebda  , cdba  , deba  ; 

« 

che  saranno  tutte  le  24  permutazioni  di  cui  sono  capaci  le  quattro 
date  lettere. 

Per  ultimo  esempio  cerchiamo  di  comporre  le  permutazioni  delle 
cinque  lettere  a , b , c , d , e. 

Si  formeranno  nel  modo  esposto  le  24  disposizioni  delle  prime 
quattro  lettere  a , b , c , d , e ciascuna  di  queste  si  farà  seguire 
dalla  quinta  lettera  e;  si  avranno  cosi  i gruppi: 

abede  , abdee  , adbcc  , dabee , 
acbde  , aedbe  , adebe  , dacbe  , 
cabde  , cadbe  , edabe  , deabe  , 
baede  , badee  , bdace  , dbace  , 
brade  , bedae  , bdcae  , dbcae  , 
ebade  , ebdae  , cdbae  , debae. 

In  ciascuno  di  questi  gruppi  facendo  passare  l’ ultima  lettera  e 
successivamente  per  tutti  i posti  verso  sinistra,  si  otterranno  tutte 
le  120  permutazioni  di  cui  sono  capaci  le  cinque  lettere  a,  b,  c,  d,  e. 
abede  , abeed , abecd  , aebcd  , eabcd 
abdee  , abdee  , abede  , aebdc  , eabdc 
adbee  , adbec  , adebe , aedbe  , eadbc 
dabee  , dabee  , daebc  , deabe  , edabe 

acbde  , acbed , acebd  , aecbd  , eacbd 

aedbe  , aedeb  , acedb  , aecdb  , eacdb 

adebe  , adceb , adecb  , aedeb  , eadeb 

dacbe  , daceb  , daecb  , deacb  , edacb 

cabde  , cabed  , caebd  , ceabd , ecabd 

calibe  , cadeb , caedb  , ceadb  , ecadb 

edabe  , edaeb  , edeab  , cedab  , ccdab 

deabe  , dcaeb  , dceab  , decab  , edeab 

oc.  , ec.  , ec.  , cc.  , cc. 

Combinazioni.  Proponiamoci  in  fine  di  formare  le  combinazioni, 
per  esempio,  delle  sette  lettere  a,  b,  c,  d,  e,  f,  g prese  a due  a due. 
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Alla  destra  della  prima  lettera  a metteremo  ciascuna  delle  sei 
lettere  seguenti,  indi  alla  destra  di  6 metteremo  ciascuna  delle 
cinque  lettere  seguenti  c,  d,  e,  f,  g;  poi  alla  destra  della  terza 
lettera  c metteremo  ciascuna  delle  quattro  lettere  seguenti  d,  e,  f,  g; 
e cosi  di  seguito  per  ciascuna  delle  altre  lettere , avremo  le  se- 
guenti sei  colonne  che  conterranno  tutte  le  21  combinazioni  a due 
a due  cbe  possono  aversi  con  le  sette  lettere  date 


1 

2 

3 

4 

5 

6 

ab 

bc 

cd 

de 

tf 

fg 

ac 

bd 

ce 

df 

tg 

ad 

bc 

cf 

dg 

ae 

bf 

cg 

af 

bg 

ag 

Per  avere  le  combinazioni  delle  stesse  sette  lettere  a 3 a 3,  porremo 
da  banda  una  lettera,  per  esempio,  la  lettera  a,  e delle  sei  lettere 
rimanenti  6,  c,  d,  e,  f,  g,  formeremo  nel  modo  esposto  le 
combinazioni  a due  a due  , ed  avremo 


ì 

2 

3 

4 

5 

bc 

cd 

de 

cf 

fg 

bd 

ce 

df 

eg  \ 

be 

Cf 

dg 

bf 

cg 

bg 

Indi  faremo  precedere  ciascuno  di  questi  gruppi  dalla  lettera  a ; 
poi  ciascuno  dei  gruppi  delle  colonne  2,  3,  4,  5 faremo  pre- 
cedere dalla  lettera  b;  indi  ciascuno  dei  gruppi  delle  colonne  3,  4,  5 
dalla  lettera  c;  ciascuno  de’ gruppi  della  colonna  4,  5 dalla  let- 
tera d ; e l’ultimo  gruppo  della  colonna  5 dalla  lettera  e : avremo 
in  questo  modo  tutte  le  seguenti  35  combinazioni  che  possono  for- 
carsi con  le  sette  lettere  date  a 3 a 3. 


1 

2 

3 

4 

5 

abc 

bcd 

cde 

def 

cfg 

abd 

bce 

cdf 

deg 

abe 

bcf 

cdg 

dfg 

abf 

bcg 

cef 

abg 

bde 

ceg 

acd 

bdf 

cfg 

ace 

bdg 

acf 

bef 

acg 

bcg 

ode 

bfg 

adf 

ady 

acf 

aeg 

"f9 
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Volendo  le  combinazioni  delle  medesime  sette  lettere  a 4 a 4, 
lasceremo  da  banda  la  lettera  a , e delle  sei  lettere  rimanenti  forma- 
remo  nel  modo  esposto  le  20  combinazioni  a 3 a 3,  le  quali  sono 


1 

2 

3 4 

bcd 

cde 

def  tfg 

bce 

cdf 

deg 

bcf 

cdg 

dfg 

bcg 

cef 

bde 

ceg 

bdf 

cfg 

bdg 

bef 

beg 

bfg 

Indi  faremo  precedere  ciascuna  di  queste  combinazioni  dalla  let- 
tera a , poi  ciascuna  di  quelle  delle  colonne  2,  3,  4 dalla  lettera  b , 
indi  ciascuna  di  quelle  delle  colonne  3,  4 dalla  lettera  e,  e quella 
della  colonna  4 dalla  lettera  d.  Avremo  in  questo  modo  tutte  le 
35  combinazioni  a 4 a 4 delle  sette  lettere  date 


1 

2 

3 4 

abcd 

bcde 

cdef  dtfg 

abce 

bcdf 

cdeg 

abc[ 

bcdg 

cdfg 

abcg 

bcef 

crfg 

abde 

bceg 

abdf 

bcfg 

abdg 

bdef 

abef 

bdeg 

abeg 

bdfg 

abfg 

b'fq 

acde 

acdf 

acdg 

acef 

aceg 

acfg 

adtf 

adeg 

adfg 

aefg 

Lo  stesso  si  praticherò  quando  si  avesse  un  maggior  numero  di 
lettere. 
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LEZIONE  II. 


Composizione  del  prodotto  di  m fattori  binomi  della  forma 


307.  Sicno  dati  m fattori  binomi  della  forma 

x + a,x  + b,x  + c,x-hd,....x-hk,x-t-lf 
e proponiamoci  di  comporre  il  loro  prodotto 
(t)  (x-+-a)(x-+-ò)(xH-c)(x-+-d).. . .(x-hk)(x+-l), 

ordinato  secondo  le  potenze  decrescenti  di  x.  A tale  oggetto  os- 
serveremo che  il  prodotto  di  due  polinomi  è formato  dalla  somma 
de’ prodotti  che  si  ottengono  con  moltiplicare  ogni  termine  del 
moltiplicando  per  ogni  termine  del  moltiplicatore  (n.  32);  ossia 
è quanto  la  somma  de'  prodotti  che  si  ottengono  prendendo  in 
tutti  i modi  possibili  un  termine  dal  moltiplicando,  un  termine  dal 
moltiplicatore,  e moltiplicandoli  tra  loro.  Del  pari  il  prodotto  di 
tre  polinomi  è formalo  dalla  somma  de' prodotti  che  si  hanno  pren- 
dendo in  tutte  le  maniere  possibili  un  termine  dal  primo  polino- 
mio, un  termine  dal  secondo,  ed  un  termine  dal  terzo  e moltipli- 
candoli tra  loro.  In  generale  il  prodotto  di  molti  polinomi  è com- 
posto dalla  somma  de' prodotti  che  si  hanno  prendendo  in  tutti  i 
modi  possibili  un  termine  da  ciascun  polinomio  e moltiplicandoli 
tra  loro.  Segue  da  ciò  che  il  prodotto  di  questi  m fattori  bino- 
mi (1)  sarà  composto  dalla  somma  de' prodotti  che  risultano  pren- 
dendo in  tutte  le  maniere  possibili  un  termine  da  ciascuno  de’ bi- 
nomi e moltiplicandoli  tra  loro.  Or  se  si  prendono  gli  m primi 
termini  di  questi  binomi , si  ottiene  xm , che  sarà  il  primo  ter- 
mine del  prodotto  cercato  (1).  Se  si  prende  il  secondo  termine  a 
del  primo  binomio,  ed  il  primo  termine  x di  tutti  gli  altri  m — 1 
binomi  rimanenti,  si  ottiene  il  prodotto  ax™— 1 , ch’è  del  grado 
ni  — 1 rispetto  ad  x : prendendo  del  pari  il  secondo  termine  b 
del  secondo  fattore  binomio,  ed  il  primo  termine  £ de' rimanenti 
binomi,  si  ha  bxm~ 1 : prendendo  il  secondo  termine  c del  terzo 
fattore  binomio , ed  il  primo  termine  x di  tutti  gli  altri  rima- 
nenti , si  ha  il  prodotto  ex?*—1 , e facendo  Io  stesso  per  tutti  i 
secondi  termini  de’  rimanenti  binomi,  si  vede  che  il  secondo  ter- 
mine di  ogni  fattore  binomio  viene  moltiplicato  per  a;”*-1.  Sicché 
addizionando  tutti  questi  prodotti  parziali,  si  trova  che  x"1— 1 ha 
per  coefficiente  la  somma  delle  m quantità  a ,b  , c , d. . .k  , I.  E 
rappresentando  con  P,  questa  somma,  il  secondo  termine  dei  pro- 
dotto cercato  (l)  sarà  Pixm— >.  Similmente  prendendo  i secondi  ter- 
mini di  due  qualunque  degli  m binomi  ed  il  primo  termine  x 
de' binomi  rimanenti,  si  formeranno  i termini  del  grado  m — 2 
rispetto  ad  x,  come  aòx”»-* , «ex"*-4 , ftex’"-* , ecc.  Addizionando 
questi  termini , verrà  che  x™— * sarà  moltiplicato  per  la  somma 
di  tutti  i prodotti  che  possono  formarsi  prendendo  le  m quantità 
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a , b , c , d,. ..  .k  , l in  lutti  i modi  possibili  a due  a due.  Rappre- 
sentando con  P,  la  somma  di  questi  prodotti,  il  terzo  termine  del 
prodotto  cercato  (1)  sarà  P,#™-*.  Prendendo  del  pari  i secondi 
termini  di  tre  binomi  qualunque,  ed  il  primo  termine  x dei  rima- 
nenti m — 3 binomi,  si  formeranno  i termini  del  grado  m — 3 ri- 
spetto ad  x,  come  abcxm~3 , abdxni—3 , bcdx”'—3,  ec.  Riunendo  questi 
termini,  e dinotando  con  P,  la  somma  de’  prodotti  abc , abd , bcd , ec. 
ossia  la  somma  de'  prodotti  che  si  hanno  prendendo  le  m quantità 
a , b , c , d. . . .k  ,1  in  tutti  i modi  possibili  a 3 a 3,  il  quarto 
termine  del  prodotto  cercato  (1)  sarà  P,.rm— 3. 

In  generale  se  si  prendono  i secondi  termini  di  n tra  gli  m 
fattori  binomi  ed  il  primo  termine  x degli  m — n binomi  rimanenti, 
si  formeranno  i termini  del  grado  ni — n rispetto  ad  x.  Addizio- 
nando questi  termini  ed  indicando  con  P„  la  somma  di  lutti  i 
prodotti  ad  n ad  n delle  m quantità  a , b , c , d. . . .k  , ì , si  avrà 
il  termine  generale  Pnxm— " del  prodotto  cercato  (1). 

1 termini  di  primo  grado  rispetto  ad  x si  otterranno  prendendo 
i secondi  termini  di  m — 1 fattori  binomi,  ed  il  primo  termine  x 
del  binomio  rimanente.  La  somma  di  tutti  questi  termini,  ossia 
il  penultimo  termine  del  prodotto  cercato  (1)  sarà  Pm-ix. 

In  fine  l’ ultimo  termine  del  prodotto  cercato  (1)  sarà  il  pro- 
dotto abcd....kl  di  tulli  i secondi  termini,  c questo  prodotto  rap- 
presenteremo con  Pm. 

Dunque  il  cercato  prodotto  degli  m fattori  binomi  (1)  sarà  espresso 
dal  polinomio 

(2)  xm+  PJxm-,-bP,a:m_,-+-  P,a™~3-t Pw_tx+  Pm  , 

nel  quale  sarà  facile  osservare  che  in  ogni  termine  l'indice  della 
lettera  P è quanto  il  numero  determini  precedenti,  e che  l’espo- 
nente di  x è quanto  quello  de' termini  seguenti.  Cosi  nel  termine 
Pjxm  3 , l’indice  3 della  lettera  P dinota  che  questo  termine  ne 
ha  tre  avanti  di  sè , e l’esponente  ni  — 3 di  co  indica  eli' è se- 
guito da  m — 3 termini.  In  generale  PBxm-"  è preceduto  da  n 
termini,  ed  è seguito  da  m — n termini. 

308.  Per  ottenere  il  prodotto  degli  m fattori 

(x — a)(x — b)(x — c)(x  — d). . . ,(x — k)(x — f) , 

basterà  cambiare  nella  formola  (2)  il  segno  a'  termini  di  posto  pari 
che  sono  quelli  ne’  quali  i termini  de’  polinomi  che  compongono 
i coefficienti  di  x sono  formati  da  un  numero  impari  di  fattori. 
Onde  questo  prodotto  sarà  lo  stesso  del  precedente  (2),  preso  però 
co’ segni  alternati,  cioè 

xm — P1xm— P,x"*— * — IVi™-3-!- . . . . ± Pm , 

nel  quale  l'ultimo  termine  sarà  positivo  o negativo  , secondochè 
occupa  un  posto  impari  o pari,  ossia  secondochè  il  numero  m dei 
binomi  è pari  o impari. 

I.ez.  di  Ahj.  34 
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309.  Sia  da  formarsi  il  prodotto  di 

(a:  + l)(i:  + 2)(x  + 3)(a — 4). 

Questo  prodotto  , perchè  formato  da  quattro  fattori  binomi,  sarà 
della  forma 

x‘+  P,x’+  P,X*+  P,x  4-  P4 , 

e dovrà  essere 

P,= 1+2+3 -4=2 

P,=l  .2+1 .3+1  • —4+2. 3+2  • -4+3-  -4=2+3— 44-6-8-12=-13, 
P,=1.2.3+i-2 — 4+1*3  — 4+2-3  — 4=6— 8— 12-24=— 38, 
P4=1.2.3 — i=— 24, 
e perciò  il  prodotto  cercato  sarà 

x4 + 2x* — 13x* — 38*— 24. 

Nello  stesso  modo  si  trova  che  il  prodotto  di 

(*  + 1)  (*— 2)  (*—  3)  (x  + 4)  (*— 4) . 
è *"— 4*4— 15*'+70*’— 32*— 96. 

LEZIONE  III. 

Formola  del  binomio  di  Newton.  Termine  generale.  Regola  di 
dipendenza  di  un  termine  qualunque  da  quello  che  lo  precede. 
I coefficienti  de' termini  equidistanti  dagli  estremi  sono  eguali, 
Potenze  de' polinomi. 

310.  Sappiamo  che  quando  si  moltiplicano  tra  loro  m binomi 
di  primo  grado  della  forma  *+a  , *-+6  , *+e. . .(*+!),  il  pro- 
dotto che  si  ottiene  prende  la  forma 

(*+o)(*+à)(*+c) . . . (*+/)  =**"+Pt*OT~,+P,*”'_s+P,*m_3+ . . . Pm  , 

nella  quale  i coefficienti  P, , P, , P„. . .Pm  de' diversi  termini  del 
secondo  membro  sono  le  somme  de'  prodotti  che  si  hanno  molti- 
plicando le  quantità  a ,b  , c. . .1  ad  1 ad  1 , a 2 a 2,  a 3 a 3,. . . 
ad  m ad  m.  Ora  per  applicare  questa  formola  alla  elevazione  a 
potenza  del  binomio  x+a  , faremo  a=b=c=d=. . .=1 , ed  in 
tal  caso  il  primo  membro  diventa  la  me,ima  potenza  di  x+a,  cioè 
diventa  (x+a)”.  In  quanto  all'altro  membro  osserveremo  che  nel 
secondo  termine  P,*"-1  il  coefficiente  P,  diventa  a+a+a. . ,+a, 
cioè  a ripetuta  m volle  , ossia  tante  volte  quante  sono  le  com- 
binazioni di  m lettere  prese  ad  1 ad  1.  E dinotando  il  numero 
di  queste  combinazioni  con  C, , questo  coefficiente  diventa  C,a  , 
onde  il  termine  PI*m_1  si  trasforma  in  C,axm— Nel  terzo  ter- 
mine P,*"*— * il  coefficiente  P,  rappresenta  la  somma  di  tutti  i 
prodotti  a 2 a 2 che  possono  farsi  con  le  lettere  a , b , c. . .1 , 
e queste  lettere  nel  caso  della  potenza  diventando  ciascuna  eguale 
ad  a , ogni  prodotto  diventa  a* , e quindi  il  coefficiente  P,  di- 
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venta  quanto  a*  ripetuto  tante  volte  quante  sono  le  combinazioni 
di  m lettere  prese  a 2 a 2,  cioè  diventa  Caa*.  Onde  il  terzo  ter- 
mine P,xro-*  si  trasforma  in  C,a“xm_2.  Similmente  ragionando  per 
ciascuno  de’ termini  seguenti,  si  trova  che  P,xm—3  si  trasforma  in 
C.a’x'"— 3,  P^x"- *,  in  C4a*xm— *,  e cosi  successivamente;  e l’ulti- 
mo termine  Pm , eh’ è il  prodotto  di  tutte  le  lettere  si  trasforma 
in  am.  Per  la  qual  cosa  io  sviluppo  di  (x-f-a)"*  diventa 


(1)  (xH-a)m=xm4-CIaxra— ,-)-Cta,xm_s-i-C,a,xm— 3-t-. . .am. 

Da  un’altra  parte  sappiamo  che  con  m lettere  il  numero  delle 
combinazioni  che  possono  farsi  prendendole  ad  1 ad  1,  a 2 a 2, 
a 3 a 3,  ec.  sono 


C,: 


m(m — , 1) 
“1.2 


1.2.3 


ec. 


dunque  sostituendo  questi  valori , si  ottiene 


(a+a)"= 

(2)  x"-+- ™ ox"— ' + ... o“ 


e questa  è la  formola  del  binomio  di  Newton. 


311.  Per  trovare  il  termine  generale  di  questa  formola,  osser- 
veremo che  in  ogni  termine  l'esponente  di  a è quanto  il  numero 
de’ termini  precedenti,  e se  questo  esponente  è n,  il  coefficiente 
è quanto  il  numero  delle  combinazioni  di  m lettere  prese  ad  u 
ad  n;  e di  più  l’esponente  di  x è quanto  il  numero  de’ termini 
seguenti.  Onde  se  vogliamo  il  termine  che  occupa  il  posto  n-f-1, 
e che  perciò  ne  ha  *i  avanti,  ed  m — n dopo  di  sè , indicando 
questo  termine  con  T„-,i , dovrà  essere 

T„-h = CBa"xm— " . 

Mettendo  in  luogo  di  C„  il  suo  valore 

m(m  — l)(m — 2,  ,..(•»  — »* 1) 

1.2.3. ...n  . 


si  ottiene 


m(m—  l)(m  — 2). ...(*»  — n-f-1)  „ „ 

I"+1 1.2.3.777 


e questo  sarà  il  termine  generale.  Esso  è cosi  chiamato , perchè 
facendo  successivamente  n=l  , 2 , 3 , 4. . .»»  si  ottengono  tutti 
i termini  dello  sviluppo  di  (x+a)m.  Se  per  esempio  facciamo  n=3, 
avremo  pel  quarto  termine 

m(m— l)(m— 2)  , a • 

1X3  ’ 


312.  Abbiamo  veduto  che 

...  tn(w  — l)(m — 2).  ■ .(»!  — n -t-2  un  — n+  i)  „ „ 

1.2.3.  ..(»  — i;.n 
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rappresenta  il  termine  che  occupa  il  posto  n + l , e che  perciò 
ne  ha  » avanti.  Se  in  questa  espressione  mettiamo  n+l  in  luogo 
di  n , è chiaro  che  avremo  il  termine  seguente , cioè  quello  che 
occupa  il  posto  n+2,  e che  ne  ha  n+l  avanti;  avremo  dunque 
T _m(«  + l){m+g)...(m  — n+l)!in— n) 

1.2.3. . . .n(n+l) 

Ora  esaminando  i valori  di  questi  due  termini  consecutivi,  si  vede 
facilmente  che  per  avere  il  secondo  si  dovrà  nel  primo  moltipli- 
care il  coefficiente  per  m — n e dividerlo  per  n + l;  accrescere 
di  1 l’esponente  di  a,  e diminuire  quello  di  x anche  di  1. 

Questa  dipendenza  che  ha  un  termine  dal  suo  precedente  ci  porta 
a stabilire  lu  seguente  regola. 

Nello  sviluppo  di  (x  + a)m  per  passare  da  un  termine  dato  al 
suo  seguente , si  dovrà  moltiplicare  il  coefficiente  del  termine  dato 
per  l'esponente  di  x e dividere  il  prodotto  pel  posto  che  occupa  il 
termine  dato:  accrescere  di  una  unità  i esponente  di  a,  e diminuire 
di  una  unità  l'esponente  di  x. 

Facendo  uso  di  questa  regola  si  trova  clic 

(x+a)*=x*+-5aa;4-+10a,x,-+10a,a;*+5a4x+a*. 
ed  (x+a)*=x*+6ax*+loa\e*-J-20a,x*+15a4.z,+6a!‘a;+a* , 


313.  Nello  sviluppo  di  (x+a)m  il  termine  Cn«*.iim-n  ne  ha  n 
avanti  di  sè,  ed  il  termine  Cm_„am— "a;*  ne  ha  ndopo  di  sè  (n.°  224). 
Questi  due  termini  sono  dunque  equidistanti  dagli  estremi.  Ma 
sappiamo  (n.  218)  che  il  numero  delle  combinazioni  di  m lettere 
ad  n ad  n è quanto  quello  delle  combinazioni  ad  in — n ad  m — n, 
dunque  sarà  CM=Cm_„;  cioè  a dire  che:  nello  sviluppo  di  (x+ajm 
i termini  equidistanti  dagli  estremi  hanno  eguali  coefficienti. 

Quindi  in  ogni  sviluppo  giunti  olla  metà  del  numero  de’ termini, 
si  ottengono  i seguenti  collo  scrivere  i coefficienti  stessi  in  ordine 
contrario,  e dare  ad  a l’esponente  di  x,  e ad  z l’esponente  di  a. 
E poiché  tutti  i termini  sono  di  numero  «i  + l,  perciò  se  m è 
pari , m+1  sarà  impari . ed  allora  vi  sarà  in  mezzo  un  termine 
solo  che  avrà  il  più  grande  coefficiente;  ma  se  m è impari,  w+1 
sarà  pari,  ed  allora  vi  saranno  due  termini  in  mezzo  con  lo  stesso 
coefficiente,  che  sarà  il  più  grande. 

Poiché  nello  sviluppo  di  (x+a)m  i termini  di  posto  impari  con- 
tengono le  potenze  pari  di  a , e quelli  di  posto  pari  le  potenze 
impari,  perciò  se  in  luogo  di  (x+aj’"  si  avesse  (x — a)m,  lo  svi- 
luppo porterà  i termini  co’ segni  alternati,  e l’ultimo  termine  sarà 
positivo  o negativo  secondochè  m è pari  o impari;  e perciò  verrà 

(x—a)m= 


1 


ax‘ 


m—i 


mlm — 1 ' 


1.2 


-a  x” 


>i— i)(m— 2)  , 

-*  «n  r"‘ — - 

1.2.3 


3+., 


Cosi 

(3)  (x — af=x’ — 5ax4+10a\c* — 10a’x“+oa4.e—  a\ 

ed  (x — a f =x' — 6a  js+ 1 5a\e4 — 20a>x,+loa\c’ — Ga’x + a* . 
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314.  Se  nella  formola  (2)  dello  sviluppo  di  (x+a)"  si  fa  x=l, 
ed  a=l  , verrà 


a,_,  , w . w(»»— 1)  . m(w— l)(w— 2) 
— i-t-  t -+*  t 2 1.2.3 


» •+  1 ; 


cioè  che  nello  sviluppo  di  (x+a)m  la  somma  di  tulli  i coefficienti 
è la  potenza  m"'“  di  2. 

Nella  formola  (3)  dello  sviluppo  di  (x — a)m , facendo  del  pari 
x=l , ed  a=l,  verrà 

m , m(m— 1)  m(m— l)(m— 2)  , 

1 1.2  1.2.3  H **  ’ 


e perciò  nello  sviluppo  di  (x — a)m  la  somma  de' coefficienti  di  tutti 
i termini  è zero;  e quindi  la  somma  de’ coefficienti  delle  potenze 
impari  di  x,  è quanto  la  somma  de’ coefficienti  delle  potenze  pari. 


315.  La  formola  del  binomio  di  Newton  che  si  applica  per  elevare 
a potenza  qualunque  binomio , può  anche  servire  per  elevare  a 
potenza  un  polinomio  qualunque.  In  fatti  sia  il  polinomio* 
a + 64-c-t-d-t-»..-t-A-}-i , che  voglia  elevarsi  alla  potenza  m. 
Si  faccia  x—  b-j-c  + d + ‘ • ' + k-+-l , ed  il  polinomio  prende  la 
forma  del  binomio  a-t-x , e si  avrà  perciò 


(a  + x)m= 


m . m ....  mlm — 1)  , _ , m[m — ll(m— 2)  . m 

am4--rxam-,  A — ■■  x a"-*-) — : — ’x a™-3-!--  • -xm. 

i 1.2,0 


Indi  si  faccia  x=6+y,  e si  sostituisca  in  questa  formola;  si  avrà 
lo  sviluppo  di  (0+6-+-!/)'".  Di  poi  si  faccia  y — e-|-z,  e si  sostituisca 
nell’espressione  ottenuta,  si  avrà  lo  sviluppo  di  (aA-bA-cA-s)m  ■ E 
cosi  continuando,  si  otterrà  la  potenza  cercata. 

Sia  per  esempio  da  elevarsi  a cubo  il  quadrinomio  a+ò+c-t-d. 
Facendo  x = b A-  cA-d , il  quadrinomio  diventa  a-J-x , e si  avrà 

(a-4-x)1 =a,-+-3a’x-4-3ax*-|-x1 . 

Facendo  x=6-f-y  , risulta  y =c+d  , e sostituendo  , verrà 
(cH-6-l-y/=a1-f-3a*  (6-}-i/)-t-3a  (^-f-y)'+  (à-l-y)1, 
la  quale  espressione  sviluppata  diventa 

(a+à-)-y),=a,-f-3a’6-f-3a<1y-f-3aà*+6aày-(-3ay,+b>+3à’y+3òy*-)-!/*, 

ossia  (a-t-64-y),=a,-h(3a*4-36*-i-6a%+  (3a+-36)y*- t-y’, 
b‘ 

3«*6 
306"  ; 


e mettendo  in  luogo  di  y il  suo  valore  c-f-d , verrà 
(a+6^c-hd),=a,4-(3a,-F36*+6a6;(c4-d}+(3a+36Xc-l-dj'4-fc-(-rf  ;* 

6* 

3a*6 

3aà‘. 
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Facendo  il  quadrato  ed  il  cubo  di  c-t-d,  ed  eseguendo  le  indi- 
cate moltiplicazioni , si  ottiene 


(a-t-6-+-c-f-d)’= 

«’-+-3a*(6+c+d)-t-36,va-f-c-4-d)-l-3c*(a-t-6+d)+3(i,(«4-64-c)4-6a6e 
b*  Gabd 

6 acd 


d* 


6 bcd. 


Questo  risultamento  ci  fa  vedere  che 
Il  cubo  di  un  polinomio  è composto  dalla  somma  de’ cubi  de’ suoi 
termini,  più  il  triplo  quadrato  di  ogni  termine  moltiplicalo  per  la 
somma  degli  altri  termini , e più  sei  volle  la  somma  de’  prodotti 
che  si  hanno  moltiplicando  i termini  del  polinomio  a 3 a 3 in  tutte 
le  maniere  possibili. 


LEZIONE  IV. 


Estrazione  della  radice  cubica,  e di  quella  di  qualunque  grado 
dai  numeri  e dai  polinomi. 

316.  Sappiamo  (n.  41)  che  il  cubo  di  un  numero,  ossia  la  sua 
terza  potenza,  è il  prodotto  che  si  ottiene  prendendo  questo  numero 
tre  volte  come  fattore , ovvero  è il  prodotto  di  questo  numero 
moltiplicato  due  volte  per  se  stesso.  Un  numero  per  rispetto  al 
suo  cubo  si  chiama  la  radice  cubica,  e perciò  la  radice  cubica  di 
un  numero  dato,  è quel  numero  che  ha  per  cubo  il  numero  dato. 

317.  Facendo  i cubi  de' primi  nove  numeri,  si  ottiene 

...  Radici  1,2,  3,  4.  B,  6,  7,  8,  9 

Cubi  1 , 8 , 27 , 64 , 12B  , 216  , 343 , 512 , 729. 

Da  ciò  si  vede  che  fra  tutti  i numeri  interi  minori  di  1000,  ch'è 
il  cubo  di  10 , nove  solamente  sono  cubi  perfetti,  ed  hanno  per 
conseguenza  la  radice  esatta.  Ogni  altro  numero  intero,  non  cubo 
perfetto  non  potrà  aver  la  radice  cubica  espressa  esattamente  nè 
in  numero  intero , nè  in  numero  frazionario.  In  fatti  poiché  il 
numero  intero  N non  è cubo  perfetto,  esso  sarà  compreso  tra  i cubi 
di  due  numeri  successivi  a ed  a -+- 1 , onde  la  sua  radice  cadrà 
tra  a ed  a -t- 1 ; ma  tra  questi  due  numeri  successivi  non  cade 
nessun  altro  numero  intero,  dunque  la  radice  cubica  di  N non  potrà 
essere  un  intero. 

Supponiamo  ora  che  la  radice  cubica  di  N possa  essere  espressa 
esattamente  dalla  frazione  irredutlibile  j ; sarà  ^ = N:  ma  N è in- 
tero, dunque  anche  ^ sarà  un  intero  , e quindi  a 1 sarà  divisibile 
per  6',  il  che  è impossibile;  perchè  essendo  a e 6 primi  tra  loro. 
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anche  o’  e b’  sono  primi , e quindi  a*  non  è divisibile  per  b*i 
Dunque  la  radice  albica  di  un  numero  intero  , che  non  è cubo 
perfetto,  non  potendo  ottenersi  esattamente  nè  in  numero  intero , 
nè  in  numero  frazionario , sarà  necessariamente  incommensura- 
bile, ossia  irrazionale. 

318.  Ciò  posto,  siccome  la  radice  cubica  di  1000  è 10,  cosi 
è chiaro  che  la  radice  cubica  di  ogni  numero  minore  di  1000  sarà 
minore  di  10 , e quindi  sarà  espressa  da  una  sola  cifra , che  si 
troverà  conoscendo  i cubi  de'  primi  nove  numeri.  Per  ogni  altro 
numero  poi  maggiore  di  1000  la  radice  cubica  sarà  maggiore  di  10, 
e perciò  conterrà  delle  decine  e delle  unità.  Quindi  per  la  estra- 
zione della  radice  cubica  de’ numeri  maggiori  di  1000  è indispen- 
sabile conoscer  prima  come  si  componga  il  cubo  di  un  numero  che 
contiene  delle  decine  e delle  unità.  A tale  oggetto  sia  N questo 
numero,  e sia  d la  cifra  delle  decine  ed  u quella  delle  unità;  sarà 
perciò  N=10d-+-u,  e quindi  N’=(10d-f-u)’  ossia 

N*=(10d)*4-  3 (10d)*u  + 3 (tO^u'-f-u1 , 
e sviluppando  verrà 

N*=  1000d*+  300d*u-+-30d«*-f-  u’. 

La  prima  di  queste  eguaglianze  fa  vedere  che  il  cubo  di  un  nu- 
mero composto  di  decine  ed  unità  è quanto  il  cubo  delle  decine, 
più  il  triplo  quadrato  delle  decine  moltiplicato  per  le  unità , più 
il  triplo  delle  decine  moltiplicato  pel  quadrato  delle  unità,  e più 
il  cubo  delle  unità. 

La  seconda  eguaglianza  fa  conoscere  che  il  cubo  delle  decine 
viene  espresso  in  migliaia , cioè  eh’  è terminato  da  tre  zeri  ; il 
triplo  quadrato  delle  decine  moltiplicato  per  le  unità  viene  in  cen- 
tinaia, cioè  ch’è  terminato  da  due  zeri;  il  triplo  delle  decine  mol- 
tiplicato pel  quadrato  delle  unità  viene  in  decine,  ossia  eh’  è ter- 
minato da  un  zero , ed  il  cubo  delle  unità  viene  in  unità , cioè 
che  non  è terminato  da  alcun  zero. 

319.  Da  ciò  risulta  il  metodo  da  seguirsi  per  estrarre  da  un 
numero  la  radice  cubica.  Sia  per  esempio  da  estrorsi  la  radice  cu- 
bica dal  numero  185193.  Essendo  questo  numero  maggiore  di  1000, 
la  sua  radice  cubica  sarà  maggiore  di  10,  e quindi  conterrà  delle 
decine  e delle  unità.  E poiché  il  cubo  delle  decine  viene  espresso 
in  migliaia , perciò  nella  ricerca  del  cubo  delle  decine  possiamo 
metter  da  banda  le  centinaia , le  decine , e le  unità  del  numero 
dato  185193.  Onde  separando  con  una  virgola  le  tre  ultime  ci- 
fre a destra  , il  cubo  delle  decine  dovrà  trovarsi 
in  185.  Ora  dalla  tavola  precedente  (1)  si  vede  che 
il  più  gran  cubo  contenuto  in  185  è 125  , la  cui 
radice  è 5 , e perciò  sarà  5 la  cifra  delle  decine 
della  radice  cercata.  Sottraendo  125  da  185  resta  60, 
alla  cui  destra  si  abbasserà  la  prima  cifra  1 della  classe  seguente,  e 


185,193;  57 
125 
601 
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si  avrà  601  centinaia  che  dovrà  contenere  la  seconda  parte  del  cubo 
della  cercata  radice,  cioè  dovrà  contenere  il  triplo  quadrato  delle 
decine  moltiplicato  per  le  unità.  Dunque  se  si  fa  il  triplo  qua- 
drato delle  5 decine,  eh' è 75 , e si  divide  601  per  75,  il  quo- 
ziente 8 sarà  la  cifra  delle  unità,  o sarà  maggiore  di  questa  cifra. 
Elevando  58  a cubo  si  ha  195112,  il  quale  essendo  maggiore  del 
numero  dato  185193,  fa  vedere  che  la  cifra  8,  trovata  per  quella 
delle  unità  , è troppo  grande  e perciò  bisogna  diminuirla.  Quindi 
prendendo  7 per  la  cifra  delle  unità  della  chiesta  radice  , si  ha 
il  numero  57,  il  quale  elevato  a cubo  dà  185193  ; e siccome  que- 
sto è precisamente  il  numero  dato  , così  57  è la  esatta  radice  cu- 
bica cercata,  ed  il  numero  dato  185193  è per  conseguenza  un  cubo 
perfetto. 

Similmente  sia  da  eslrarsi  la  radice  cubica  dal  numero  43725658, 
il  quale  essendo  maggiore  di  1000  , la  sua  radice  sarà  maggiore 
di  10  , e quindi  conterrà  delle  decine  e delle  unità  ; ma  il  cubo 
delle  decine  viene  in  migliaia , dunque  le  tre  ultime  cifre  658 
non  possono  far  parte  del  cubo  delle  decine,  e quindi  si  possono 
separare  con  una  virgola,  ed  il  cu- 
bo delle  decine  dovrà  contenersi  in 
43725.  La  difficoltà  è dunque  ridotta 
a trovare  la  radice  cubica  del  numero 
43725 , il  quale  essendo  maggiore 
di  1000,  la  sua  radice  sarà  maggiore 
di  10  , e quindi  conterrà  anch'essa 
delle  decine  e delle  unità.  E siccome 
il  cubo  delle  decine  viene  espresso 
in  migliaia  , così  le  tre  ultime  ci- 
fre 725  non  possono  far  parte  del 
cubo  delle  decine,  e perciò  si  possono  separare  con  una  virgola;  ed 
il  cubo  delle  decine  deve  contenersi  in  43.  Ora  il  più  gran  cubo 
contenuto  in  43  è 27,  la  cui  radice  è 3,  sarà  dunque  3 la  cifra 
delle  decine  della  radice  di  43725,  ossia  la  cifra  delle  centinaia 
della  cercata  radice  del  numero  dato.  Sottraendo  27  da  43  resta  16, 
alla  cui  destra  si  abbasserà  7 prima  cifra  della  classe  seguente,  e 
si  avrà  167,  che  diviso  per  27,  triplo  quadrato  di  3,  il  quoziente  6 
sarà  la  cifra  delle  unità  della  radice  di  43725,  o pure  sarà  mag- 
giore di  questa  cifra.  Facendo  il  cubo  di  36  si  ottiene  46656,  ch'è 
maggiore  di  43725,  e perciò  la  cifra  6 è troppo  grande  e bisogna 
diminuirla  a 5.  Facendo  il  cubo  di  35  si  ha  42875  minore  di  43725, 


43,725,658 

352 

27 

3 

35 

167 

3 

35 

42875 

9 , 

175 

8506 

3 

105 

43614208 

27 

1225 

111450 

3 

3675 

e perciò  5 è la  cifra  delle  unità  della  radice  di  43725,  ossia  la  cifra 
delle  decine  della  cercata  radice  del  numero  dato.  Togliendo  42875 
da  43725  resta  850,  alla  cui  destra  si  abbasserà  la  prima  cifra  6 
della  classe  seguente,  e si  avrà  il  numero  8506.  Dividendo  questo 
numero  per  3675,  ch’è  il  triplo  quadrato  di  35,  si  ha  per  quo- 
ziente 2 che  sarà  la  cifra  delle  unità  della  radice  cercata,  o che 
sarà  maggiore  di  questa  cifra.  Facendo  il  cubo  di  352  si  tro- 
va 43614208  minore  del  numero  dato  43725658,  onde  2 è la  cifra 


Digitized  by  Google 


— 273  — 

delle  unità  della  radice  cercala.  Sottrailo  43614208  da  43723658, 
resta  111450,  c perciò  332  è la  radice  cubica  approssimata  del 
numero  dato,  con  l’errore  minore  di  una  unità,  ed  il  numero  dato 
per  conseguenza  non  è cubo  perfetto,  ma  è la  somma  di  43614208 
cubo  di  352,  piti  111450. 


320.  In  generale: 

Per  estrarre  la  radice  cubica  da  un  numero  intero  si  dividano 
le  sue  cifre  in  classi  ternarie  cominciando  dalla  destra,  e l'ultima 
classe  a sinistra  potrà  avere  una  o due , o tre  cifre.  Il  numero 
delle  classi  sarà  quanto  il  numero  delle  cifre  della  radice.  Si  trovi 
il  pià  gran  cubo  contenuto  nella  prima  classe  a sinistra , e si 
noti  la  sua  radice:  si  tolga  questo  cubo  dalla  prima  classe,  ed  a 
fianco  al  resto  si  abbassi  la  prima  cifra  della  classe  seguente.  Si 
divida  il  numero  che  risulta  pel  triplo  quadralo  della  cifra  trovala 
alla  radice , ed  il  quoziente  si  metta  a destra  di  questa  cifra.  Si 
formi  il  cubo  del  numero  espresso  da  queste  due  cifre  della  radice, 
e se  questo  l maggiore  del  numero  espresso  dalle  due  prime  classi, 
si  diminuisca  la  seconda  cifra  ossia  il  quoziente  trovato  di  una 
unità,  onde  avere  un  cubo  che  possa  sottrarsi  dalle  due  prime  classi. 
Falla  la  sottrazione  si  abbassi  alla  destra  del  resto  la  prima  cifra 
della  classe  seguente  , ed  il  numero  che  risulta  si  divida  pel  triplo 
quadrato  del  numero  espresso  dalle  due  cifre  trovale  della  radice  : 
il  quoziente  si  scriva  a destra  delle  due  cifre  della  radice , e del 
numero  che  risulta  si  formi  il  ctibo;  se  cpteslo  è maggiore  del  nu- 
mero espresso  dalle  tre  prime  classi , si  diminuisca  il  quoziente 
trovato  di  una  unità  , e poi  se  ne  formi  il  cubo.  Questo  cubo  si 
tolga  dal  numero  espresso  dalle  tre  prime  classi,  ed  a fianco  al  resto 
si  abbassi  la  prima  cifra  della  classe  seguente , e così  si  prosegua 
r operazione,  fino  a che  si  saranno  esaurite  tulle  le  classi. 


321.  Abbiamo  veduto  qui  avanti  che  quando  un  numero  non  è 
cubo  perfetto  , la  sua  radice  è incommensurabile  , c perciò  non 
può  aversi  clic  per  approssimazione.  Or  questa  approssimazione  si 
può  spingere  tant'ollre,  mediante  le  frazioni,  che  la  radice  trovala 
differisca  dalla  vera  meno  di  una  quantità  data. 

Sia  N un  numero  non  cubo  perfetto,  e proponiamoci  di  estranio 

la  radice  cubica  approssimata  fino  ad  cioè  a dire  che  differisca 

dalla  vera  meno  di  -• 
n 


Essendo  se  dinotiamo  con  a In  radice  del 

n n 

più  gran  cubo  contenuto  in  Nn1 , sarà  Nn1  compreso  tra  i cubi 
di  a e di  a-t-1,  per  cui  sarà  l^Nn5  <a-t-l , e dividendo  per  ». 


. iXNn*  .a 

«ara  - <<- 

» 


1 , , |X  NV 

onde  sara  — — 
n n 


a 1 

ma 

n n 


l.ez.  di  Mg. 
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dunque  sarà  P/N— ; cioè  che  prendendo  ^ pel  valore  di 
si  farà  un  errore  minore  di  -• 

fi 

322.  Dunque  per  estrarre  da  un  numero  la  radice  cubica  ap- 
prossimala fino  ad  -,  si  moltiplicherà  il  numero  dato  pel  cubo 

di  n ; si  estrarrà  dal  prodotto  la  radice  cubica  intera , e questa 
si  dividerà  per  n. 

1 

Cosi  volendo  la  radice  cubica  di  7 approssimata  fino  ad  y^>  sl 

moltiplicherà  7 per  1728  cubo  di  12,  dal  prodotto  12096  si  estrarrà 
la  radice  cubica  intera , eli'  è 22 , c questa  si  dividerà  per  12 , 
22  li  5 

e verrà  yy,  ossia  ^-=  1^  per  la  cercata  radice,  con  l’errore 


Questa  regola  si  applica  ancora  quando  si  vuole  f approssima- 
zione della  radice  espressa  in  frazione  decimale.  Se  si  volesse  la 
radice  cubica  di  un  numero  approssimala  con  p cifre  decimali , 

ossia  con  l’errore  minore  di  y^,  si  farà  n—  IO1’  e quindi  n’=10,p, 

e perciò  il  numero  dato  si  dovrà  moltiplicare  per  105p,  o ciò  che 
vale  lo  stesso , si  metteranno  alla  sua  destra  3 p zeri , e dal  nu- 
mero che  risulta  si  estrarrà  la  radice  cubica  ; questa  si  dividerà 
per  10p,  ossia  si  separeranno  dalla  sua  destra  p cifre  decimali , 
ed  il  risultamenlo  sarà  la  radice  cercata. 

323.  Dunque:  per  estrarre  da  un  numero  intero  la  radice  cubica 
approssimata  fino  ad  un  dato  numero  di  cifre  decimali , si  scri- 
veranno alla  destra  del  numero  tanti  zeri , guani'  è il  triplo  delle 
cifre  decimali  che  si  vogliono  nella  radice  : indi  dal  numero  che 
risulta  si  estrarrà  la  radice  cubica  intera,  e dalla  destra  di  questa 
si  distaccheranno  tante  cifre  decimali  quante  sono  quelle  che  si  vo- 
gliono nella  radice. 

Così  volendo  la  radice  cubica  di  79  approssimala  con  quattro 
cifre  decimali , alla  destra  di  79  si  mettono  dodici  zeri , e dal 
numero  79000000000000  si  estrae  la  radice  cubica,  che  si  trova 
essere  42908,  dalla  cui  destra  si  distaccano  quattro  cifre  decimali, 
e si  ha  4,2908,  e qucst’è  la  radice  cercata. 

324.  Siccome  il  prodotto  di  più  fattori  decimali  deve  avere  tante 
cifre  decimali  quant'  è la  somma  di  quelle  che  ne  contengono  i 
fattori , cosi  è chiaro  che  il  cubo  di  una  frazione  decimale,  ch’è 
il  prodotto  di  tre  fattori  eguali,  deve  contenere  tante  cifre  deci- 
mali quant' è il  triplo  di  quelle  che  ne  ha  la  frazione.  Onde  reci- 
procamente, la  radico  cubica  di  una  frazione  decimale  deve  avere 
tante  cifre  decimali,  quant’è  il  terzo  di  quelle  che  ne  ha  la  frazione. 
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Segue  da  ciò  clic  per  avere  la  radice  cubica  di  un  numero  de- 
cimale , si  renderà  il  numero  delle  cifre  decimali  moltiplice  di  3, 
nel  caso  che  non  lo  fosse , con  mettere  alla  loro  destra  uno  , o 
due  zeri  ; indi  si  farò  astrazione  della  virgola  e dal  numero  che 
risulta  si  estrarrà  la  radice  cubica,  dalla  destra  della  quale  si  di- 
staccheranno tante  cifre  decimali  , quant'è  il  terzo  di  quelle  che 
ne  ha  il  numero  dato. 

Cosi  volendo  la  radice  cubica  di  0,300815,  che  ha  sei  cifre 
decimali,  si  fa  astrazione  della  virgola  e dal  numero  che  risulta 
300815  si  estrae  la  radice  cubica , eh’  è 67 , dalla  cui  destra  si 
separano  due  cifre  decimali,  cioè  il  terzo  di  quelle  che  ne  ha  la 
frazione  proposta,  e si  otliene  0,67  per  la  radice  cubica  cercata; 
con  l’ errore  meno  di  0,01. 

Del  pari  sia  da  eslrarsi  la  radice  cubica  dal  numero  decimale 
43,7256  si  metteranno  alla  sua  destra  due  zeri  onde  avere  le  cifre 
decimali  moltiplici  di  3,  e verrà  43,725600.  Indi  facendo  astra- 
zione della  virgola  risulterà  il  numero  43725600 , la  cui  radice 
cubica  è 352;  e distaccando  dalla  destra  due  cifre  decimali , cioè 
il  terzo  di  quauto  ne  ha  43,725600  , si  avrà  3,52  che  sarà  la 
radice  cubica  cercata;  con  l’errore  minore  di  0,01. 

Sia  in  fine  la  frazione  0,56  e proponiamoci  di  estrarre  la  ra- 
dice cubica  approssimata  con  tre  cifre  decimali,  ossia  fino  a’ mille- 
simi, e quindi  con  l'errore  minore  di  0,001.  Osserveremo  che 
dovendo  avere  la  radice  tre  cifre  decimali , il  suo  cubo  ossia  la 
frazione  data  0,56  dovrà  averne  nove;  ma  questa  nc  ha  due,  dun- 
que metteremo  alla  sua  destra  sette  zeri,  ed  avremo  0,560000000. 
Indi  facendo  astrazione  della  virgola,  risulterà  il  numero  560000000, 
la  cui  radice  cubica  è 824 , e separando  dalla  sua  destra  le  tre 
cifre  decimali  richieste  nella  radice,  verrà  0,824  che  sarà  la  ra- 
dice cubica  cercata  approssimata  fino  a'  millesimi  ; e quindi  con 
l'errore  meno  di  0,001. 


325.  Dalla  regola  con  la  quale  si  moltiplicano  piii  frazioni  or- 
dinarie risulta  chiaramente,  che  si  ottiene  il  cubo  di  una  frazione 
ordinaria  facendo  il  cubo  di  ciascuno  de’ due  termini.  Onde,  re- 
ciprocamente, si  ottiene  la  radice  cubica  di  una  frazione  ordina- 
ria, estraendola  da  ciascuna  de’ due  termini.  Segue  da  ciò  che  la 
radice  cubica  di  una  frazione  ordinaria  sarà  esatta  c quindi  com- 
mensurabile, quando  i suoi  due  termini  sono  cubi  perfetti,  c sarà 
incommensurabile  c quindi  non  potrà  aversi  che  per  approssima- 
zione quando  i suoi  due  termini  o uno  di  essi  non  ò cubo  perfetto. 

jj, 

Ciò  posto  sia  una  frazione  che  abbia  il  solo  denominatore 
I* 


cubo  esalto  ; sarà 


Se  rappresentiamo  con  a la  ra- 


dice intera  prossima  di  A , sarà  evidentemente  1-1  > c 

^ l*/jj  ^ | 

quindi  \/'A  — n<l,  e diridendo  per  B,  sarà  
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PuiMjue  se  prendiamo  g pel  valore  della  radice  cubica  di  g, , si 
farà  un  errore  minore  g • 

Dunque  : per  avere  la  radice  cubica  di  una  frazione  ordinaria 
che  ha  il  solo  denominatore  cubo  perfetto,  si  prenderà  la  radice 
prossima  intera  del  numeratore  e la  radice  esatta  del  denomina- 
tore, si  avrà  così  una  radice  con  l’errore  minore  dell' unità  divisa 
per  la  radice  del  denominatore. 

In  line  se  si  deve  estrarre  la  radice  cubica  da  una  frazione  or- 
dinaria il  cui  denominatore  non  è cubo  perfetto  , si  moltipliche- 
ranno i due  termini  della  frazione  pel  quadrato  del  suo  denomi- 
natore , c la  frazione  proposta  si  trasformerà  in  un'  ultra  equi- 
valente che  avrà  il  denominatore  cubo  perfetto , la  cui  radice  si 
troverà  col  metodo  ora  esposto. 

41 1 

Cosi  volendo  la  radice  cubica  di  rr^j  il  cui  denominatore  821 

Oii 

non  è cubo  perfetto,  si  moltiplicherà  il  numeratore  per  678976  qua- 
drato di  824,  ed  il  denominatore  per  (824)*,  e verrà 
ed  estraendo  dal  numeratore  la  radice  intera  prossima  653  e dal 

denominatore  la  radice  esatta  824 , si  avrà  Sjj  che  sarà  la  radice 

024 

cubica  della  data  frazione  con  l’errore  minore  di 

Se  si  volesse  una  maggiore  approssimazione  si  potrebbe  appros- 
simare co’ decimali  la  radice  di  279059136  e poi  dividerla  per  824. 

Ma  vai  meglio  convertire  da  principio  la  frazione  data  ^ in  de- 

cimali , e poi  cstrarne  la  radice  cubica. 


326.  Per  occuparci  ora  della  radice  cubica  de'  polinomi , co- 
roinceremo  dall’  osservare  clic  un  binomio  , o pure  un  trinomio 
non  può  esser  mai  un  cubo  perfetto,  dacché  anche  quando  la  sua 
radice  fosse  un  binomio  , pure  il  suo  cubo  sarebbe  un  quadrino- 
mio, c non  un  binomio,  ovvero  un  trinomio. 

Supponiamo  dunque  che  debba  estrorsi  la  radice  cubica  da  un 
polinomio.  È chiaro  che  ordinando  questo  polinomio  secondo  le  po- 
tenze decrescenti  di  una  certa  lettera,  d’  x per  esempio , anche  la 
sua  radice  dovrà  trovarsi  similmente  ordinata.  Sia  P questo  polinomio 
così  ordinato,  è chiaro  che  il  primo  termine  sarà  il  cubo  del  primo 
termine  della  radice,  e perciò  si  avrà  questo  primo  termine  della 
radice  con  estrarre  la  radice  cubica  dal  primo  termine  del  polino- 
mio. Sia  a questo  primo  termine  della  radice,  e sia  A la  somma 
degli  altri  termini;  sarà  P = (a-j-A),=  as-+-3a'A-l-3aA’-+-AI,  e 
perciò  sarà  P — a*=  3o2A  -i- 3«A*-|- A1  (1). 

Sia  b il  primo  termine  di  A , ossia  il  secondo  termine  della 
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radice,  e sia  B la  somma  de’ termini  rimanenti,  sarà  A = 6+  B. 
E poiché  A è un  polinomio  ordinato  secondo  le  potenze  decre- 
scenti di  x , sarà  il  suo  primo  termine  b quello  che  conterrà 
alla  più  alta  potenza.  Ciò  posto  nell’espressione  (1)  mettiamo  b -+- 
in  luogo  di  A , avremo 

P— 3a*(6-f-B)  -+-  3a(à-t-  B)*+(6  -t-  B)3 , 

in  cui  chiaramente  si  vede  che  nel  prodotto  3a\6-f-B)  il  termine 
che  contiene  la  più  alta  potenza  di  a:  è 3a*ò;  che  in  3a(6-f-B)’ 
è 306*;  e che  in  (6-t-B/  è 6\  Ma  siccome  x ha  in  a un  espo- 
nente maggiore  di  quello  che  ha  in  6 , cosi  de'  tre  termini  3a*6, 
3aà* , e à3  il  primo  3a*6  è quello  che  contiene  x alla  più  alta 
potenza.  E poiché  questo  termine  deve  corrispondere  al  primo  ter- 
mine del  resto  P — a* , ch’è  quello  che  anche  contiene  x alla  più 
alta  potenza,  perciò  dividendo  il  primo  termine  del  resto  P — a’ 
per  3a3,  si  otterrà  il  secondo  termine  b della  radice.  Onde  questa 
radice  sarà  a -t- 6-t-B,  c si  avrà 

P=[(a+ t^B]* =(«-+-6)’+ 3(a+6)’B-t-3(a  -f-B}  B*-t-  B* . 

Indichiamo  con  c il  primo  termine  di  B , ossia  il  terzo  termine 
della  radice , e ragionando  come  nel  caso  precedente  , si  vedrà 
che  de’  termini  che  compongono  il  secondo  membro  di  questa  egua- 
glianza , quello  clic  contiene  x alla  più  alta  potenza  é il  primo 
termine  dello  sviluppo  o(a-f-6)*B . ossia  è 3a’c.  E poiché  questo 
termiue  deve  corrispondere  al  primo  termine  del  resto  P — (a-f-6)3, 
che  pure  contiene  x alla  più  alta  potenza  , perciò  dividendo  il 
primo  termine  del  resto  P — (a-t-6)3  per  3a“ , il  quoziente  sarà  il 
primo  termine  c della  radice. 

Questo  ragionamento,  ch’è  sempre  lo  stesso  per  tutti  gli  altri 
termini  successivi  della  radice,  ci  somministra  la  seguente  regola 
per  estrarre  da  un  polinomio  la  radice  cubica. 

327.  Si  ordini  il  polinomio  secondo  te  potenze  decrescenti  o cre- 
scenti di  una  lettera;  si  estragga  dal  suo  primo  termine  la  radice 
cubica  , e questa  sarà  il  primo  termine  della  radice  cercata.  Indi 
si  divida  il  secondo  termine  del  polinomio  pel  triplo  quadralo  del 
primo  termine  della  radice,  ed  il  quoziente  sarà  il  secondo  termine 
della  radice.  Si  faccia  il  cubo  di  questi  due  termini  della  radice  e 
si  sottragga  dal  dato  polinomio:  si  divida  il  primo  termine  del  resto 
per  lo  stesso  divisore  precedente,  cioè  pel  triplo  quadrato  del  primo 
termine  della  radice  , ed  il  quoziente  sarà  il  terzo  termine  della 
radice.  E così  si  continuerà  finché  si  trovi  un  resto  o nullo,  il  che 
avverrà  quando  il  dato  polinomio  è.  un  cubo  perfetto,  o pure  un 
resto  il  cui  primo  termine  non  è divisibile  pel  triplo  quadralo  del 
primo  termine  della  radice , ed  in  tal  caso  il  polinomio  dato  min 
sarà  un  cubo  perfetto  , ma  sarà  la  somma  del  cubo  della  trovata 
radice  , più  il  resto. 
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Sia  per  esempio  da  estrorsi  la  radice  cubica  dal  polinomio 
8x«— 36a^+66a*a:*— G&i’x’-f-Saa'x*— 9a*x-fa«  I 2 x%—3ax+u’ 

— RrH-Se^r1— 54a’x44-27n5x'  | 3(2X,)*=Ì2«* 

12a*x4 — 36a’a:,+33n*x* — 9 a*x4-a* 

— — 66aI.r*-f-(i3a1j:3 — 33a4jc“-t-9fi5x — a6 

0 

Dopo  di  avere  ordinato  il  polinomio  secondo  le  potenze  decre- 
scenti di  x , si  estrarrà  dal  primo  termine  8x*  la  radice  cubica, 
eli’ è 2x\  che  sarà  il  primo  termine  della  radice  cercata.  Si  divida 
il  secondo  termine  — 36ax‘  per  12x4,  triplo  quadrato  di  2x“,  ed 
il  quoziente  — 3ax  sarà  il  secondo  termine  della  radice.  Si  elevi 
a cubo  2x* — 3ax  e si  sottragga  dal  polinomio  dato,  resterà 

12aV—  36aV-t-  33a4x* — 9a\z  + a\ 

Si  divida  il  primo  termine  12o*x4  di  questo  resto  per  lo  stesso  di- 
visore precedente  12x4,  ed  il  quoziente  a*  sarà  il  terzo  termine 
della  radice.  Si  faccia  il  cubo  di  2x* — 3 ax-t-a*  e si  sottragga  dal 
polinomio  dato,  e poiché  il  resto  è zero,  perciò  il  polinomio  dato  è 
un  cubo  perfetto,  c la  sua  radice  è 2x* — 3ax-|-a\ 

Estrazione  della  radice  di  qualunque  grado  dai  numeri 
e da' polinomi. 

328.  Dopo  quanto  minutamente  abbiamo  esposto  per  rispetto 
alla  radice  cubica  da  estrarsi  da’ numeri  e da' polinomi,  sarà  fa- 
cile comprendere  quanto  ora  in  succinto  esporremo  riguardo  alle 
rodici  del  grado  me,imo.  Sia  N un  numero  intero,  c proponiamoci 
di  estrarne  la  radice  del  grado 

Essendo  10  il  più  piccolo  numero  di  due  cifre,  sarà  10”,  for- 
mato dall'unità  seguila  da  m zeri,  il  più  piccolo  numero  di  m 4-1 
cifre.  Onde  se  il  numero  N ò composto  di  m cifre,  la  sua  radi- 
ce m**»1"*  sarà  di  una  cifra,  e si  troverà  con  fare  le  potenze  m*"mi 
de  primi  dieci  numeri,  e prendere  il  minore  de’ due  numeri  con- 
secutivi le  cui  potenze  comprendano  il  numero  dato  N. 

Se  poi  N è composto  da  più  di  m cifre , la  sua  radice 
avrà  più  di  una  cifra,  c quindi  potrà  considerarsi  formata  da  de- 
cine e da  unità.  Sieno  a le  decine,  c b le  unità,  sarà 

N = (a  4-  b)m=am+  mam~i  b + cc 

cioè  che  il  numero  dato  N sarà  formato  dalla  potenza  delle 
decine , più  m volle  la  potenza  (ni  — delle  decine  molti- 
plicata per  le  unità , più  ec.  Ma  la  potenza  delle  decine 

essendo  terminata  da  m zeri  non  può  avere  cifre  di  un  ordine  in- 
feriore a 10”'  r per  cui  le  m ultime  cifre  di  N non  possono  far 
parte  di  questa  mM,Ma  potenza  delle  decine,  e quindi  separandole 
con  una  virgola  , la  potenza  m“imo  delle  decine  deve  trovarsi  nella 
parte  che  rimane  a sinistra  della  virgola.  Or  se  questa  parte  con- 
tiene anch’essa  più  di  m cifre  , la  sua  radice  avrà  più  di 

una  cifra  , e potrà  del  pari  considerarsi  come  formata  da  decine 
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e da  unità;  c quindi,  per  le  stesse  ragioni  dette  qui  avanti,  le 
sue  m ultime  cifre  non  potendo  far  parte  della  potenza  tn“‘mn  delle 
sue  decine,  si  possono  separare  con  una  virgola,  e questa  potenza 
m,,ima  delie  decine  deve  trovarsi  nella  parte  a sinistra  di  questa  secon- 
da virgolo;  c cosi  di  seguito  ragionando,  si  ricava  la  seguente  regola. 

Per  estrarre  da  Un  numero  intero  la  radice  mMin“  , si  divide- 
ranno le  cifre  del  numero  in  classi  ciascuna  di  m cifre,  andando 
dalla  destra  verso  la  sinistra  : sarà  il  numero  delle  classi  quanto 
quello  delle  cifre  della  cercala  radice. 

Si  estrarrà  dalla  prima  classe  a sinistra  la  radice  me5im“,  e questa 
sarà  la  prima  cifra  della  radice.  Si  farà  di  questa  cifra  la  po- 
tenza mMi,n‘,,  e si  toglierà  dalla  prima  classe,  ed  a fianco  al  resto 
abbassala  la  prima  cifra  della  classe  seguente,  il  numero  che  ri- 
sulta si  dividerà  per  m volle  la  (m  — l)e,im*  potenza  della  slessa 
prima  cifra  della  radice:  il  quoziente  sarà  la  seconda  cifra,  o una 
cifra  maggiore  di  questa  , e si  scriverà  a destra  della  prima  già 
trovala.  Si  farà  la  potenza  m*sin“  del  numero  espresso  da  queste 
due  cifre,  e si  toglierà  (se  non  è maggiore)  dalle  due  prime  classi, 
e s è maggiore,  si  diminuirà  la  seconda  cifra  trovala  di  una  unità, 
e poi  fatta  la  potenza  mpsim*  del  numero  rappresentato  dalle  due 
cifre  della  radice,  si  toglierà  dal  numero  formato  dalle  due  prime 
classi.  Alla  destra  del  resto  si  abbasserà  la  prima  cifra  della  classe 
seguente,  e si  continuerà  nello  stesso  modo,  finché  si  saranno  esau- 
rite unte  le  classi. 

329.  Se  si  vuole  la  radice  dell’intero  N approssimata  co’ deci- 
mali , per  ogni  cifra  decimale  che  si  vuole  nella  radice,  alla  destra 
di  N si  metteranno  m zeri , c dal  numero  che  risulta  estratta  la 
radice  nel  modo  indicato,  si  separeranno  dalla  sua  destra  le  cifre 
decimali  richieste. 

330.  Sia  ora  da  estrorsi  la  radice  me,ima  da  un  polinomio.  È 
chiaro  che  se  questo  polinomio  si  ordini  secondo  le  potenze  de- 
crescenti di  una  sua  lettera,  anche  la  sua  radice  verrà  similmente 
ordinata.  Sia  P il  polinomio  ordinalo  secondo  le  potenze  decre- 
scenti di  una  sua  lettera  , di  x per  esempio  ; sarà  il  suo  primo 
termine  la  potenza  m',ima  del  primo  termine  della  radice.  Onde 
estraendo  da  questo  primo  termine  di  P la  radice  mr,ima , questa 
sarà  il  primo  termine  della  radice  del  polinomio.  Or  per  non  ri- 
petere lo  stesso  ragionamento  per  ciascun  termine  della  radice , 
supponiamo  che  siensi  determinati  gli  A primi  termini  della  ra- 
dice , c vediamo  in  che  modo  potrà  determinarsi  il  termine  se- 
guente. Sia  B la  somma  de' rimanenti  termini  della  radice,  sarà 

P=(A-f-B)w=Am-l-mA,"-1B-4-ec.  . 

e perciò  sarà 

(1)  P — Aro=roAm-,B-t-cc. 

Indichiamo  con  a il  primo  termine  di  A,  .ossia  il  primo  termine 
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«Iella  radice,  e quindi  quello  che  contiene  la  più  alla  potenza  di  x, 
e con  * la  somma  de’  rimanenti  termini  di  A ; sarà  A=a-+-«. 

Del  pari  denotiamo'  con  b il  primo  termine  di  B,  ossia  il  primo 
de'  termini  restanti , c quindi  quello  che  in  B contiene  la  più  alta 
potenza  di  x,  e con  (3  la  somma  de’ rimanenti  ; sarà  B = 6-t-£. 
Sostituendo  nel  secondo  membro  della  precedente  eguaglianza  (1) 
a-t-*  in  luogo  di  A , c b-t-fi  in  luogo  di  B , verrà 
P=Am— m(aH-«)m-,(6+(3)-t-ec. 

Ora  è chiaro  che  in  questo  secondo  membro  il  termine  che  con- 
tiene la  più  alta  potenza  di  a:  è mam—ib,  e questo  deve  eguagliare 
il  primo  termine  di  P — Am,  eh’ è anche  quello  che  contiene  x 
alla  più  alta  potenza,  dunque  dividendo  il  primo  termine  di  P—Am 
per  ma™— *,  il  quoziente  sarà  b,  cioi  sarà  il  termine  seguente  della 
cercata  radice. 

Questa  conclusione,  che  resterebbe  la  stessa  se  il  polinomio  P 
e la  sua  radice  si  fossero  ordinati  secondo  le  potenze  crescenti 
di  x , ci  autorizza  a stabilire  la  seguente  regola. 

Per  estrarre  la  radice  rnesim*  da  un  polinomio,  si  ordini  questo 
secondo  le  potenze  decrescenti  o crescenti  di  und  lettera.  Dal  primo 
termine  si  'estragga  la  radice  m*'inM,  e questa  sarà  il  primo  ter- 
mine della  radice.  Si  divida  il  secondo  termine  di  P per  m volte 
la  potenza  (m — l)e*ÌB“  di  questo  primo  termine  della  radice,  ed  il 
quoziente  sarà  il  secondo  termine.  Si  faccia  la  potenza  mtsim,,  di 
questi  due  termini  della  radice  e si  sottragga  dal  polinomio  P,  e 
diviso  il  primo  termine  del  resto  per  lo  stesso  divisore  precedente, 
ossia  per  m volle  la  (m  — 1 )esima  potenza  del  primo  termine  della 
radice , il  quoziente  sarà  il  terzo  termine  e cosi  si  continuerà  , 
finché  si  arrivi  ad  un  resto  zero,  o tale  che  non  sia  divisibile  per 

10  stesso  divisore.  Nel  primo  caso  il  dato  polinomio  P sarà  una 
potenza  esalta  del  grado  m,  e nel  secondo  sarà  la  somma  della  po- 
tenza mC5Ìnu  della  trovata  radice , accresciuta  dal  resto. 

Ecco  un  esempio.  Sia  da  estrarsi  la  radice  quinta  dal  polinomio 
x,0-4-3<ìx” — SOa’x1 — l5afe<1-*-81o!j:!r-*-30u,'j<— i20a’xJH-80a°i — 32o,0|x*-(-ax— 2«* 
— x10 — 5tuB — 10o*J5#—  ÌOa^x"1 — 5 afr° — asx*  |5x" 

— tOa^r"— 20a*Ì^8o73jr't-4-30a6j:4— 120a,jra-f-80a*x-32fl,° 

— x10—  SOa*®1 4-  i 5a*.r® — Bla*** — 30a®x4-M  20fltx* — 80«9  j-+-3*2a10 

0 

La  radice  quinta  del  primo  termine  x'°  èi’e  questo  sarà  il  primo 
termine  della  radice.  Dividendo  il  secondo  termine  15 ax*  per  nx\ 

11  quoziente  ax  sarà  il  secondo  termine  della  radice.  Elevando  alla 
quinta  potenza  i termini  x*j-ax  della  radice,  c togliendola  dal 
dato  polinomio,  si  ha  per  resto — 10a*x"=40a’x’ — 20a4x‘-+-80a,.r* 
+30a°x4 — lSOa’x’-f-SOo'x — 32a'\  il  cui  primo  termine  — 10a*x* 
diviso  per  lo  stesso  precedente  divisore  5x",  dà  per  quoziente — 2a* 
che  sarà  il  terzo  termine  della  radice.  Elevando  il  trinomio 
x*+ax — 2a*  alla  quinta  potenza  e togliendola  dal  polinomio  dato, 
si  ha  per  resto  zero.  Dunque  x%+ax  — 2a*  è la  cercata  radice 
quinta  del  dato  polinomio. 
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LEZIONE  V. 

Delle  frazioni  continue. 

' * 331.  Si  chiama  (razione  continua  un'espressione  composta  da 

un  intero  ( che  può  essere  anche  zero  ) più  una  frazione  che  ha 
per  numeratore  l’unità  e per  denominatore  un  intero  più  una  fra- 
zione, la  quale  ha  pure  per  numeratore  l’unità  c per  denominatore 
un  intero  più  una  frazione  ; e cosi  appresso. 

Segue  da  questa  definizione,  che  ogni  frazione  continua  dev'essere 
della  forma  : 

1 

Z=<H ; 


nella  quale  le  quantità  a , b,  c ,d  , ec.  sono  intere  e positive,  ed 
il  loro  numero  può  essere  limitato,  o illimitato. 


332.  Le  frazioni  %,  7,  -,  ec.  si  chiamano  f razioni  itite- 
lo c a 

granii , e le  quantità  a ,b  , c , d , ec.  si  dicono  quozienti  incom- 
pleti, e per  l’opposto  si  chiamano  quozienti  completi  le  espressioni 


^ ,1  " ’ 
r^~d-t-ec. 

e perciò  ogni  quoziente  completo  ò quanto  il  corrispondente  quo- 
ziente incompleto,  accresciuto  di  tutta  la  quantità  che  gli  sta  aggiunta 
col  segno  +. 

Si  chioma  ridotta,  0 frazione  convergente  la  frazione  ordinarfa  • 
equivalente  ad  una  porzione  qualunque  di  una  frazione  continua , 
presa  a partire  dal  primo  quoziente  incompleto. 


333.  Le  frazioni  continue  si  presentano  tutte  le  volte  che  si  vuol 
trovare  il  valore  approssimato  di  una  frazione  razionale  irreduttihile, 
ch'è  espressa  da  numeri  troppo  grandi,  0 pure  quando  si  cerca  il  valo- 
re approssimato  di  una  quantità  irrazionale.  Però  nel  primo  caso  si 
ottiene  una  frazione  continua  limitata,  e nel  secondo  caso  illimitata. 

Proponiamoci  di  ridurre  a frazione  continua  la  quantità  razio- 
nale 

Sia  a il  quoziente  intero  di  A diviso  per  B,  e sia  C il  resto; 

A C 

sarà  p = a + -g,  c dividendo  i due  termini  della  frazione  del  se- 
condo membro  per  C , sarà 


0) 


t 


n 


Lez.  di  Alg. 
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Dividiamo  B per  C , e sia  b ii  quoziente  e D il  retto  ; sarà 
B , D . 1 


che  sostituita  nell’espressione  (1)  dà 


B = a+ 


1 


h+Ì 


Dividiamo  C 
resto , sarà  : 


per  D,  ed  indichiamo  con  c il  quoziente,  e con  E il 


C E ,1 
D=c4~D  = c+d  • 

E 

che  sostituito  nell’espressione  precedente  ci  dà 

1 


A 

B— a- 


&+• 


c+5 


Ma  senza  spingere  più  avanti  questo  calcolo,  è facile  vedere  che 

per  convertire  la  frazione  irreduttibile  ^ in  frazione  continua,  deve 

operarsi  sopra  di  A e B come  se  si  dovesse  trovare  il  loro  mas- 
simo comune  divisore  , e perciò  si  deve  necessariamente  giun- 
gere ad  una  divisione  che  si  fa  esattamente,  ed  allora  l'operazione 
sarà  terminata,  e la  frazione  continua  che  si  ottiene  sarà  limitata. 
Supponiamo  che  la  divisione  esatta  sia  quella  di  D per  E,  e che 
sia  d il  quoziente:  sarà 


Dunque  possiamo  stabilire  che:  per  convertire  una  frazione  or- 
dinaria in  frazione  continua,  si  opererà  sopra  i due  termini  della 
data  frazione  come  se  si  dovesse  trovare  il  massimo  comune  divi- 
sore, dividendo  il  numeratore  pel  denominatore.  Il  primo  quoziente 
sarà  la  parte  intera , e tutti  gli  altri  quozienti  successivi  saranno 
i denominatori  delle  successive  frazioni  integranti. 

929 

Esempio.  Sia  da  convertire  in  frazione  continua 


2 

1 

2 | 

10 

5 , 

2 

929 

347 

235 

112 

11 

2 

T 

694 

235 

224 

11 

10 

2 

235 

112 

11 

2 

1 

0 
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onde  sarà: 


929 

3Ì7 


=2- 


i + 


10h 


8 + 


z 


334.  Siccome  nella  ricerca  del  massimo  comune  divisore  di  due 
uumeri  si  deve  necessariamente  arrivare  ad  un  resto  nullo , cosi 
ogni  frazione  commensurabile  può  essere  eonverlita  in  frazione  con- 
tinua limitata. 

Reciprocamente:  ogni  frazione  continua  limitata  ha  per  genera- 
trice una  frazione  commensurabile;  perchè  si  può  sempre  ottenere 
esattamente  il  valore  della  frazione  continua,  espressa  da  UDa  fra- 
zione ordinaria. 

Segue  da  ciò  che:  ogni  quantità  irrazionale  non  potrà  dare  che 
una  frazione  continua  illimitata  ; e vice-versa  il  valore  di  una  fra- 
zione continua  illimitata  non  può  essere  che  una  quantità  irrazionale.  ^ 


■jt  335.  Sia  la  frazione  continua 

1 


*=0  + 


H- 


c+ 


M-ec. 


La  prima  ridotta  sarà  a,  ossia  la  seconda  sarà  - ; la 

terza  sarà 


a-f 


1 

òe-f-1 


e 


c abc  + a-i-c (aò-i-l)c-t-o  . 

bc  -|-1  bc  -f- 1 be  4- 1 


la  quarta  sarà 


1 

6 


cd-b  1 

d 


d 

cd-t-1 


=«-+ 


eii4-i 

bcd-hb+d 


abcd-j-ab-j-ad-hcd-i-i (atc-|-e  + a)d4-oò-f-l 

bcd-t-b-i-d  (bc-b  i)d-t-b 

[(aò  4-  i ) e -4-  a]  d 4-  ab  1 

— (òe-f-ljd-f-à 

Esaminando  accuratamente  la  composizione  di  queste  quattro  ridotte 
a a6  — 1 (ai-f-l)e-+-a  [(aò-f-l)c-|-o]ii-|-aft-|-l 

T ’ ~T~  ’ Sc+T  ’ (bc-\-l}d+b  • 

sarà  facile  osservare  che  il  numeratore  della  terza  ridotta  si  forma 
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moltiplicando  il  numeratore  della  seconda  pel  terzo  quoziente  in- 
completo e , ed  unendo  al  prodotto  il  numeratore  della  prima  ri- 
dotta : e che  il  denominatore  è formato  nello  stesso  modo  da' de- 
nominatori delle  due  ridotte  precedenti.  Con  la  stessa  regola  si 
compone  la  quarta  ridotta  ; cioè  con  moltiplicare  il  numeratore 
della  precedente  pel  quarto  quoziente  incompleto  d , ed  unire  al 
prodotto  il  numeratore  della  seconda  ridotta.  Il  denominatore  si 
forma  anche  cou  la  stessa  regola  da’ denominatori  della  terza  e della 
seconda  ridotta. 

Per  dimostrare  che  questa  regola  sia  generale,  basta  far  vedere 
che  se  essa  si  verifica  per  tre  ridotte  consecutive  qualunque,  deve 
anche  verilicarsi  per  la  ridotta  seguente. 

Sieuo  ~ , ed  quattro  ridotte  consecutive  qualunque, 

e sicno  r ed  s i quozienti  incompleti  delle  due  ultime.  E poiché, 
per  ipotesi,  la  regola  si  verifica  per  le  tre  prime  ridotte,  dovrà 
essere  R = Qr-|-P,  ed  R'=Q'r-t-P\  e quindi  sarà 
R _ Qr-t-  P 
R'  Q'r-t-P*' 

Ora  ù chiaro  che  la  ridotta  seguente,^  ,si  deduce  dalla  prece- 
dente jp,  ovvero  da  ^~^p,  con  mettere  r + * in  luogo  di  r, 

per  essere  - la  frazione  integrante  di  ~ Con  questa  sostituzione 
si  ha  dunque 

8_0(r+-)+P  y{„+lj  + P<  (Qr+P^  + Q 

f>'(  r_|_!  )_[_  P'  Q’(r*  + 1 ) -+~ (Q,r-Hp,)*-t'Q' " 

Ed  essendo  Qr-t-P=R,  e Q'r -t-P'=R' , sostituendo  sarà 
S_  Rs  + Q 
S'-R'j  + Q'  ' 

g 

Questo  risultamenlo  ci  fa  vedere  che  la  ridotta  gr  si  ricava  dalle 

due  precedenti  ^ , e Q , con  la  stessa  regola  con  la  quale  si  è 
K Q 

ricavata  —,  dalle  due  ^ , e p • 

Dunque:  il  numeratore  di  una  ridotta  qualunque  si  forma  con 
moltiplicare  il  numeratore  della  ridotta  precedente  pel  corrispon- 
dente quoziente  incompleto,  e con  accrescere  il  prodotto  del  nume- 
ratore della  ridotta  antiprecedente.  Il  denominatore  si  forma  simil- 
mente moltiplicando  il  denominatore  della  ridotta  precedente  per  lo 
stesso  quoziente  incompleto  ed  unendo  al  prodotto  il  denominatore 
della  ridotta  antiprecedenle. 

Per  fare  che  anche  la  seconda  ridotta  si  componesse  con  la  stessa 
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1 i 0 

regolo,  si  furi  precedere  la  prima  ridotta  da  ^ , ovvero  da  sc- 

condochè  la  prima  ridotta  ò maggiore  o minore  dell’  unità. 

336.  Esempio.  Sia  la  frazione  continua 

x=zH+i- — - 


1 + ^ 


10+ 


■+i- 


Per  comporre  le  successive  ridotte  si  farà  come  qui  appresso. 
Quozienti  incompleti  2,1,  2,  10,  3,  2 

1 2 3 8 83  423  929 

• 0 ’ 1 ’ 1 ’ 3 ’ 31  ’ 158  ’ 347  * 

Si  scrivano  in  linea  i successivi  quozienti  incompleti  2, 1 , 2, 10, 3, 2 ; 
e sotto  ai  secondo  quoziente  incompleto  1 si  scriva  la  prima 
2 

ridotta  j , la  quale  per  essere  maggiore  dell’unità , si  farà  pre- 

1 9 
cedere  da  Indi  moltiplicando  i due  termini  della  prima  ridotta  j 

pel  quoziente  incompleto  1 , scritto  al  disopra , ed  aggiungendo 

a’  prodotti  i termini  1 , e 0 della  frazione  precedente  ^ , si  ot- 

3 

tiene  la  seconda  ridotta  j , che  si  scriverà  sotto  al  seguente  quo- 
ziente incompleto  2.  Moltiplicando  del  pari  i due  termini  della  se- 
conda ridotta  per  2,  quoziente  incompleto  supcriore,  ed  aggiun- 
gendo a' prodotti  i termini  della  ridotta  precedente,  cioè  della  1.* 

8 

ridotta,  si  ottiene  la  3.*  ridotta  ^ che  si  scriverà  sotto  al  quarto 
quoziente  incompleto  10.  Similmente  si  moltiplichino  i due  termini 

g 

di  questa  3.*  ridotta  ^ pel  quoziente  incompleto  superiore  10  , 

ed  a'  prodotti  80  , c 30  aggiunti  i termini  3 ed  1 della  ridotta 

83 

precedente,  si  ha  la  4.*  ridotta  che  si  metterà  sotto  al  quinto 

quoziente  incompleto  5,  e cosi  si  continuerà  fino  ad  ottenere  l’ul- 
929 

timo  ridotta  , ossia  la  frazione  ordinaria  generatrice  della 
data  frazione  continua. 

Applicando  lo  stesso  processo  alla  frazione  continua 
9 H — 

2-4--  i 

\ ^ 


"•f'~ 


1 + 4 

tkso.p i.  idUr  hus  cfistE;  p 
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si  ottiene  4,9,2,  1 , 1 , 4 

0 1 9 19  28  47  216 . 

T ’ 4 * 37  ’ 78  ’ 115  ’ 193  ’ 887  ; 


216 

e perciò  la  generatrice  della  data  frazione  continua  è 

■/i  ^ 337.  Teorema  I.  Il  valore  di  una  frazione  continua  è compreso 

tra  due  ridotte  successive  qualunque. 

Di  fatti  sia  la  frazione  continua. 


35  = 0 - f- 


6-4- 


*-t-ec. 


È chiaro  che  la  prima  ridotta  j è minore  di  x,  perchè  si  omette 
la  quantità 


6-f- 


e+ec. 


La  seconda  ridotta  a + ^ è maggiore  di  x , dacché  il  denomina- 
tore 6 essendo  minore  di  ò-f- 


- — la  frazione  ì è maggiore  di 
-ec.  b 


6 + 


1 


e-f-ec. 


e quindi  a -4--^  è maggiore  di  x.  Nello  stesso  modo  si  dimostra 

che  la  terza  ridotta  è minore  di  x,  che  la  quarta  è maggiore,  la 
quinta  minore , e così  appresso  : dunque  il  valore  di  as  è com- 
preso tra  due  ridotte  successive  qualunque. 

Per  dimostrare  questo  teorema  generalmente  rappresentiamo 

p o ^ 

con  p » q;  , ed  p tre  ridotte  qualunque  consecutive,  e sia  r il 
R 

quoziente  incompleto  di  jp,  sarà  (335) 

- 

_R Qr-f-P 

R'  Q'r+P' 

Ora  per  dedurre  da  questa  espressione  il  valore  di  tutta  la  frazione 
continua  , ossia  il  valore  di  x , basta  mettere  in  luogo  del  quo- 
ziente incompleto  r,  il  quoziente  completo 

1 


I-4-6C. 


Chiamiamo  y questo  quoziente  completo,  eh’ è sempre  positivo  e 
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maggiore  dell' unità.  In  quest' ultima  espressione  sostituendo  y in 

R 

luogo  di  r ed  * in  vece  di  5,,  si  avrà 

R 


e perciò  sarà 
ed 

ed  essendo 
sarà  perciò 


Qy-f-P 

Q'y+P" 

P Qy-t-P  P (QP'— PQ')y 
x P'  — Q'y+P'  T'~  (Q'y-t-P')P'  ’ 
_ Q_Qy+P  Q_(PQ'-QP'). 
Q1  Q'y-f-P'  Q — (Q'y-+-P')Q'  ’ 
PQ'—  QP'=—  (QP—  PQ') 


(2) 


P (QP'—  PQ')y 

P'  (Q'y-f-P')P'’ 


ed  x 


Q 

Q' 


(QP'—  PQ') 

(Q'sf+P'JQ'’ 


Queste  due  espressioni  avendo  i denominatori  positivi,  e i nume- 
ratori di  segno  contrario,  fanno  vedere  che  le  differenze 


x 


sono  del  pari  di  segno  contrario,  e che  perciò  se  x — p è posi- 
tiva, sarà  x — ~ negativa  e reciprocamente.  Dunque  se  il  valore 
P 0 

di  x è maggiore  di  p esso  sarà  minore  di  ^ ; ed  al  contrario , 

P O P 0 

se  x è minore  di  p esso  sarà  maggiore  di  Ma  p c ^ sono 

due  ridotte  successive,  dunque  è vero  che  il  valore  di  x è sempre 
compreso  tra  due  ridotte  successive  qualunque. 


338.  Corollario  I.  Segue  da  questo  teorema  che  essendo  la 

prima  ridotta  j minore  di  x,  sarà  la  seconda  ridotta  maggiore, 

onde  la  terza  sarà  minore , e quindi  la  quarta  sarà  maggiore , e 
cosi  appresso.  Dunque  : ogni  ridotta  di  posto  impari  è minore  del 
valore  della  frazione  continua , ed  ogni  ridotta  di  posto  pari  i 
maggiore. 

Corollario  II.  Siccome  i termini  delle  successive  ridotte  vanno 

P Q 

aumentando,  cosi  nelle  due  ridotte  successive  p e ^7saràP'<Q\ 
e quindi  sarà 

(Q'tf  ■+■  P')P'<(Q'v  ■+•  P')Q'  ; • 

ma  è y>l,  dunque  sarà 

y 1 

(Q'y  -H  P')P'  "tQ'y  -t-  P')Q'  ’ 
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e questa  ineguaglianza  moltiplicata  pel  valore  assoluto  di  (QP'-PQ'),dìi 
(QP'-PQ')y^  QP'-PQ' 

(Q'y+P'J  P'  (Q'y+P')g'' 


Ma  questi  due  membri  sono  precisamente  i valori  di  x — ^ e 

di  x — jrp  (form.  2);  dunquesarà  il  valore  assoluto  dia: — ~ minore 

POP 
di  quello  di  x — p,  ossia  che  la  ridotta  gj  si  approssima  più  di  p 


al  valore  di  x.  Dunque:  ogni  ridotta  si  approssima  al  valore  della 
frazione  continua  più  della  ridotta  precedente. 

Per  questa  proprietà  che  hanno  le  ridotte  successive  di  approssi- 
marsi sempre  più  al  valore  della  frazione  continua,  vengono  chia- 
mate frazioni  convergenti. 

Cokollamo  III.  Poiché  ogni  ridotta  di  posto  impari  ò minore 
del  valore  della  frazione  continua , ed  ogni  altra  di  posto  pari 
è maggiore;  c poiché  ogni  ridotta  si  approssima  alla  frazione  con- 
tinua più  della  precedente;  ne  segue  clic':  le  ridotte  di  posto  im- 
pari formano  una  serie  crescente,  e quelle  di  posto  pari  una  serie 
decrescente,  e queste  due  serie  tendono  verso  il  limile  comune,  chi  è il 
valore  della  frazione  continua,  y 


4.  f-  339.  Teorkma  II.  La  differenza  di  due  ridotte  consecutive  è 
quanto  V unità  divisa  pel  prodotto  de'  denominatori  delle  due  ridotte. 

Questo  teorema  si  verifica  per  le  due  prime  ridotte,  la  cui  diffe- 
renza è kasta  dunque  dimostrare  che  se  il  teo- 

P 0 

rema  ha  luogo  per  due  ridotte  successive  qualunque  p?c  ^p.avra 

luogo  ancora  per  la  ridotta  ^p  c per  la  seguente 

Sia  r il  quoziente  incompleto  corrispondente  alla  ridotta  sarà 

R Qr-t-P 

R'  QV-l-P'  ’ 

, R Q Qr+P  Q _ PQ'—  QP' 

e perciò  snra  q-,—  qv+P'  q-  Q'(QV-t-P')’ 


e per  l'eguaglianza  precedente  essendo  Q'r+P'=R\  sostituendosi  avrà: 

r q PQ' — QP' (QP' — PQ’) 

R'  07-  Q'R'  ~ Q'R' 

Q P 1 

Ma  per  ipotesi  si  ha  pp — p7=±PQ7, 


per  cui 
dunque  sarà 


QP'-PQ'=±U 

R Q„  1 

R'  Q ‘"Q'R'* 
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340.  Corollario  I.  Dall'essere  QP' — PQ  — ± 1 , ne  segue 
che  P e P'  debbono  essere  primi  tra  loro,  perchè  se  avessero  un 
fattore  comune  m,  il  primo  membro  di  questa  eguaglianza  sarebbe 
divisibile  per  m,  e quindi  anche  il  secondo  ±1  sarebbe  divisi- 
bile per  m , il  che  è impossibile.  Dunque  P e P'  non  possono 
avere  alcun  fattore  comune,  e quindi  sono  primi  fra  loro.  Per  la 
stessa  ragione  anche  Q e 0'  sono  primi  fra  loro,  e quindi  le  ri- 
P 0 

dotte  p7 , e sono  frazioni  irreduttibili.  Dunque:  tulle  ìe  ridotte 
nono  frazioni  irreduttibili. 

Corollario  II.  Essendo  il  valore  della  frazione  continua  com- 

0 R 

preso  tra  due  ridotte  successive  (n.  557)  ed  jp , se  dunque  si 
prende  la  ridotta  ~ pel  valore  della  frazione  continua.  Terrore  che 

1 Dunque: 


si  commette  sarà  minore  di  ^ ^ ossia  minore  di 


Terrore  che  si  fa  prendendo  una  ridotta  qualunque  pel  valore  della  fra- 
zione continua,  è minore  delT  unità  divisa  pel  prodotto  del  denomina- 
tore della  stessa  ridotta,  moltiplicalo  per  quello  della  ridotta  seguente. 


341.  Essendo 


R Qr-+-P 


sarà  R'=  QV  + P' , e siccome  il 


IC  <7r+F’ 

quoziente  incompleto  r non  è mai  minore  dell'unità,  cosi  R’  non 
sarà  mai  minore  di  Q'+P',  c quindi  Q'R'  non  sarà  mai  minore 

di  Q'(Q'-t-P').  Onde  la  frazione  pjip  non  sarà  mai  maggiore  di 

Q'(Q*.+.p')  * ^a  l’errore  c^e  8‘  commette  prendendo  la  ridotta  ^ 

pel  valore  della  frazione  continua  è minore  7^7=7,  dunque  questo 

U K 

errore  sarà  ancora  minore  di  Q,|Q,*_^p,y 

Dunque  : T errore  che  si  commette  . prendendo  una  ridotta  pel 
valore  della  frazione  continua , è minore  dell'  unità  divisa  pel  pro- 
dotto del  denominatore  della  ridotta,  moltiplicato  per  la  somma  di 
questo  denominatore  e di  quello  della  ridotta  precedente. 

Ed  essendo  evidentemente  sarà  1°  stesso  errore 


minore  di 


t 

0'*' 


Q'{Q'- 


Dunquc:  quando  si  prende  una  ridotta  qualunque  pel  valore  della 
frazione  continua , si  fa  un  errore  minore  delT  unità  dirisa  pel 
quadralo  del  denominatore  della  ridotta. 

Qucst’altro  limito  — j dclPerrore  è in  molti  casi  preferibile  al  primo 
perchè  non  dipende  dal  denominatore  della  ridotta  seguente. 
Le:,  di  Jlg. 
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+" 

Inoltre  avendo  trovato  qui  avanti  {forni.  2)  essere 


Q 


(QP'-PQ') 


h h'. 


Q'-  Q'(Q'y-t-P')  ’ 

ed  essendo  QP' — PQ'=±1,  sarà  in  valore  assoluto 

Q 1 

* Q'-Q'(Q'y+P')  * 

Ma  il  quoziente  completo  y è compreso  fra  r ed  r + 1 , dunque 
sarà  y<r-t-l,  e quindi  sarà 


1 


Q'(Q'sr+-P')>Q'[Q'(r+l)+P']’ 
e perciò  dovrà  essere  x—  • 


ossia 


i 


■Q^5p+FWr 

ma  è Q'r-f-P'=R',  perciò  sostituendo  sarà 

1 

*'  Q'-^  Q'(R'-t-Q')  ’ 
Dunque  riunendo  questi  due  limiti , sarà 

x JJr  <q7r'  ’ e<*  X n7^  n'/n'- 


Q'^Q'(R'-t-Q') 


342.  Teorema  III.  Una  ridona  qualunque  si  approssima  al  va- 
lore della  frazione  continua  piti  di  qualunque  allra  frazione  espressa 
da  termini  più  semplici. 

In  fatti  abbiam  veduto  (n.‘  33 7 e 338)  che  x,  valore  della  fra- 

P 0 

zione  continua  , cade  tra  due  ridotte  consecutive  p e , ma 


più  vicino  a ^ che  o p.  Dunque  se  ^ è una  frazione  espressa 
da  termini  più  semplici  di  Q e Q',  cioè  che  sia  tn<^Q,  ed  m'<£ Q\ 
è chiaro  che  affinchè  questa  frazione  si  approssimi  ad  x più  di  ~ , 

P Q 

è d'uopo  eli’ essa  sia  compresa  tra  p e qì  , e perciò  la  diffe- 
renza di  c ^ dovrà  essere  minore  di  % — k:  , differenza  del- 
ti» P y P 

le  ridotte.  Sarà  dunque 


ossia 


m _P  0_JP 

«>'  p'  ^y7  p'  ’ 

mP'— Pro'  ^yP'_PQ' 
m'P'  < p y7-  ' 
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Ma  abbiamo  veduto  che  il  valore  assoluto  di  QP' — PQ'  è l'unità 
(n.  339);  dunque  in  valore  assoluto  dovrà  essere 

mP'— Pm’  ^ 1 
m'P'  ^P'Q'  ’ 


e quindi 

mP'— 


Ora  in  questa  ineguaglianza  il  primo  membro  non  può  esser  mai 
zero,  perchè  allora  sarebbe  ^=—,  e quindi  la  frazione  sa- 
rebbe meno  approssimata  di  ^ ad  x.  Di  più  questo  primo  membro 

non  può  esser  mai  frazionario,  dacché  le  quantità,  m,  m‘,  P,  e P' 
sono  intere;  dunque  questo  primo  membro  mP' — Pm'  sarà  un 

tn! 

numero  intero,  e per  lo  meno  sarà  l'unità.  Onde  la  frazione  jj,  , 


eh’  è maggiore  di  questo  primo  membro , sarà  sempre  maggiore 
dell'unità,  cioè  sarà  e quindi  sarà  m^Q1;  il  che  è im- 

possibile, essendo  per  ipotesi  m'  minore  di  Q'. 

Da  un'altra  parte  cadendo  la  frazione  ^ tra  p e la  sua 

inversa  — cadrà  tra  -p-  e jr,  c quindi  sarà 


m P P ’ 


ossia 

Pro'— mP'  ^ PO'— OP' 
mP  " PQ  ’ 

ed  essendo  QP — PQ'=1,  sarà 

Pm'— mP'  ^ 1 
mP  <PQ  ’ 


c quindi 

Pm'—  mP’Cg; 

ma  Pm' — mP'  è un  intero  , dunque  sarà 


q>1,  e perciò  m>Q, 

il  che  del  pari  è impossibile,  stantcchè  per  ipotesi  m è minore  di  Q. 
Dunque  è impossibile , che  la  frazione  espressa  da  termini 

più  semplici  di  ^ possa  approssimarsi  ad  x più  della  ridotta 
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343.  Risulta  da  questo  teorema  che  le  frazioni  continue  som- 
ministrano il  modo  di  determinare  una  frazione  ordinaria  tanto 
prossima  quanto  si  vuole  ad  una  quantità  irrazionale,  e tale  che 
nessun'  altra  frazione  espressa  da  termini  più  semplici  possa  appros- 
simarsi di  vantaggio.  Questa  frazione  ordinaria  si  trova  sviluppando 
in  frazione  continua  la  quantità  irrazionale,  e formando  le  ridotte 
successive , fino  ad  averne  una,  il  cui  denominatore  sia  eguale  o 
maggiore  della  radice  quadrata  della  data  approssimazione.  Ecco 
un  esempio. 

Trovare  una  frazione  ordinaria  che  differisca  da  il/3  meno 

•l 

1 

10000000' 

Sviluppiamo  da  prima  la  quantità  il/3  in  frazione  continua. 
Essendo  i|/3  minore  dell’unità,  faremo  il/3=i,  dalla  quale 
4 1/48 

si  ricava  y = — ed  essendo  fi  la  radice  del  più  grande 
J/3  3 

quadrato  contenuto  iu  48,  sarà  2 il  più  grande  intero  contenuto 

1/48  1 t/48 

nell’ espressione  — j-  , onde  faremo  y = 2+^;,  e quindi — jj — = 

..  1 ^ . ...  , 3 3(1/48+6) 

2+-,-  Da  questa  equazione  si  ricava  y — — =— — ^ -= 

— • E poiché  la  radice  del  più  grande  quadrato 
contenuto  in  12  è 3,  cosi  il  più  grande  intero  contenuto  in 

Jt 

1/124-3  1 1 

sarà  3,  e perciò  faremo  1 — =3+-„  e quindi  y '=3+^77- 

2 

Dalla  prima  di  queste  due  equazioni  si  ottiene  y "=^== — -= 


2(1/12  + 3)  1/48  + 6 


• Ed  essendo  6 la  radice  del  più  grande  qua- 


3 3 

drato  contenuto  iu  48,  sarà  4 il  più  grande  intero  contenuto  in 

1/48+6  , , , „ . 1 . ..  /48+6 

5 , laonde  faremo  y = 4+  — e quindi  sara  ^ = 

J y 


4+ -,77,  dalla  quale  si  ricava  y'"= 


3(1/48+6)  1/48+6 

1/48+6  ~ 12  ~ 4 


» *•  cui  valore , al  pari  del  precedente  di  y'  , cade 


i ...  1/12+3  . 1 

fra  3 c 4;  onde  si  farà  y"'=3+^v,  e quindi  saru  — 75 — 3+jt7, 

y * 
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j • « 2 2(|/l2-h3  1/484-6  . . 

dalla  quale  si  consegue  y1  =— = — = g '-=■ = — , cioè 

V 12—3  J J 

lo  slesso  valore  trovato  per  y"  , per  la  qual  cosa  sarà  anche 
y,'=44--y,  e cosi  proseguendo. 

Si  avrà  dunque  che 


1/3  1 

4 y * 

y=2-+-ì, 

, 1 
y_J4-^7. 

!/"— *4-^77  . 

.'"=3  4-^, 

y,Y=4-+-i  , 


e cosi  all' influito. 

Onde  sostitueudo  successivamente  questi  valori,  si  avrà  la  Tra- 
zione continua  : 


1/3 
4 “ 


2 + 1 


3 + 


4-h 


3+ 


4-eec. 


Resta  ora  a formare  le  successive  ridotte:  ma  prima  osserveremo  che 

l’ approssimazione  che  si  vuole  dev'  essere  minore  di  ; e 

siccome  del  denominatore  10000000  la  radice  quadrata  per  eccesso 
è 3103,  così  nel  formare  le  successive  ridotte  ci  fermeremo  a quella 
il  cui  denominatore  è 3163,  0 maggiore.  Formando  le  ridotte  si 
trova  (n.  535) 


2, 

3, 

4, 

3, 

4, 

3, 

4, 

ec. 

1 0 

1 

3 

13 

12 

181 

583 

2521 

0'  I’ 

2’ 

7 ’ 

30  ’ 

97  ’ 

418  * 

1351  ’ 

5852* 
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Dunque  la  ridotta 
è la  frazione  cercata. 


che  ha  il  denominatore  maggiore  di  3163 


1/3 

Questa  ridotta  differisce  per  eccesso  dall’  esatto  valore  di  -j- 

meno  di  (n.  34/)  che  ridotto  in  decimale  si  riduce  a 

0,00000002. 


1/3 

Si  fa  osservare  che  siccome  l’espressione  dinota  l’aia  del 


triangolo  equilatero  che  ha  per  lato  l' unità  , così  si  ricava  che 
per  trovare  l’ aia  di  un  triangolo  equilatero  quando  si  conosce  il 
suo  lato , si  moltiplicherà  il  quadrato  del  lato  per  2521  , ed  il 
prodotto  si  dividerà  per  5822  ; il  quoziente  esatto  fino  alla  settima 
cifra  decimale,  sarà  l’aia  cercata. 

Per  conseguenza  l'aia  di  un  esagono  regolare  si  otterrà  molti- 
plicando il  quadrato  del  suo  lato  per  7563  , e dividendo  il  pro- 
dotto per  2911. 

Esempio  2.°  Sia  da  svilupparsi  in  frazione  continua  la  quantità 

|/5+2,  c trovare  la  ridotta  che  differisca  dal  vero  valore  meno 

r 1 

10000000 ' 


Applicando  u i/5 + 2 lo  stesso  metodo  dell’esempio  precedente, 
si  trova  essere 


% 


1/5+2=!  + 


s 


1 + - 


1 + 


t 

4-*- all’  infinito. 


Da  un’altra  parte  la  radice  quadrata  di  10000000  è 3163  per  ec- 
cesso ; dunque  nel  comporre  le  successive  ridotte  ci  fermeremo  a 
quella  il  cui  denominatore  è 3163,  o maggiore  di  3163. 

Ecco  le  ridotte  : 


4, 

4, 

4. 

4, 

4, 

4, 

4, 

4, 

0 

4 

17 

72 

305 

1292 

5473 

23181 

1 ’ 

1 ’ 

4 ’ 

17  ’ 

72  ’ 

305  ’ 

1292’ 

5473 

onde  sarà 


23181 

5173 


la  ridotta  cercata. 


344.  Una  frazione  continua  si  dice  periodica  quando  uno  o al- 
cuni de'quozienti  incompleti  ritornano  sempre  nel  medesimo  ordine, 
e quindi  formano  un  periodo.  Si  dice  poi  periodica  semplice  quando 
il  periodo  comincia  dall’  origine,  ossia  dal  primo  quoziente  incom- 
pleto ; e diccsi  periodica  mista  quando  il  periodo  comincia  dopo 
il  primo,  o dopo  alcuni  deprimi  qnozienli  incompleti. 
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Cosi  la  frazione  continua  del  secondo  esempio  del  numero  pre- 
cedente è periodica  semplice,  mentre  quella  del  primo  esempio  è 
periodica  mista,  f. 

f-  345.  Teorema  IV.  Ogni  frazione  continua  periodica  è quanto  una 
delle  radici  di  un'  equazione  di  secondo  grado  a coefficienti  razionali. 

Sia  in  primo  luogo  la  frazione  continua  periodica  semplice 

x=a- H- r 


6 + 


«+• 


P+ 


9 + 


a-i-cc. 


Questa  può  esser  scritta  nel  seguente  modo 

t 


x=a-f- 


b- f 


C+!t 


P + 


9+5' 


.PO 

Or  se  rappresentiamo  con  p e ^ le  due  ridotte  corrispondenti 
a’ quozienti  incompleti  p e q del  primo  periodo , questa  frazione 
continua  sarà  ancora  rappresentata  da  (n.  335 ) e perciò 

sarà  x— 1°  quale  dà  Q'a:,-f-(P' — Q)x — P=0  equazione  di 

secondo  grado  che  ha  le  radici  reali,  una  positiva  e l’altra  negativa. 

Di  queste  due  radici  solo  la  positiva  rappresenta  il  valore  della 
frazione  continua  i ,,, 

Sia  in  secondo ’luogo_  la  frazione  continua  periodica  mista 


I t 

x—  m -t-  - 


■ 

"*+Y 


t 1 

) 


"Hi 


!•  i 


<*  + 


1 

6-t-ec. 


(*)  La  radice  negativa  è quante 
inversa  della  proposta. 


— 1 


indicando  con  « la  frazione  continua 
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Indichiamo  con  y In  parte  periodica,  ossia  facciamo 

y==a+L__ 


H- 


6-hec. 


Questa  frazione  continua  essendo  periodica  semplice,  essa  sarà  la 
radice  positiva  di  un’equazione  di  secondo  grado  di  questa  forma 

(3)  QV-HP'— Q)y— P=0. 

R S 

Da  un’altra  parte  rappresentando  con  ^7  ed  g,  le  due  ultime  ri- 

1 * 

dotte  della  parte  non  periodica  m-1 — — 


— , e con  y?  'a  ridotta 

seguente  che  corrisponde  al  primo  quoziente  incompleto  a,  sarà 

T Sa-4-R 
T'  S'a-f-R' 1 

E se  in  questa  eguaglianza  mettiamo  in  luogo  di  a il  quoziente 
completo  y , è chiaro  che  il  primo  membro  diventa  x , eh’  è il 
valore  della  frazione  continua  proposta  ; sarà  dunque 

ft\  Sy~t~R 

^ §'y-t-R; 

Eliminando  y tra  le  due  equazioni  (3)  c (4)  si  ottiene  per  x 
un’equazione  di  secondo  grado.  Dunque  cc. 

Ma  in  vece  di  eseguire  l’eliminazione  di  y e poi  risolvere  l’equa- 
zione di  secondo  grado  in  x,  vai  meglio  risolvere  prima  l’equa- 
zione Q'y*+(P' — Q)y—  P = 0,  la  quale  avendo  l’ultimo  termine 
negativo , avrà  una  sola  radice  positiva  , e questa  sostituita  in 
luogo  di  y nell’equazione  (4),  farà  determinare  il  valore  di  x. 
Sia  data  per  primo  esempio  la  frazione  periodica  semplice 

3+  7 


3 + 


1 + 


2-t-  cc. 

c proponiamoci  di  trovare  il  valore  da  cui  essa  deriva  , ossia  la 
sua  espressione  generatrice. 

Indicando  con  x il  valore  di  questa  frazione,  si  hn 

x=r3-f-- ossia  x=3-f-- 


2-f- 


2+-; 


1 + 


2-+-<‘c. 
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e formando  le  ridotte  successive , verrà 
3,  1,  2,  x, 

1 3 4 fi  lix-f-4 

0’  T*  i’  3 ' 3x+l’ 

e perciò  sarà 

11*4*4 

X=- 3*4-1  ' onde  — 10x—  4=0. 

che  risoluta  darà  per  la  radice  positiva 

54-1/37 
x~  3 ; 

e questa  sarà  il  valore  della  data  frazione  continua  periodica  sem- 
plice. 

Proponiamoci  per  secondo  esempio  di  determinare  il  valore  della 
frazione  periodica  mista 


1 + 


4-f- 


104- 


54 


104 


#4-ec. 


Dinotiamo  con  x il  valore  di  questa  frazione,  e con  y quello  della 
parte  periodica , sarà  : 


x — ■ 1 —|— 


4 + 


ed  y—  - 


104- 


104- 


54- 


54- 


104 


104 


54-*c. 


84  ec. 


che  possono  scriversi  cosi 


*“1+I ed  Hs* 

84y 

Onde  sarà  e quindi  10y*450y— 5=0, 


che  risoluta  darà 


y== 


— 54-31/5 


2 


Messo  questo  valore  nell’espressione  di  x,  si  ha 

1 


x=l4 


31/3-S* 


Lez.  di  Alg. 
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che  dopo  tutte  le  riduzioni  diventa 

2+1/3 
x—  3 . 

e questo  sarà  il  valore  della  data  frazione  periodica  mista. 

Questo  teorema  tiene  anche  il  suo  reciproco,  cioè:  ogni  radice 
irrazionale  di  un'equazione  di  secondo  grado',  a coefficienti  razionali, 
può  essere  rappresentata  da  una  frazione  continua  periodica. y 

LEZIONE  VI. 

/'  Sviluppo  di  una  funzione  intera  del  binomio  x+y.  Variazioni 
delle  funzioni  intere.  Continuità  delle  funzioni. 

346.  Siccome  il  primo  membro  di  un’equazione  prende  diversi  valori 
secondo  i valori  diversi  che  si  assegnano  all’incognita  x,  cosi  questo 
primo  membro  si  considera  come  un  polinomio , il  cui  valore  dipende 
da  x,  e perciò  varia  col  variare  di  x.  Questa  dipendenza  si  esprime  con 
dire  clic  il  primo  membro  di  una  equazione  è una  funzione  di  x. 

Per  funzione  dunque  s’intende  un'espressione  il  cui  valore  dipende 
da  una  o da  più  quantità  che  variano  in  un  modo  qualunque. 

Queste  quantità  che  variano  si  chiamano  variabili,  e quelle  che 
conservano  sempre  lo  stesso  valore  si  dicono  costanti  (n.  296). 

Le  funzioni  di  una  variabile  x si  contrassegnano  con  le  nota- 
zioni f(x),  ¥{x) , ?(x),  ec. , e quelle  a due  variabili  x,y  con  f(x,y), 
¥{x,y) , ?(x,y),  ec. 

Da  ciò  segue  che  il  primo  membro  di  un’  equazione , perchè 
funzione  di  x,  potrà  esprimersi  con  f{x),  e l'equazione  per  con- 
seguenza potrà  indicarsi  semplicemente  con  f{x)= 0. 

Una  funzione  dicesi  continua,  quando  facendo  variare  x in  un 
modo  continuo , ossia  per  gradi  insensibili , anche  i valori  delle 
funzioni  variano  in  un  modo  continuo;  e perciò  la  funzione  non 
può  passare  da  un  valore  ad  un  altro , senza  passare  per  tutti  gli 
altri  intermedi. 

Il  carattere  distintivo  di  una  funzione  continua  è di  poter  pren- 
dere degli  accrescimenti  tanto  piccoli , quanto  si  vuole  , allorché 
la  variabile  cresce  per  gradi  piccolissimi. 

In  questa  lezione  tratteremo  delle  sole  funzioni  intere,  per  cui  fix) 
indicherà  sempre  un  polinomio  intero  (n.  il),  cioè  ordinato  secondo  le 
potenze  intere  e positive  di  x , i cui  coefficienti  si  suppongono  reali. 

347.  Sia 

(1)  /Yx)=xm-+-Px'n-,+Q.Em-*-+--  • Tx-t-L 

una  funzione  intera  rispetto  ad  x. 

In  vece  di  «r  mettiamo  x f ■ y ^ avremo 

^(x+y)=(x+y)m+P(x+y)m— ,+Q(x+y)’"-aH T(x+y)+U. 


Digitized  by  Google 


— 299  — . 


Facendo  gli  sviluppi  delle  rispettive  potenze  a cui.  il  biuomio  x+y 
si  trova  elevato,  verrà 

min — 1)  . 


(x+y)m-—  z*+  mz1»-1  y -, 

m(m— i)(m— 2)  „m_j 

— m 


xm~*y*-h 
y -+-•••»/ 


P(*H-  (m—  l)Px’"-*y  + ^ — La"'  2-Pxm~y-f- 

(CT-lj(^21jm--3J  pxOT_ly. . . . pyM_Jf 

Q(x+y)m-*—Qxm-i-\-(m—'2)Qxm-3y+-  + 

: | (m— 2)(m-3)(w--4)  QxIB_Sy. ....  Qyn^* . 


T(x-t-y)  = Tx-i-Ty, 

U=U. 

Addizionando  si  ottiene 

P*"-,+(m  — l)Pxm"*  (m — l)(m— 2)Pxm“* 

Qijm-a_(_(m_2)Q4im-1!  (m— 2)(m—  3)Qxm-4 


Tx 

U 


l»L. 

1.2 


m(m — l)(m— 2)xm_1 

(m— 1 )(m— 2)  (m— 3)  P»"1"4 
(m — 2)  (m — 3)  (m — 4|Qxm_* 


1.2.3 


,+-i r 


e facendo  per  brevità 

f tx)=xm-+-  Pxm— *•+-  Qxm_s4- Tx  4-  U , 

f (x)=mxm— *•+-  (m—  t)Px",~s-4-  (m— 2)Qxm-3-H T , 

f'\x)=m[m—  l)xm- M-(m  — l)(m— 2)Pxm-*-f-  (m— 2)  (m— 3)Qx"-*. 
ec.=ec. 


il  risultomento  prende  la  forma 

(2)  f{x+y)={{x)+r{*)y+^r(x)y'+^(''\x)y'+-‘-yn- 

Questa  celebre  forinola  è conosciuta  nel  calcolo  differenziale  col 
nome  di  Teorema  di  Taylor. 

In  questo  sviluppo  è da  osservarsi  che  f[x)  è la  funzione  pro- 
posta : f(x)  si  ricava  da  f[x)  con  moltiplicare  in  ogni  termine  il 
coefficiente  per  l’esponente  di  x,  e poi  diminuire  questo  esponente 
di  una  unità.  Con  la  stessa  regola  da  f{x)  si  ricava  f '(x) , da 
C’{x)  si  ricava  f"(x),  e cosi  proseguendo. 

Le  funzioni  f (x) , f\x),  f\x) , ec.  siccome  derivano  nello 
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stesso  modo  l’una  dall'  altra , si  chiamano  le  funzioni  derivate,  o • 
semplicemente  le  derivate  di  fix)  ; ed  in  particolare  f(x)  è la  pri- 
ma derivata  di  f[x);  f'(x)  è la  seconda  derivata  di  f(x),  e quindi 
la  prima  di  f(x);  f"(x)  è la  terza  derivata  di  f(x),  o la  seconda 
di  f(x),  e quindi  la  prima  di  f’{x),  e cosi  per  le  altre. 

Esempio  1°  Sia 

f(x)  = 3x* — 2x* — 1 3x’-t-  5x — 7 , 
sarà  f(x)  = t2x*—  Gx’—  26x  4-  5 , 

T^rw= 18x*— 6x  — 13, 
j-l-j/"'(a:)  = 12x— 2, 

F rón*l=  3; 

sostituendo  questi  valori,  la  formola  (2)  dà 
f(x+  y)=  3x*—2x’~  I3x*-t-5x— 7-t-(12x’—  6x*—  26x -b 5)y -f- 
(18x“ — 6x— 13)y*4-  (12x—  2)y*4-  3y*. 

Esempio  2.°  Proponiamoci  di  trovare  ciò  che  diventa 
x’-t-2x* — 3x4-1 , 

quando  si  fa  x=24-y.  Essendo  questo  polinomio  di  terzo  grado, 
il  suo  sviluppo,  quando  si  mette  x4-y  in  luogo  di  x,  sarà 

(3)  f[*)+r(*)y+  ^ r w+  r w- 

Ora  in  questo  caso  abbiamo 

f{x)  = xJ4-  2x’ — 3x-f- 1 , 
r(a?)=3x*4-4x—  3 , 

i5rw=3*+a, 

rr>™=‘- 

Facendo  in  queste  funzioni  x=2,  si  ha 

Ax)= ii,r(x)=n,  8, 

sostituendo  questi  valori  nell'espressione  (3),  si  ottiene 
ys4-%*4-  17y  -t- 1 1 , 

e questo  sarà  il  risultamento  a cui  si  perviene,  quando  nella  fun- 
zione data 

x’4-2x* — 3x-+-l  , si  fa  x = 2-t-y. 
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348.  Teorema  I.  In  un  polinomio  ordinato  secondo  le  potenze 
decrescenti  di  x,  facendo  crescere  x indefinitamente,  si  deve  arri- 
vare ad  un  valore  di  x dopo  il  quale  i ris ult amenti  saranno  sem- 
pre dello  stesso  segno  del  primo  termine;  e facendo  diminuire  x 
indefinitamente  , si  deve  arrivare  ad  un  valore  di  x dopo  il  quale 
i risultamenli  saranno  sempre  dello  stesso  segno  dell'  ultimo  termine. 

Sia  il  polinomio 


(4)  xm-f-Pa:m— ’-f-Qx"-*-*- -t-Tx4-U. 

Mettendo  xm  come  fattore , questo  polinomio  può  essere  scritto 
nel  seguente  modo 


T 

xm~i 


e sotto  questa  forma  si  vede  che  dando  ad  x de’  valori  sempre 
PO  TU 

crescenti,  le  frazioni  —,  — — — . , — s diminuiscono  e 

jj  se  ar"”"1  oc 

tendono  evidentemente  verso  zero.  Onde  facendo  crescere  x in- 
definitamente , si  deve  arrivare  necessariamente  ad  un  valore  tale 
di  x,  che  renda  la  somma  delle  frazioni  minore  dell'unità.  Da  quel 
valore  in  poi  la  quantità  racchiusa  tra  parentesi  sarà  sempre  posi- 
tiva, ed  il  suo  prodotto  per  xm , ossia  il  polinomio  proposto  avrà 
costantemente  lo  stesso  segno  del  primo  termine  xm. 

Inoltre  lo  stesso  polinomio  (4)  può  mettersi  sotto  quest’ altra  forma 


0(1 


Qxm~i 

PX™ — * 

lì!  \ 

D H 

h U 

h vi 

e chiaramente  si  vede  che  dando  ad  x de’  valori  minori  dell'unità 
i termini 

T.r  Qx"1—3  Pxm — * a:”* 

_ , __  , ___  , 

diminuiscono.  Onde  facendo  diminuire  x indefinitamente,  si  deve 
per  necessità  arrivare  ad  un  valore  tale  di  x da  rendere  la  somma 
di  tutti  questi  termini  minore  dell'unità,  e da  quel  valore  in  poi 
la  quantità  racchiusa  tra  parentesi  sarà  sempre  positiva,  e quindi 
il  suo  prodotto  per  U,  ossia  il  valore  del  polinomio,  sarà  sempre 
dello  stesso  segno  di  U,  eh’ è l'ultimo  termine  del  polinomio. 


349.  Per  la  prima  parte  di  questo  teorema,  affinchè  il  poli- 
nomio sia  del  segno  del  primo  termine,  il  valore  di  x dev’esser 
tale  che  renda  il  primo  termine  maggiore  della  somma  di  tutti  gli 
altri;  c per  la  seconda  parte,  affinchè  il  polinomio  sia  del  segno 
dell’ultimo  termine,  il  valore  di  x dev’esser  tale  che  renda  l'ul- 
timo termine  maggiore  della  somma  di  tutti  i precedenti.  Vediamo 
come  si  possano  determinare  questi  valori  di  x. 

Per  la  prima  parte  del  teorema  , dovendo  essere  il  primo  ter- 
mine maggiore  della  somma  di  tutti  gli  altri,  il  valore  di  x deve 
soddisfare  all'ineguaglianza 

(5)  z">  P-ri"-1  + Qx1"-*  + ....  +Tx-f  U. 
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Sfi  rappresentiamo  con  S il  valore  assoluto  del  massimo  coefficiente! 
sarà  evidentemente  : 

Sxm-i+Sx’"-s,-i- . • • +Sx-t-S>Pj*-14-Qx^-*+. . . +T*+U. 
Dunque  se  determiniamo  un  valore  per  x tale  da  soddisfare  alla 
ineguaglianza 

(6)  £";>  . . .-hSs-l-S  , 

con  più  ragione  questo  valore  di  x soddisferà  alla  prima  (5). 

Or  quest'ultima  ineguaglianza  (6)  si  può  mettere  sotto  questa  forma 

xm>  S(xm—1-f-  . . . , + x + 1)  { 

ed  è facile  osservare  che  la  quantità 

racchiusa  tra  lo  parentesi  rappresenta  una  progressione  per  quo- 
ziente, che  ha  per  primo  termine  1,  per  quoziente  x,  e per  1 ultimo 
termine  a:”*-1.  Dunque  per  avere  la  somma  di  questa  quantità , 
nella  formola  (5) 

lq  — a 
?— 1 

trovata  al  num.  231  faremo  a— 1,  q—x,  ed  l=a;m— e si  avrà 

xm — 1 
aT^T  ’ 

per  la  somma  cercata.  Sostituendo  questo  valore  si  ottiene 

*”>s(£t)’  ossia 

Questa  ineguaglianza  resta  evidentemente  verificata  quando  si  fa 

o pure 

ossia  quando  si  ha 

S=x — 1 , ovvero  SO — 1 , 
dalle  quali  si  ricava 

j»=S-t- 1 , o pure  ai^S-4-1. 

Dunque:  sostituendo  nel  polinomio  in  luogo  di  x il  valore  asso- 
luto del  massimo  coefficiente , accresciuto  dell  unita , o pure  qua- 
lunque altra  quantità  maggiore  di  questa , il  solo  primo  termine 
del  polinomio  risulterà  maggiore  della  somma  di  lutti  gli  altri. 

350.  Per  la  seconda  parte  del  teorema,  dovendo  essere  l’ultimo 
termine  del  polinomio  maggiore  della  somma  di  lutti  gli  altri  , 
è chiaro  che  il  valore  di  x dev’ esser  tale  da  soddisfare  a questa 
ineguaglianza 

t7)  U > Tx  + P*”-1  ■+■  ■*m* 
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Rappresentando  con  S il  valore  assoluto  del  massimo  coefficiente, 
sarà  chiaramente 

Sx  Sx’’l-1-4-Sxm;>Tx-l- Qxn*-3-HPxm-1-+-xm  : 

onde  se  si  determina  per  x un  valore  tale  da  verificare  questa 
ineguaglianza 

(8)  li>Sx-s-,  • . .Sxm-a~i-Sx’n-,-t-Sxm 

con  più  ragione  questo  stesso  valore  di  x verificherà  la  prima  (7). 
Or  quest’ ultima  ineguaglianza  (8)  si  può  scrivere  cosi 

U>Sx(l  -+-• . . .xm_ 1 3-Hxm-ì-t-xm— : ') , 

ma  abbiamo  veduto  che  la  quantità  tra  parentesi  esprime  una  prò- 

• Xm 1 1 - njffl 

gressione  per  quoziente  la  cui  somma  ò . dunque 

sostituendo  verrà 

ovvero 

’ che  col  dividere  ambo  i membri  per  U diventa 

E questa  condizione  rimane  evidentemente  verificata  quando  si  fa 

Sx  . S*  , 

D(l— x)  1 ’ ° pUre  U(l-x)<1; 

dunque  dovrà  essere 

Sx=U — Ux,  o pure  Sx<^U — Ux, 
dalle  quali  si  ricava 

ed  X<5^U‘  p] 

Dunque  : se  in  un  polinomio  si  sostituisca  in  luogo  di  x la  fra- 
zione che  ha  per  numeratore  r ultimo  termine  , e per  de  nomina- 
tore il  valore  assoluto  del  massimo  coefficiente , accresciuto  dello 
stesso  ultimo  termine , o pure  qualunque  altro  valore  minore  di 
questa  frazione,  risulterà  l'ultimo  termine  del  polinomio  maggiore 
della  somma  di  tutti  gli  altri. 

351.  Teorema  11.  In  un  polinomio  intero  rispetto  ad  x è sem- 
pre possibile  di  far  variare  x in  modo  che  la  variazione  che  ri- 
ceve il  polinomio  sia  minore  di  ogni  grandezza  <* , per  quanto 
piccola  si  vorrà. 

Rappresentiamo  con  f(x)  il  polinomio  dato,  c con  h un  valore 
qualunque  di  x;  sarà  f{h)  il  valore  che  assume  il  polinomio  quando 


Digìtized  by  Google 


— 304  — 

si  fa  x—h.  Ora  nel  polinomio  f{x)  messo  h + y in  luogo  di  x, 
si  ha  pel  Teorema  di  Taylor 

f(h+y)=f{h)+f'{h)y+~r'(h)y'-b  j-^3  f "(%*4 V’*. 

e quindi  sarà 

f[h+y)—fh)—f,(h)y+^f''{h)yt+j-~f'l’{h)y1-t \-ym. 

In  questa  eguaglianza  il  primo  membro  f{h-hy)—f{h)  esprime 
l'aumento  che  riceve  il  polinomio,  quando  il  valore  h della  va- 
riabile x si  aumenta  di  y , dunque  anche  il  secondo  membro  espri- 
me questo  aumento  ; e perciò  si  tratta  di  determinare  per  y un 
valore  da  rendere 

«>f  (%+ 0/w-4-  • • +»”• 

or  questa  ineguaglianza  rimane  soddisfatta  quando  nel  polinomio 

yn+-  • • + oTW+r(*l»+«. 

si  assegni  ad  y un  valore  tale  che  renda  1’  ultimo  termine  mag-  • 
giore  della  somma  di  tutti  i precedenti.  Quindi  nella  formola  (9) 
del  teorema  precedente  facendo  U=«,  si  ha 

Dunque  per  quanto  piccola  che  sia  la  quantità  « si  potrà  sempre 
calcolare  un  valore  di  y tale,  che  facendo  variare  x per  intervalli 
eguali  0 minori  di  y,  l'aumento  del  polinomio  risulti  minore  di  «. 

352.  Segue  da  questo  teorema  che  facendo  variare  x per  gradi 
piccolissimi , anche  i risultamenti  del  polinomio  varieranno  per 
gradi  piccolissimi , e perciò  ad  un  aumento  piccolissimo  che  si 
fa  ad  un  valore  di  x , corrisponderà  sempre  un  aumento  picco- 
lissimo del  polinomio. 

Dunque  : se  in  un  polinomio  intero  rispetto  ad  x,  si  fa  variare  x 
in  un  modo  continuo  da  — 00  a -t-00,  anche  il  polinomio  dovrà 
variare  in  un  modo  continuo  da  — 00  »+«• 

Dunque:  ogni  polinomio  intero  è una  funzione  continua. 

LEZIONE  VH. 

Delle  equazioni  binomio  fino  a quelle  di  sesto  grado  inclusive. 

353.  Prima  di  occuparci  delle  equazioni  binomie  dimostreremo 
un  teorema  che  interessa  non  solo  per  quello  che  dobbiamo  esporre, 
ma  ancora  per  le  sue  applicazioni  nelle  diverse  teoriche  dell’algebra. 

Teorema.  La  differenza  delle  potenze  simili  di  due  quantità  è 
sempre  divisibile  per  la  differenza  delle  due  quantità. 
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Sieno  x ed  a due  quantità,  dico  che  x”‘ — a'“  è divisibile  per  x — a. 
In  fatti  facendo  la  divisione  si  trova 


xm — am 

1 .*  resto  nxm~l — a’“ 


.r"'— i-f-d.c'''— 


2.*  resto  a*xm— 1 — am 

— a’xm-s4-a5xm-:' 


3.*  resto  a‘xm~ 3 — a”* 


ultimo  resto  a”'x° — a”'. 

Esaminando  questa  divisione,  si  vede  chiaramente  che  i resti 
o dividendi  successivi  sono  binomi  che  hanno  tutti  per  secondo 
termine  — am,  e che  nel  primo  termine  di  ciascuno  di  essi  l’espo- 
nente di  x va  diminuendo  di  una  unità  ad  ogni  divisione,  mentre 
quello  del  suo  coefficiente  a va  crescendo  di  una  unità.  È poiché 
il  divisore  non  ha  che  la  prima  potenza  di  x,  perciò  l’operazione 
dovrà  continuarsi,  tino  a che  le  successive  divisioni  avranno  an- 
nullato l'esponente  che  ha  x nel  dividendo,  ed  allora  si  avrà  un 
resto  il  cui  primo  termine  conterrà  l’x  con  l’esponente  zero,  ed 
il  suo  coefficiente  a con  l’esponente  m;  di  modo  che  questo  resto 
sarà  amx° — am,  che  a causa  di  x°=\,  si  riduce  ad  a"' — am=0, 
e perciò  la  divisione  si  farà  esattamente. 

Nel  quoziente  i termini  sono  tutti  positivi  ed  hanno  per  coeffi- 
ciente numerico  l’unità.  Gli  esponenti  di  x vanno  diminuendo  di 
•na  unità,  e quelli  di  a vanno  crescendo  di  una  unità.  L’ultimo 
termine  sarà  am— 1 , perchè  esso  deve  esser  tale  che  moltiplicato 
per  — a,  ultimo  termine  del  divisore,  riproduca  — a”*,  ultimo 
termine  del  dividendo. 


354.  Corojxario  I.  Sia  m un  numero  pari,  rappresentato  da  2 n, 
l’espressione  xm — a’n  diventa 

x** — a*  n=(a;*)’* — (a*)" , 
e facendo  x*=x'  ed  ua=a’, 

questa  diventa  x'" — a'*,  che  pel  teorema  dimostrato  sarà  divisibile 
per  x' — a';  onde  anche  x™ — aa"  sarà  divisibile  per  x 2 — a*;  ma 
x * — a*  ha  per  fattori  a + a ed  x — a (».  33),  dunque  x“‘ — a*“ 
avrà  per  divisori  x-ha  ed  x — a,  cioè  a dire  che 

La  differenza  delle  potenze  pari  e simili  di  due  quantità,  è divi- 
sibile per  la  somma,  e per  la  differenza  delle  due  quantità. 


555.  Corollario  li.  Sia  m un  numero  impari  rappresentato 
xm a'n  -eto-t-l (jìn  + 1 

da  2n  + l,  l’espressione  diventa  , che  pel 

teorema  dimostrato  deve  dare  un  quoziente  intero.  Ora  se  in  questa 
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£Ì«+i4.a*<M-i 

frazione  mettiamo  — a in  luogo  di  a , si  ottiene  , 

la  quale  dovendo  dare  un  quoziente  intero  , fa  vedere  che  a;-t-a 

divide  cioè  a dire  che 

La  somma  delle  potenze  impari  e simili  di  due  quantità,  è di- 
visibile per  la  somma  delle  due  quantità. 

336.  Premesso  quanto  precede  occupiamoci  ora  delle  equazioni 
binomie. 

Si  chiamano  equazioni  binomie  quelle  equazioni  che  sono  com- 
poste da  una  sola  potenza  dell’ incognita,  c da  quantità  note.  Segue 
da  questa  definizione  che  tutte  le  equazioni  binomie  possono  met- 
tersi sotto  la  forma 

(1)  xm=pA=0. 

Sia  in  questa  equazione  A una  quantità  reale  , ed  indichiamo 

con  a la  radice  aritmetica,  ossia  il  valore  numerico  di  I^A,  sarà 

a — l^A , e perciò  am=A. 

Nell’equazione  proposta  mettendo  a’n  in  luogo  di  A,  si  ottiene 

xmzf:am=0 , 

e facendo 

(2)  x—ay, 

. , -«..m -hi n 

si  ha  a U 4-a  — ” > 

i clic  diviso  per  om  diventa 

(3)  . 

Onde  si  avranno  le  radici  della  proposta  (1)  con  moltiplicare  per  et, 
ossia  per  l/'A  le  radici  di  qucst’ullima  (3). 

c 337.  L’equazione  y”*:pl  = 0,  a causa  del  doppio  segno  si  di- 
* vide  nelle  due 

(4)  ym—  t=o, 

ed 

(5)  ym -f-i=0. 

E poiché  i diversi  valori  che  potrà  avere  y debbono  esser  tali  che 
elevati  alla  potenza  m facciano  4-1  nella  prima,  e — 1 nella  se- 
conda di  queste  equazioni , perciò  i valori  di  y della  prima  si 
chiamano  le  radici  di  più  l'unità,  e quelli  di  y della  seconda  le 
radici  di  meno  l'unità. 

358.  Quando  m ò impari,  l’equazione  ym — 1 = 0,  non  potrà 
avere  rodici  negative,  perchè  mettendo  in  luogo  di  y una  quantità 
negativa,  il  primo  membro  diventa  la  somma  di  due  quantità  ne- 
gative, e non  può  ridursi  a zero. 

La  stessa  equazione  non  ammette  che  la  sola  radice  positiva  4-1, 
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percbè  qualunque  altra  quantità  positiva,  maggiore  o minore  di  1, 
elevata  alla  potenza  m,  non  può  distruggere — 1.  Dunque  l’equa- 
zione ym — 1 = 0,  quando  m è impari,  ha  una  sola  radice  reale, 
eh’  è 1 , e tutte  le  altre  per  conseguenza  immaginarie. 

359.  Pel  teorema  dimostrato  la  quantità  ym — 1 può  dividersi 
per  y — 1,  onde  il  primo  membro  «dell' equazione  y™ — 1=0,  può 
mettersi  sotto  la  forma 

(y— — t-y+-i)=o , 

e quindi  può  essere  soddisfatta  mettendo  ciascun  fattore  eguale  a 
zero.  Per  il  primo  fattore  si  ha  y — 1=0,  da  cui  y=l,  valore 
che  già  si  conosceva;  per  l'altro  fattore,  si  trova 

(6)  ym-,4-ym_*4-ym-34- 4- y 4- 1 = 0, 

le  cui  radici  saranno  anche  radici  dell’altra  ym — 1=0. 

Or  questa  equazione  (6)  non  può  avere  radici  positive,  perchè 
mettendo  in  luogo  di  y una  quantità  positiva  , il  primo  membro 
diventa  la  somma  di  m quantità  positive  , e non  può  ridursi  a 
zero.  Ma  non  può  avere  nè  anche  radici  negative,  perchè  la  (4) 
non  le  ammette;  dunque  essa  avrà  tutte  le  radici  immaginarie.  Onde 
l'equazione  (6)  contiene  tutte  le  radici  immaginarie  della  (4). 

300.  Nella  ipotesi  che  m sia  impari,  perchè  l'equazione  ym4-l=0 
si  trasforma  nell’altra  ym — 1 = 0,  con  mettere  — y in  luogo  di  y, 
perciò  le  radici  di  queste  due  equazioni  sono  eguali  e di  segno 
contrario,  e per  conseguenza  l'equazione  ym 4- 1=0  avrà  una  sola 
radice  reale , che  è — 1 , e tutte  le  altre  immaginarie. 

361.  Se  poi  l’esponente  m è pari,  facendo  *n  = 2n  , l’equa- 
zione (4)  diventa  yin  — 1=0,  la  quale  avendo  il  primo  membro 
divisibile  per  y* — 1 (n.  334),  potrà  mettersi  sotto  la  forma 

(ya — l)  (ySn-i4-  y*“~44-  y*»-«-t- 4-  y*-t- 1)=  o. 

Posto  il  primo  fattore  eguale  a zero,  si  ha  y* — 1 = 0,  c perciò 
y = ± 1 ; messo  poi  eguale  a zero  l’ altro  fattore  , si  ha  l' equa- 
zione 

yìn—ì^.  yÌK— 1_|_  jySd-6-f. . . . . -f-  ya4-  1 = 0 , 

le  cui  radici  non  possono  essere  che  immaginarie,  perchè  essendo 
i termini  positivi,  e gli  esponenti  di  y tutti  pari,  qualunque  quan- 
tità , positiva  0 negativa  che  si  metta  in  luogo  di  y , il  primo 
membro  diventa  la  somma  di  più  quantità  positive,  e non  può  ri- 
dursi a zero.  Dunque  l'equazione  y*" — 1 = 0 ha  due  sole  radici 
reali  4-1,  e — 1 , e tutte  le  altre  immaginarie. 

362.  Nel  caso  di  m = 2n,  l’equazione  (3)  diventa  y1"4-l  = 0, 
ed  avrà  tutte  le  radici  immaginarie,  dacché  per  qualunque  quan- 
tità, positiva  0 negativa  che  si  metta  in  luogo  di  y,  il  termine  yin 
è sempre  positivo,  c perciò  y2,,-t-  1 non  può  ridursi  a zero. 
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363.  Vediamo  ora  come  si  risolvano  le  equazioni  binomio  , 
quando  non  eccedono  il  sesto  grado. 

Sia  «i=l,  le  equazioni  y — 1 = 0,  ed  y -t- 1 = 0 danno  y=l 
ed  y = — 1. 

Se  w = 2,  Inequazioni  y* — 1=0  ed  y*-(-l=0  risolute,  dan- 
no y=±l,  ed  y=±l/ — -1. 

Se  «i  = 3,  le  due  equazioni  yJ — 1=0  ed  y’-4-l=0  perché  di 
grado  impari  avranno  le  radici  eguali  e di  segno  contrario  (n.  360), 
e perciò  basterà  risolvere  solamente  la  prima. 

Ora  pel  teorema  dimostrato  y‘ — 1 è divisibile  per  y — 1,  e per- 
ciò l'equazione  y’ — 1=0  potrà  scomporsi  in 

(y— i)(yaH-y+i)  = o. 

Posto  il  primo  fattore  eguale  a zero,  si  ha  y — 1=0,  e quindi 
y=ì  ; messo  poi  l'altro  fattore  eguale  a zero,  si  ha  l’cquazioue 
di  secondo  grado 

y“-t-  y ■+■  1 = 0 , 

che  risoluta  dà 


.1+1  t/Z 3=--<d=j<— ? 

2~2^  ó~  2 ’ 


e perciò  le  tre  radici  della  proposta  equazione  y5 — 1=0,  sono 


y=i  • V— 


— l+l/=3 


ed  y: 


e per  conseguenza  sono  le  tre  radici  cubiche  dell'unità. 

Dinotando  con  « una  di  queste  due  radici  immaginarie,  la  pri- 
ma, per  esempio,  ossia  facendo 


sarà  l'altra 


— 1+1/—3 


— 1—  V— 3 


e perciò  le  tré  radici  cubiche  dell’unità  possono  essere  rappre- 

sen,ate  da  , # 

i , « . c< 

Quindi  le  tre  radici  dell’equazione  y5-f-l=0,  come  eguali  e 
di  segno  contrario  a queste  trovate,  saranno 


y= — 1 > V- 


, ed  y = ; 


1 -4- 1/— -3 


ovvero  — 1,  — «,  — , 

che  sono  le  tre  radici  cubiche  di  — 1. 

Sia  m=4,  l’equazione  >/ — 1=0  sarà  divisibile  per  \f — 1 (n.  354), 
e quindi  potrà  scomporsi  in  (y’ — l)(y*4-  1)=0.  Messo  il  primo 


».  «Ve 
* 


Digitized  by  Google 


309  — 


fattore  eguale  a zero,  si  ha  if — 1 = 0,  e perciò  y = ±l.  Posto 
poi  l'altro  fattore  eguale  a zero  si  ottiene  y*4-l  = 0,  che  darà 
0=±.l/ — Ì.  Onde  le  quattro  radici  di  y 4 — 1=0  sono 


0=1,  y=— 1,  y=l/— i,  y=— V—  1. 

Sia  inoltre  l'equazione  y4-)-l=0;  questa  ci  dà  y4= — 1,  ed 
estraendo  da  ambo  i membri  la  radice  quadrata,  si  ha 

0*=  — V—i , 


cioè  y*=  4- 1/ — 1 ed  y%— — V—  1. 

Or  queste  due  eguaglianze  si  possono  scrivere  nel  seguente  modo: 


iV—i 


ed 


— 21/^4 


ed  accrescendo  i numeratori  de’ secondi  membri  di  1,  e di  — 1, 
,si  avrà 


. 1-4-21/ — 1 — 1 

J 2 


ed 


, 1 — 21/— 1 — 1 

y= g 


ossia 


0 ■ 


cd  y*=(lr^Eìr 


onde  prendendo  le  radici  quadrate  si  ottiene 


y=± 


1-hk^I 


cd  y=dt 


1 -1/-1 


1/2  ’ * |/2 
Dunque  le  quattro  radici  dell'equazione  y4-t-l=0,  sono 


r- 


1-t-l/— i — 1— |//'Ì  1— l/^l  — 1+1/ — 1 


Vi 


Vi 


V-2 


Vi 


Sieno  ora  da  risolversi  le  due  equazioni  di  quinto  grado 

xf — 1=0  ed  y1 4-1=0. 

Siccome  la  seconda  si  trasforma  nella  prima  con  mettere  — y in 
luogo  di  y , per  conseguenza  le  radici  della  seconda  sono  eguali 
e di  segno  contrario  a quelle  della  prima  (363) , onde  basta  risol- 
vere solo  l’equazione 

0*— 1=0 

le  cui  radici  cambiate  di  segno,  daranno  quelle  dell’altra  y‘4-l=0. 

Ciò  posto,  essendo  pel  teorema  dimostrato  y3 — 1 divisibile  per 
y — 1,  perciò  l’equazione  \f — 1=0  può  mettersi  sotto  la  forma 
(y — 1) (y*4- yJ4-  y*4- y 4- 1)  = 0 , onde  eguaglialo  a zero  ciascuno 
de’ due  fattori,  la  proposta  equazione  si  scinde  nelle  due  y — 1=0, 
cd  y44-y’ 4- y’ 4-0  4-1  = 0,  la  prima  delle  quali  dà  evidente- 
mente y = l:  resta  quindi  a risolvere  la  seconda  equazione 
* 0*4-y'4-y*4-y  4-1=0. 
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Or  questa  equazione  divisa  per  ya  diventa  y*+y+l +1+^—0, 
ossia 

(7) 

e facendo 


*+i='- 


sarà 


= v'—2. 


Con  la  sostituzione  di  questi  valori  l'equazione  (7)  si  cambia 
in  o’+e — 1=0,  che  risoluta  dà 


(8) 


— l±l/5 


Ma  dall’essere  i/+^=r,  si  ha  »/“ — ry-j— 1 = 0,  laonde  è y=- — ^ 

c messo  in  luogo  di  v ciascuno  de' due  valori  (8),  si  ottengono  i 
seguenti  risultamenti 

—l+ì/E±l/  W+wl\/—\  — 

y i » y \ • 

Dunque  le  cinque  radici  dell’equazione  ys — 1 — 0 sono  y=l , 

— iH-l/5+l/10-t-2t/5t/-^I  -1+1/3— l/10WÌI/^Ì 

y J • v—  5 


— 1— t/3+|/l0+2t^St/^Ì  —1—1/3— l/i0+2l^t/—l 

y , y= 

c quindi  quelle  dell’altra  equazione  y“+l=0  saranno  y= — 1 , 

1 _ l/5_  t/l  o+ 21/Hl/— ì _ 1 —1/3+1/ 1 0 -f-2t/«l/^ì 

y-  4 . y—  4 . 


1+1/3— t/lO+2t/ÌO/^I  1 +I/5+1/10+2I/5I/- 1 

4 . y= j 


Sia  finalmente  da  risolversi  le  due  equazioni  di  sesto  grado 

y”— 1=0  y*+ 1=0. 

Siccome  la  seconda  di  queste  si  trasforma  nella  prima  sostituendo 
j/l/ — 1 , in  luogo  di  y , cosi  è chiaro  che  le  radici  della  seconda 
si  otterranno  con  moltiplicare  ciascuna  di  quelle  della  prima  per 
V — 1:  basta  dunque  risolvere  la  sola  prima  di  queste  equazioni. 

Or  dall’essere  y* — 1=0,  si  ha  y*=l,  ed  estraendo  da’ due 
membri  In  radice  cubica , si  ottengono  i tre  valori 


»/=  1 , 


— 1+1/ — 3 
2 


. -1-1/-3 

y = 2 
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Dalla  prima  di  queste  si  ricava  j/=±l,  e siccome  la  secondasi 
può  mettere  sotto  la  forma 

2+2/33  — 3+21/ —3+1  (l+/Z5)* 

J 4 “ 4 4 ’ 

cosi  prendendo  la  radice  quadrata  di  ciascun  membro,  si  ha 

1+1/33 
*=±  S 

In  fine  il  terrò  valore  di  y“  si  riduce  ad 

2-2/33  -3-2/33+1  (i_/3B)* 

y ~ 4 4 3 * 

ed  estraendo  da  ambo  i membri  la  radice  quadrata,  verrà 

, 1-1/33 

w = ± s 

a 2 

Dunque  le  sei  radici  dell’equazione  i/ — 1=0  sono 

. , 1+1/33  — 1—1/33 

y=l,  y=— l.  y= — % — • V= § * 

-1+1/33 
2 ’ ” 2 

Moltiplicando  ciascuna  di  queste  per  / — 1 , si  avranno  le  sei 
radici  dell’equazione  y“+l  = 0,  le  quali  saranno 

s=i/=r,  s=-k=i , 9=~‘/3+*/~1,  s=±k2 +=!, 

t=±!^+Fi, 


364.  Abbiamo  qui  sopra  veduto  ( n.  566  ) che  si  ottengono  le 
radici  dell’equazione  a:m+A=0  con  moltiplicare  per  /a  quelle 
di  y"*+l  = 0:  perciò  delle  due  equazioni 

x * — A=0  ed  ./+  A = 0 : 
x — db  1-/I  ed  x=  ±/a./ — 1 


saranno 

le  corrispondenti  radici 

Le  rodici  dell'equazione  x’ — A=0  saranno 

x=l.^A,  a:=— l^-^./À,  ed  a:: 

— 

e quelle  di  :cs+A  = 0 saranno 

x = — 1 « / A , x = — ^3^-/a,  ed  x = 
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Le  radici  dell’equazione  xK—  A = 0 , 
saranno 

x—\ . i^A,  x— — x=V  — ed  x~—\/ — l.l^A- 

Del  pari  le  radici  dell'equazione 

z*+  A = 0 t 

saranno 


1 i */- 

- l/§  VX' 

* ^ +A, 

Ì-1/-1 

^__1+l/zi  ^ 

“ 1/2  ^A’ 

1/2 

Le  radici  dell’ equazione  x* — A = 0 saranno 
x = Vl, 

—1 +1/5+1/10^731/^1.» 


x = - 


^A, 


— 1 +1/5—1/  10+21/B1/ — I.vt 
x — 1 V A, 

X — | ^ A, 

^ — 1-1/5-1/104^51/^^-, 

e quelle  dell' equazione  x‘+A  = 0 saranno 

x=-iyx, 

— 1-1/5-1/10+21/Hl/— l,y- 
5 ’ 

__  —1— 1/5+1/10+21^1/^1, 

X 1 K A, 

1 +1/5— I/i0+2p1l/^ì1*/T 
x— 4 1 A, 


r__  1 +1/3+1  /10+21/i;i/— 1 j»/- 
4 


f.c  radici  dell’equazione  x“ — A=0  saranno 
x 


=l/7v,  x=-\yi,  X=  i±£=2  1/À  , z^-^Và, 


i — 1/ — 3 ,»/7  I — • ^|e/4 

x= ^ LA,  od  x= ^ LA. 
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Infine  le  radici  dell'equazione  a:<i4-A  = 0,  saranno 

x^v^y-'  \yx 

x=+^-\/-Ì  yx  , r=^l^, 
x==^ì=^»J/A.  ^ 


LEZIONE  Vili. 


Delle  equazioni  trinomio , ossia  delle  equazioni  che  si  risolvono 
come  quelle  di  secondo  grado. 


365.  Si  chiamano  equazioni  trinomie,  quelle  equazioni  ad  una 
incognita  composte  di  tre  termini , uno  noto  e due  con  l’ inco- 
gnita, ma  tali  che  in  uno  f incognita  abbia  un  esponente  doppio 
di  quello  che  ha  nell'altro. 

Queste  equazioni  si  dicono  ancora  derivative  da  quelle  di  secondo 
grado,  perchè  si  possono  risolvere  come  quelle  di  secondo  grado. 

La  forma  generale  di  questa  classe  di  equazioni  è 

(1)  xìm  + pxm-{-q  = 0. 


Se  si  fa  xm=y  , onde  ar*'“=y*,  questa  equazione  si  trasforma 
nell’altra  di  secondo  grado 

y*+py  + q=o , 

che  risoluta  darà 


E facendo 

— b+l/ìpt— ?==At  c — ip~  q—h> 

sarà  y=A,  ed  y=B.  Ma  si  è fatto  x”'  = y,  dunque  si  avrà 


(2) 

xm—A, 

(3) 

xm=B , 

che  sono  due  equazioni  binoipie , e perciò  si  ottengono  le  loro 
radici  moltiplicando  i valori  di  una  volta  pel  valore  nume- 
rico di  V A,  ed  un’altra  per  quello  di  V tì  (n.  35G). 


366.  Per  discutere  la  natura  delle  radici  dell’  equazione  propo- 
sta (1),  distingueremo  due  casi,  secondochò  m è pari  o impari. 

Lez.  di  Alg.  40 
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Se  m è pari , ed  A e B sono  reali  e positive  , ciascuna  delle 
equazioni  (2)  e (31  avrà  due  radici  reali,  eguali  e di  segno  con- 
trario, e tutte  le  altre  immaginarie  (n.  35/),  e perciò  l'equazio- 
ne (1)  avrà  quattro  radici  reali , eguali  a due  a due  e di  segno 
contrario,  e le  rimanenti  immaginarie. 

Se  A ò positiva  e B negativa,  l’equazione  (2)  avrà  due  radici 
reali  che  saranno  eguali  e di  segno  contrario  e le  altre  immagi- 
narie; e l’equazione  (3)  avrà  tutte  le  radici  immaginarie  (n.  369), 
c perciò  l’equazione  proposta  (1)  avrà  del  pari  due  radici  reali, 
eguali  e di  segno  contrario  c le  rimanenti  immaginarie. 

Se  A e B sono  entrambe  negative,  o pure  immaginarie,  tutte 
le  radici  delle  equazioni  (2)  e (3) , c per  conseguenza  tutte  quelle 
della  proposta  (1)  sono  immaginarie  (n.  362). 

367.  Se  m è impari  e A e B sono  reali  e positive , ciascuna 
delle  equazioni  (2)  e (3)  avrà  una  sola  radice  reale,  che  sarà  po- 
sitiva, e le  altre  immaginarie  (n.  363 );  c perciò  la  proposta  avrà 
due  radici  reali,  entrambe  positive,  e le  rimanenti  immaginarie. 

Se  A è positiva  e B negativa,  l'equazione  (2)  avrà  una  sola  radice 
reale,  e sarà  positiva,  e l'equazione  (3)  avrà  una  sola  radice  reale, 
c sarà  negativa  (n.  360);  e perciò  l’equazione  proposta  avrà  due 
radici  reali  di  segno  contrario,  e le  rimanenti  immaginarie. 

Se  A e B sono  entrambe  negative,  ciascuna  delle  equazioni  (2) 
e (3)  avrà  una  sola  radice  reale,  che  sarà  negativa,  e le  rimanenti 
immaginarie  (n.  360)  ; e perciò  la  proposta  equazione  (1)  avrà  del 
pari  due  radici  reali,  negative,  e le  rimanenti  immaginarie. 

Se  A c B sono  entrambe  immaginarie,  la  proposta  avrà  tutte 
le  radici  immaginarie. 


368.  Problema.  Come  applicazione  delle  equazioni  trinomie , 
proponiamoci  di  dividere  il  numero  6 in  due  fattori  tali,  che  la 
somma  de'  loro  cubi  sia  35. 

Sia  x uno  dei  fattori , sarà  ® l’ altro.  E perchè  la  somma  dei 
loro  cubi  dev’essere  33,  perciò  si  avrà  l’ equazione 


a:34-^=3o. 

x 1 


clic  si  riduce  ad  x " — 35x3-t-216=0; 


la  quale  è un'equazione  trinomia  di  sesto  grado. 

Facendo  x*—y,  e quindi  questa  equazione  si  trasforma 

nell'altra 

y" — 33y4-216=0, 

che  risoluta  dà 


3.’i  /\223  ata  35^/361  35 

y=T±y  ~a — 2,6 ^Vir^T2 


19 
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e perciò  sarà 


35  , 19  54  „ 

y=Y^=Y=27> 


ed 


10 16  _ 

2 2 


Ma  è y—x\  dunque  sarà 

x’=27  ed  x’=8; 

e poiché  i valori  numerici  delle  radici  cubiche  di  27  e di  8 sono  3 
e 2,  perciò  si  avranno  le  radici  di  queste  equazioni  con  molti- 
plicare una  volta  per  3,  ed  un’altra  volta  per  2 le  tre  radici  cu- 
biche di  -4—1  * che  sono  (n.  363)  : 

« — 1+I/H3  _ — 1— 1/^3 

*•  2 ’ e 2 


Onde  lé  sei  radici  dell’equazione 

x” — 35x5-t- 216=0, 

sono  i=lx3  , z = lx2, 


i=_MV-3x3 

*==1^3x3 


Limitandoci  alle  due  radici  reali,  saranno  3 e 2 i cercati  fattori 
di  6 ; e se  questi  fattori  si  sono  ottenuti  entrambi,  ciò  è derivato, 
poiché  potendo  x rappresentare  l'uno  0 l’altro  de’ fattori,  l’equa- 
zione ha  dovuto  comprenderli  ambidue. 

Le  radici  immaginarie  si  sono  ottenute  dacché  l’equazione  con- 
tenendo x1,  che  ha  tre  determinazioni  diverse,  fa  vedere  che  ogni 
radice  si  è venuta  a triplicare , e quiudi  l' equazione  si  è dovuta 
elevare  al  sesto  grado. 


LEZIONE  IX. 

In  qual  caso  un'equazione  si  dice  ordinata,  e che  s'intende  per 
radice  di  un'equazione.  Se  a è radice  di  un’equazione  ordinata, 
il  suo  primo  membro  è divisibile  per  .r — a.  Il  primo  membro 
di  un'equazione  ordinata  è decomponibile  in  tanti  fattori  bi- 
nomi di  primo  grado,  quanto  è il  grado  dell’equazione. 

369.  Un'equazione  algebrica  ad  una  incognita  si  dice  ordinata, 
quando  ha  tutti  i termini  in  un  membro  disposti  secondo  le  po- 
tenze decrescenti  dell’  incognita,  e ’l  primo  termine  è positivo  ed  ha 
per  coefficiente  l'unità. 

Segue  da  questa  definizione  che  ogni  equazione  ad  una  incognita, 
quando  è ordinata , deve  prendere  la  seguente  forma  : 

• x™-}-  Axm“,4-Bxn-ì-t-  Cx’"-3-i t-Tx-t-lT=0 , 
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nella  quale  l’ esponente  m , che  dinota  il  grado  dell'  equazione  è 
un  numero  intero  e positivo,  ed  i coefficienti  A,  B,  C, ...T,  U, 
sono  quantità  note. 

370.  Un’equazione  si  dice  completa  quando  contiene  tutte  le 
potenze  dell'  incognita , cominciando  da  quella  del  grado  m , e 
terminando  a quella  di  grado  zero , e per  conseguenza  contiene 
»H-1  termini;  e si  dice  equazione  incompleta,  quando  è mancante 
di  qualche  termine. 

Un’equazione  incompleta  si  mette  sotto  la  forma  di  completa, 
rimpiazzando  i termini  mancanti,  e dando  a ciascuno  di  questi  per 
coefficiente  zero.  Così  l’equazione  incompleta  x * — 3:c*  4-7=0,  si 
mette  sotto  la  forma  di  completa  scrivendola  in  questo  modo: 

a^4-0 . x' — 3o5*4-0  . x 4-7 =0. 

371.  Si  chiama  radice  di  un’equazione  ogni  quantità  positiva,  o 
negativa,  ovvero  ogni  espressione  immaginaria  che  sostituita  in  luogo 
dell’incognita  renda  il  primo  membro  eguale  al  secondo  (n.  45 ti). 

Ciò  premesso  passiamo  a dimostrare  il  seguente  teorema. 

Teorema  I.  Se  * è radice  di  un'equazione  ordinala,  il  primo 
membro  è sempre  divisibile  per  x — a. 

Sia 

(1)  . a:ro-f-Axm— 14-Bx”,-*4-Crra— 34-  • • • 4-Tx4-U=0 

l’equazione  ordinata , ò chiaro  che  per  essere  a radice  di  questa 
equazione  dovrà  aversi 

am-f-Aom— ,4-Bam-s4-Cam—34-  • . • 4-Ta4-U=0 , 
dalla  quale  si  ricava 

U= — am — A am~i — Ba"*- 4 — Cam— 3 — • . — Tu. 

Questo  valore  sostituito  neH’cquazionc  (1),  dà 

a:"*4-Axm— ' l4-Bx“— ' ì4-Cxn,—34~>  • • 

Tx — am — Aam-1 — Bam_4 — Gam— 3 — Ta=0, 

Ossia  (xm — am)-t-A(xm~1 — a1"- ,)-|-B(a:m~4 — am~4)  4- 

C(.rm~3 — a"*- 3)4--  • ..-f-T(a; — a)=0. 

Ma  i binomi  racchiusi  tra  parentesi  xm — am,  xm~i  — om~ 1 , 
a?"-4 — a’"— ì,  ec.  sono  tutti  divisibili  per  x — a (n.  553),  dun- 
que anche  il  primo  membro  dell'equazione  proposta  (1)  è divisi- 
bile per  x — a. 

372.  Per  avere  il  quoziente  di  questa  divisione , è necessario 
eseguire  la  divisione  di  ciascun  binomio  xm — a”,  xnt— *—  am~ *, 
xm— s_am— 2>  ec  per  ( x — C{j  unjrc  j quozienti  parziali,  dopo 
di  aver  moltiplicato  il  secondo  quoziente  parziale  per  A,  il  terzo 
per  B,  il  quarto  per  C,  e così  appresso. 
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In  questo  modo  operando  si  trova 

xw— -am 


x—o 
/*«-* — am”x 


v x — o ) 


cl' 


/*"•-> a™“* 


=xm~ l-4-ax»-a_|_a*£"»-J-f-  a’x,"-*-| — • am— 1 
j=  Aa;1"- *-f-Aaar™— 3+Ao'x*»— *-| — Aam— * 

Bxm  3-f- flax”1- 3 
j=  Cxm— H — Cnm— * 


*Q 


Quoziente  =xm— >+o  xm— *+  a*  x>"— 3-|-  o* 
totale  Al 


A a 
B 


Aa* 

Bo 

C 


xm  • *am — * 

A a»*— 2 
Bam~z 

CflW—4 


373.  Esaminando  la  composizione  di  questo  quoziente,  è facile 
vedere  eh’ esso  è uri  polinomio  del  grado  m — 1,  e che  il  coeffi- 
ciente di  un  termine  qualunque  si  ottiene  con  moltiplicare  quello 
del  termine  precedente  per  a/ed  unire  al  prodotto  il  coefficiente 
del  termine  che  nella  proposta  occupa  lo  stesso  posto  del  termine 
che  si  cerca  nel  quoziente.// Cosi  essendo  3 radice  dell'equazione 

x * — ìix* — 2jr-|-27x*-t -4x — 39=0 , 

il  quoziente  del  primo  membro,  diviso  per  x — 3 si  troverà  dispo- 
nendo il  calcolo  nel  seguente  modo 

Dividendo  x * — ox* — 2x*4-27x*-4-  4x — 39  Divisore  x — 3 

+3  —6  —24  H-  9 +39 
Quoziente  X* — 2x3 — 8x*-t-3x  -+-13  | Ò Resto  : 

cioè  si  scriverà  il  primo  termine  x*  del  quoziente , e siccome  il 
coefficiente  di  questo  termine  è l’ unità  , così  sotto  al  secondo 
termine  del  dividendo  si  porrà  -)-lx3=+3,  ed  ottenuto  il 
coefficiente  —2  del  secondo  termine  del  quoziente,  sotto  al  terzo 
termine  del  dividendo  si  scriverà  — 2x3  = — 6;  ed  avuto  il 
coefficiente  — 8 del  terzo  termine  del  quoziente , sotto  al  quarto 
termine  del  dividendo  si  metterà  — 8x3  = — 24,  e trovato  il 
coefficiente  3 del  quarto  termine  del  quoziente  , sotto  al  quinto 
termine  del  dividendo  si  scriverà  +3x3=+9,  everrà  il  coef- 
ficiente 13  del  quinto,  ossia  ultimo  termine  del  quoziente,  in  fine 
sotto  all'ultimo  termine  del  dividendo  si  scriverà  -1-13x3=39, 
e si  otterrà  il  resto  zero. 


( 1 ~ /*</.'/<—  /-ft- 
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374.  Allorché  a non  è radice  dell'equazione,  il  resto  che  si 
ottiene  dalla  divisione  non  è zero,  ma  ò il  valore  che  prende  il 
primo  membro  dell'equazione,  quando  in  esso  si  fa  x — a. 

In  fatti  sia  f[x)= 0 la  data  equazione;  dividiamo  il  suo  primo 
membro  f(x)  per  x—a,  e dinotiamo  il  quoziente  con  r(x)  ed  il  resto 
con  R.  Óra  il  divisore  x — a contiene  x al  primo  grado,  il  resto  R 
sarà  dunque  indipendente  da  x,  e perciò  sarà  una  quantità  costante. 
In  oltre  per  la  natura  della  divisione  abbiamo  ({ x)=?(x)(x — a)-t-R, 
e questa  eguaglianza  deve  verificarsi  per  qualunque  valore  che  si 
assegni  ad  x.  Metliamo  dunque  a in  luogo  di  x,  avremo 

f\à)—?[a){a  — a)  + R, 

che  per  essere  a — a = 0 si  riduce  a = R;  ma  R è il  resto 
della  divisione,  c f(a)  è il  valore  del  primo  membro  della  proposta 
quando  si  fa  x = a;  dunque  il  resto  R è il  valore  che  prende  il 
primo  membro  quando  si  fa  x=a. 

Cosi  non  essendo  2 radice  dell’equazione  x* — 3x*+7=0,  il 
resto  che  si  ottiene  dividendo  il  primo  membro  per  x — 2 sarà 
il  valore  eh’ esso  assume  quando  si  fa  x=2,  come  risulta  dall'ope- 
razione qui  eseguita. 

Dividendo  x*-t-0.x* — 3x*H-0.x-i-7  Divisore  x— 2 

_ 2 4 2 4 

Quoziente  x5-f-2x*  +x  + 2 | ll=resto: 

il  quoziente  è dunque  x,-t-2xl‘-t-x-t-2,  ed  il  resto  li  dinota  il 
valore  che  prende  il  polinomio  x* — 3x’-+-7  quando  si  fa  x=2. 

Segue  da  ciò  che  per  conoscere  il  resto  che  dà  un  polinomio 
allorché  si  divide  per  x — a,  basta  trovare  il  valore  che  prende 
questo  polinomio  quando  si  fa  x=a.  Reciprocamente  per  conoscere 
il  valore  che  prende  un  polinomio  quando  si  fa  x=a,  basta  trovare  il 
resto  che  dà  lo  stesso  polinomio  allorché  si  divide  per  x — a. 

37o.  Teorema  li.  Il  primo  membro  di  un' equazione  ordinala  è 
sempre  decomponibile  in  tanti  fattori  binomi  di  primo  grado,  quanto 
è il  grado  deW equazione. 

Quantunque  si  possa  rigorosamente  dimostrare  che  ogni  equa- 
zione ha  necessariamente  una  radice  sia  reale  o immaginaria,  pure 
non  istimiamo  la  dimostrazione  così  elementare  da  potersi  esporre - 
in  queste  nostre  lezioni.  Ci  contenteremo  dunque  di  ammettere  come 
principio  che  ogni  equazione  ha  una  radice,  ed  in  seguito  avremo 
occasione  di  verificarlo  sulla  maggior  parte  delle  equazioni. 

Ciò  posto,  rappresentiamo  con  f(x)= 0 l'equazione  data,  questa 
ammetterà  una  radice;  sia  a questa  radice  : pel  teorema  dimo- 
strato il  primo  membro  f[x)  sarà  divisibile  per  x — a,  ed  il  quo- 
ziente sarà  un  polinomio  del  grado  m — 1 : si  avrà  dunque 

(2)  f(x)—{x — a)  (xm-,-t-  ce.). 

Eguagliando  a zero  il  polinomio  xm~ \'xm~~ *-+-ec.  si  ottiene 
un'equazione  che  avrà  anche  una  radice.  Sia  b questa  radice;  il 
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polinomio  a'»-* -+-A'*"— *4-ec.  sarà  divisibile  per  x — b,  ed  il 
quoziente  sarà  un  polinomio  del  grado  m — 2,  e si  avrà 

am— 1+ A'xm— *-t-  ec.  =(x — b)  [xm~~+  \"xm—: *4-  ec.) 
e perciò  l'equazione  (2)  diventa 
(3)  f(x)=(x — a)  (x—b)  (am-*-f-A"xm— 3-h  ec .). 

Eguagliando  a zero  il  polinomio  xm~' ì-\-X"xm— 3-)-cc.,  si  ha  un’altra 
equazione,  che  pure  deve  ammettere  una  radice  ; sia  c questa  ra- 
dice : il  polinomio  a;m—: *-f-A"a:m— 3-f-cc.  sarà  divisibile  per  x — c, 
ed  il  quoziente  sarà  un  polinomio  di  grado  m — 3,  e perciò  si  avrà 

xm—\ i-f-A"am"3-t-eC.  =(x— c)(am—3-i-A"'xm~l-+-ec.) , 
e quindi  l'equazione  (3)  diventa 

f(x)=(x — a)  (x—b)  (x — c)  (x’n~3-+-A"'a,n— ‘-+-  ec.). 

Continuando  nello  stesso  modo  fino  a che  l'ultimo  quoziente  sia 
un  binomio  di  primo  grado  x — l risulterà 

f(x)=(x — a)  (x — 6)  (x — c)  (x — d) (x— -T) , 

cioè  che  il  primo  membro  f(x)  dell'equazione  data  si  è decomposto  in 
tanti  fattori  binomi  di  primo  grado,  quant'èil  grado  dell'equazione. 

Dimostriamo  ora  che  oltre  a questi  divisori , non  vi  è altro 
binomio  di  primo  grado  che  possa  dividere  f(x). 

Se  è possibile  abbia  f(x)  un  altro  divisore  binomio  di  primo 
grado  x — * diverso  dagli»»  divisori  trovati,  x—a,x — b,x — c,...., 
(x—l),  ed  indichiamo  con  a:m— ,-t-Px’n— *+Qa;m-3-+-ec.  il  quoziente 
della  divisione  ; sarà  pel  primo  teorema  dimostrato 

f(x)—(x — «)  S+Qxm— 3-f-  ec.)  ; 

ma  è f(x)=(x — a)  (x — b)(x — c) (x — t) , 

dunque  sarà 

(x — a)(x — b)(x — c). . ..(x — !)= (x — a)(xm~ 1 -f-Pa;”1- S-+-Q.rm— 3 4-  ec.). 

Facendo  in  questa  equazione  x= <* , si  avrà 

(a  — a)  (a — b)  (<* — c) ....  (<* — I) =(a — a)  (am— *-f-  P«"‘— *-f-  Qa”‘— 3_f-  ec . ), 

eh’  è un’  eguaglianza  impossibile  a verificarsi  , dacché  il  primo 
membro  non  potendo  ridursi  a zero  per  essere  « diverso  da  a,b,c...ì, 
non  può  eguagliare  il  secondo  membro  che  svanisce  a causa  del 
fattore  nullo  <*—<*. 

Dunque  è impossibile  che  f(x)  abbia  altri  divisori  di  primo  grado 
diversi  dagli  m divisori  trovati. 

376.  Corollario  1.  Segue  da  ciò  che:  la  scomposizione  del  pri- 
mo membro  di  un'  equazione  in  fattori  di  primo  grado  non  può 
farsi  che  in  una  sola  maniera. 

Corollario  II.  Nell’equazione 

% f(x)=(x  — a)(x  — b)(x—c) (x — l) . 
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se  in  luogo  di  x mettiamo  successivamente  ciascuno  degli  m va- 
lori a , b , e ì,  il  secondo  membro  diventa  zero,  onde  anche  f(x) 

per  ciascuna  di  queste  sostituzioni  diventerà  zero,  e perciò  le  quan- 
tità a ,b  , c i sono. radici  dell’equazione  f[x)  = 0;  ma  queste 

quantità  sono  .di  numero  m,  e non  possono  essere  più  di  m,  dunque: 
Un’equazione  ha  sempre  tante  radici,  e non  più,  quant’è  il  suo  grado. 
Corollario  III.  Poiché  ciascuno  de’binomi  di  primo  grado  x — a, 

x — j t x — c, x — l,  divide  il  primo  membro  dell'equazione 

proposta  , ne  segue  che  se  questi  fattori  si  moltiplicano  a due  a 
due,  i prodotti  di  secondo  grado  che  risultano  saranno  anche  di- 
visori del  primo  membro  della  proposta  equazione,  ed  il  loro  nu- 
mero sarà  quanto  quello  delle  combinazioni  di  m lettere  prese  a 
due  a due.  Dunque  un'equazione  del  grado  m ammette  tanti  di- 
visori di  secondo  grado , quant'  è il  numero  espresso  dalla  for- 
inola (n.  503) 

m (m  — 1) 

1.2  ' 


Combinando  gli  stessi  fattori  x — a,x  — b , x — c....x — l a tre 
a tre , si  trova  che  il  numero  de’  divisori  di  terzo  grado  sarà  dato 
dalla  formolo 

m (m — 1)  (m— 2) 

1.2.3 


Per  la  stessa  ragione  il  numero  de"  divisori  di  quarto  grado  sarà  quanto 
m (m  — 1)  (m  — 2)  (m  — 3) 

1.2. 3. 4 


e cosi  proseguendo. 

Per  esempio:  l’equazione  di  quarto  grado 

x*—  1 Ox’-f-  35**—  50x  4-  24 = 0 , 

il  cui  primo  membro  risulta  dal  prodotto  de'  quattro  fattori  bi- 
nomi di  primo  grado  (x — l)(x — 2)(x — -3)(x — 4),  ammetterà 
4 3 

5-^=6  fattori  di  secondo  grado,  e questi  sono: 

1 ■ 4 


(x— l)(x— 2), 
(x—  l)(x—  3) 
(x—  l)(x— 4) 
(x — 2)  (x — 3) 
{x — 2)  (x — 4) 
(x— 3)  'x — 4) 


ossia  x* — 3x-f-  2 , 
x* — 4x4-  3 , 
x‘ — 5x4-  4 , 
x* — 5x4-  6 , 
x* — 6x4-  8 , 
xm— 7x4-12. 


Essa  ammette  ancora 


4.3.2 

1.2.3 


=4  divisori  di  terzo  grado,  e questi  sono: 


(x — 1)  (x — 2)  (x — 3)=x’ — 6x*4-1  lx — 6 
(x — 1)  (x— 2)  (x— 4)=x* — 7x*4-14x — 8 
(x — \)  (x— 3)  (x— 4)=x‘— 8x*4-19x — 12 
(x— >2)  (x— 3)  (x— 4)— x’— 9x*4-26x— 24. 
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In  fine  essa  ammette  ^ | 3 4 — I divisore  di  quarto  grado,  di  ' è 

il  prodotto  di  quattro  fattori  (x — l)(x — 2)(x — 3)(x — 4) , cioè 
Jo  stesso  polinomio  che  forma  il  primo  membro  dell’  equazione 
proposta. 


LEZIONE  X. 


Teoremi  che  stabiliscono  la  esistenza  delle  radici  reali. 

377.  Prima  di  esporre  i teoremi  che  stabiliscono  la  esistenza 
delle  radici  reali , conviene  premetterne  due  altri  che  serviranno 
loro  di  lemmi. 

Teorema  I.  Due  numeri  p e q che  sostituiti  successivamente  nel 
primo  membro  di  un'  equazione  danno  risultamenti  di  segno  con- 
trario, dovranno  comprendere  almeno  una  radice  reale. 

Rappresentiamo  con  f(x)  = 0 l’equazione,  c supponiamo  che 
sia  p<.q,  c che  x=p  dia  il  risultamento  negativo  — P,  ed  x = q 
il  risultamento  positivo  -4-Q.  Se  facciamo  variare  x in  un  modo 
continuo  da  p fino  a q,  anche  f{x\  ch’è  una  funzione  continua  di  x 
dovrà  variare  in  un  modo  continuo,  andando  da  — P avuto  da  x—p, 
fino  a -j-Q  ottenuto  da  x—q  (n.  53 7);  e siccome  una  funzione 
continua  non  può  passare  da  un  valore  ad  un  altro,  se  non  passa 
per  tutti  i valori  intermedi,  perciò  f(x)  deve  necessariamente  pas- 
sare pel  valore  intermedio  zero.  Dunque  f[x)  diventa  zero  per  un 
valore  di  x compreso  tra  p e q;  c perciò  tra  p e q si  comprende 
almeno  una  radice  reale  dell’equazione  f\x)=  0. 

Teorema  II.  Se  si  sostituiscano  nel  primo  membro  di  un'equa- 
zione due  quantità  p e q che  comprendano  un  numero  impari  di 
radici  reali,  i due  risultamenti  saranno  di  segno  contrario  : e se  le 
due  quantità  p e q non  comprendano  alcuna  radice  reale , 0 che 
ne  comprendano  un  numero  pari,  i due  risultamenti  saranno  del 
medesimo  segno. 

Sia  f{x)= 0 la  data  equazione,  c supponiamo  p<^q.  Se  p e q 
non  comprendono  alcuna  radice  reale  di  questa  equazione,  i due 
risultamenti  che  si  ottengono  con  sostituire  successivamente  p e q 
in  luogo  di  x saranno  del  medesimo  segno  ; dacché  se  fossero  di 
segno  contrario,  allora  pel  teorema  precedente  le  due  quantità  p e q 
comprenderebbero  almeno  una  radice  reale  dell’  equazione,  il  che 
è contrario  all’ ipotesi. 

Supponiamo  ora  che  p e q comprendano  delle  radici  reali , e 

queste  sieno  a ,b  , c k.  Il  polinomio  f(x)  sarà  divisibile  per 

• x — a , x — b , x — c x — k (n.  57/)  e quindi  sarà  divisibile 

pel  loro  prodotto  (x — a)(x — b\(x — c) (x — k ).  Rappresentiamo 

con  o(x)  il  quoziente  di  questa  divisione,  sarà  perciò 

• f(x)=(x—a)(x — 5)  (x — c) (x — k)f(x) , 

I.ez.  di  Alg.  41 
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c t{x)  sarà  il  prodotto  de'  fattori  corrispondenti  alle  radici  non 
comprese  tra  p c q. 

Se  in  questa  eguaglianza  si  fa  successivamente  ar=p  ed  x =q, 
si  avrà 

(7)  f(p)=(p—a)  (p—b)  (p—c) (p— k)f  (p) 

(8)  fi<Ì)  =(?—«)  (?— *)  (?— c) (?— *M?)  • 

nelle  quali  i fattori  yfp)  e ?(q)  saranno  del  medesimo  segno,  dac- 
ché se  fossero  di  segno  contrario , pel  teorema  precedente  l’equa- 
zione f(x)=0  avrebbe  una  radice  compresa  tra  p e q che  sarebbe 
anche  radice  dell’equazione  proposta  f{x)= 0,  ed  allora  non  sa- 
rebbero a ,b , c k le  sole  radici  di  questa  equazione  compresa 

tra  p e q , come  vuole  la  ipotesi.  Dunque  questi  fattori  ?(p)  e ?{q) 
sono  del  medesimo  segno.  Da  un'  altra  parte  essendo  le  radici 

a , b , c, k comprese  tra  p e q,  e quindi  tutte  maggiori  di  p, 

e tutte  minori  di  q , i fattori  p — a,  p — 6,  p— c,....p — k sa- 
ranno tutti  negativi,  ed  i fattori  q — a,  q — b,  q — c,....q  — k 
tutti  positivi.  Dunque  se  il  numero  di  questi  fattori,  e quindi  il 
numero  di  queste  radici  è impari,  i prodotti  (7)  ed  (8)  e per  con- 
seguenza anche  fp)  e f(q)  saranno  di  segno  contrario  ; e se  il  nu- 
mero di  queste  radici  è pari,  gli  stessi  prodotti,  e quindi  f( p)  e f{q) 
saranno  del  medesimo  segno. 

378.  Corollario.  Come  conseguenza  del  teorema  dimostralo  se 
ne  deducono  questi  altri  due. 

Teorema  IH.  Se  due  quantità  sostituite  nel  primo  membro  di 
un'  equazione  danno  risultamenti  di  segno  contrario,  esse  compren- 
deranno un  numero  impari  di  radici  reali. 

Poiché  se  ne  comprendessero  un  numero  pari , pel  teorema  di- 
mostrato, i due  risultamenti  sarebbero  del  medesimo  segno. 

Teorema  IV.  Se  due  quantità  sostituite  nel  primo  membro  di 
un  equazione  danno  risultamenli  del  medesimo  segno , esse  o non 
comprendono  alcuna  radice  reale,  o ne  comprendono  un  numero  pari. 

Poiché  se  comprendessero  un  numero  impari  di  radici  reali,  i due 
risultamenli  sarebbero  di  segno  contrario  e non  del  medesimo  segno. 

379.  Teorema  V.  Ogni  equaiione  di  grado  impari  ha  necessa- 
riamente un  numero  impari  di  radici  reali  di  segno  contrario  a 
quello  deliultimo  termine. 

Sia  l’equazione  di  grado  impari 

a:m-+-  Px”*— *-t-  QxM— *-(- -t-  Tx  ± U=  0 , 

e sia  in  primo  luògo  l'ultimo  termine  — U,  cioè  negativo. 

Se  in  luogo  di  x mettiamo  zero,  tutti  i termini  con  l’ x sva- 
niscono , ed  il  risultamento  sarà  l'ultimo  termine  — U.  Mettendo 
poi  in  luogo  d'x  la  quantità  S-t-1  , cioè  il  valore  assoluto  del 
massimo  coefficiente  aumentato  dell'unità,  il  risultamento  sarà  po- 
sitivo, perchè  il  primo  termine  ch’è  positivo  riesce  maggiore  della  £ 
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somma  di  tutti  gli  altri  termini  (n.  549).  Dunque  zero  ed  S 4-1 
sono  due  quantità  che  sostituite  in  luogo  di  x danno  risultameuti 
di  segno  contrario,  onde  pel  teorema  3.*  tra  zero  ed  S-t-1  vi 
sarà  un  numero  impari  di  radici  reali , le  quali  essendo  eviden- 
temente positive  saranno  di  segno  contrario  a quello  dell' ultimo 
termine  — U. 

Se  poi  I’  ultimo  termine  dell’  equazione  è positivo  + U , met- 
tendo zero  in  vece  di  x si  avrà  un  risultamento  positivo,  e met- 
tendo — (S-t-1),  il  primo  termine,  eh’ è di  grado  impari,  verrà 
negativo , ed  essendo  maggiore  della  somma  di  tutti  gli  altri,  il 
risultamento  sarà  negativo.  Onde  zero  e — (S  -H 1)  dando  due  risul- 
tamenti  di  segno  contrario,  comprenderanno  un  ni/mero  impari  di 
radici  reali;  ma  ogni  quantità  compresa  tra  zero  e — (S-t-1)  è 
negativa,  dunque  queste  radici  reali  saranno  negative,  cioè  di  se- 
gno contrario  a quello  dell’ultimo  termine  4-U. 

Teorema  VI.  Ogni  equazione  di  grado  pari  e con  l'ultimo  ter- 
mine negativo  , ammette  un  numero  pari  di  radici  reali,  le  posi- 
tive di  numero  impari,  e le  negative  anche  di  numero  impari. 

Sia  l'equazione  di  grado  pari 

xm-\-  Pxm~,-+-  Qx1"— *-f- Tx  — U = 0 , 

che  abbia  l’ultimo  termine  negativo. 

Mettendo  in  luogo  dell’incognita  x la  quantità  ±(S-j-l).  cioè 
il  valore  assoluto  del  più  grande  coefficiente,  aumentato  dell’uni- 
tà, il  primo  termine  sarà  maggiore  della  somma  di  lutti  gli  altri  ; 
ma  il  primo  termine  viene  positivo  perchè  risulta  da  una  potenza 
pari , dunque  il  risultamento  sarà  positivo.  Mettendo  poi  zero  in 
luogo  di  x,  tutti  i termini  con  V x svaniscono,  ed  il  risultamento 
sarà  negativo,  cioè  sarà  l'ultimo  termine  — U.  Dunque  avremo 
che  per  -4-(S4-l)  il  risultamento  è positivo:  per  zero  è negativo, 
e per  — (S-f-1)  è anche  positivo,  onde  pel  3.°  teorema  tra  -}-(S-{-l) 
c zero  vi  sarà  un  numero  impari  di  radici  reali,  che  saranno  evi- 
dentemente positive,  e tra  zero  e — (S-f-1)  vi  sarà  anche  un 
numero  impuri  di  radici  reali  , che  saranno  negative.  Dunque 
l’equazione  ammette  un  numero  pari  di  radici  reali,  le  positive 
di  numero  impari,  e le  negative  anche  di  numero  impari. 

CoHOU.ARto  I.  Dunque  un'  equazione  che  ha  l’ ultimo  termine 
negativo  , ammette  sempre  delle  radici  reali , e ne  ammette  un 
numero  pari  o impari , secondochè  l’equazione  è di  grado  pari  o 
impari. 

Coroli.ario  li.  Ogni  equazione  che  ha  l’ultimo  termine  nega- 
tivo ammette  un  numero  impari  di  radici  reali  positive. 

Teorema  VII.  Se  il  primo  membro  di  un'equazione  è composto 
da  una  serie  di  termini  positivi , dopo  i quali  tutti  gli  altri  ter- 
mini sono  negativi  ; l’equazione  avrà  una  radice  positiva,  e non 
ne  avrà  che  una  sola. 

In  fatti  avendo  l’equazione  l’ultimo  termine  negativo,  pel  teo- 
rema precedente  essa  avrà  necessariamente. una  radice  positiva: 
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si  tratta  dunque  di  dimostrare  che  non  può  averne  che  una  sola. 
A tale  oggetto  sia  l'equazione 

arm+A«m—1+Ba:m-s4-...+Nxm-,,—Pa;"»-*-,—Qx"»— — U=0, 

nella  quale  i primi  n + 1 termini  sieno  positivi , c tutti  i rimanenti 
m — n negativi:  questa  equazione  potrà  scriversi  sotto  questa  forma: 

x»-»(x»+Ax»-i+Bx»-*-f ,-N— ^ ^)=0.' 

Se  dinotiamo  con  a la  radice  positiva  che  necessariamente  deve 
ammettere  questa  equazione , è chiaro  che  questa  radice  a , per 
soddisfare  all'equazione , deve  rendere 

x"+Ax"-‘+Bx»-2-1 1 — ~ ~ • 

x x xm — n 

Or  se  si  mette  in  luogo  di  x un  valore  qualunque  b diverso  da  a, 
questa  equazione  cessa  di  aver  luogo  ; dacché  se  b è maggiore  di  a, 
il  primo  membro  aumenta,  o.per  Io  meno  resta  costante  (e  ciò 
avviene  quando  solo  il  primo  termine  dell’equazione  è positivo), 
e quindi  non  può  eguagliare  il  secondo  che  diminuisce.  Se  poi  6 
è minore  di  a,  il  primo  membro  diminuisce  o per  lo  meno  resta 
costante , e perciò  non  può  eguagliare  il  secondo  che  aumenta. 
Dunque  a è la  sola  radice  positiva  che  ammette  la  data  equazione. 

Teorema  Vili.  Un’equazione  che  ha  le  sole  potenze  pari  dell  inco- 
gnita, e tutti  t termini  positivi,  non  può  avere  alcuna  radice  reale. 

In  fatti  essendo  ogni  termine  positivo , e contenendo  una  po- 
tenza pari  dell’  incognita , qualunque  valore  reale  zta  si  metta  in 
luogo  di  x , rende  ogni  termine  positivo,  e perciò  il  primo  mem- 
bro essendo  la  somma  di  più  quantità  positive , non  può  egua- 
gliare il  secondo  membro  ch'è  zero.  Dunque  l’equazione  proposta 
non  può  avere  nessuna  radice  reale  ; il  che  si  accorda  con  quello 
che  si  disse  al  uum.  361. 

LEZIONE  XI. 

Se  un'equazione,  che  ha  i coefficienti  reali,  ammette  per  radice 
l’espressione  immaginaria  — 1,  essa  ammetterà  per 

radice  anche  l'espressione  coniugata  « — p\/ — 1.  Un'equazione 
che  ha  tutte  le  radici  immaginarie , per  qualunque  valore 
reale  che  si  metta  in  luogo  dell'incognita,  darà  sempre  ri- 
sultamenti  positivi. 

380.  Questa  lezione  ha  per  oggetto  la  dimostrazione  de’  due 
seguenti  teoremi. 

Teorema  I.  Se  un’equazione,  che  ha  i coefficienti  reali,  ammette 
per  radice  l'espressione  immaginaria  *+PV' — 1 . essa  ammetterà 
per  radice  anche  l'espressione  coniugata  « — pi — 1. 
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In  fatti,  se  l'equazione  f(x)—  0 è soddisfatta  con  l'ipotesi  di 
x=a+pi/ — 1 , dico  che  il  suo  primo  membro  f(x)  è divisibile 
per  (x — 

Facciamo  la  divisione,  e dinotiamo  il  quoziente  con  Q:  il  resto 
dovendo  essere  di  grado  inferiore  al  divisore  , non  potrà  essere 
che  di  primo  grado  della  forma  mx+n,  e perciò  si  avrà 

(t)  f(x)=[{x— «J'+FIQ-Hiub-H» , 

nella  quale  m ed  n sono  quantità  reali,  dacché  l’operazione  della 
divisione  non  ha  potuto  introdurre  alcuna  espressione  immaginaria. 

Or  se  in  questa  equazione  facciamo  x=«  ■+-&V' — 1,  il  primo 
membro  diventa  zero  per  essere  «-Hpl/ — 1 radice  dell'equazione 
f{x)— 0;  ed  anche  il  primo  termine  [(x — «)’-t-P*]Q  del  secondo 
membro  diventa  zero;  dunque  si  dovrà  avere 

0=m(a-HH/— l)+n , 

ossia 

(2)  0=m«+m?\/~l-j-n. 

Ma  un  polinomio  composto  da  quantità  reali  e da  espressioni  im- 
maginarie non  può  ridursi  a zero,  se  non  quando  è zero  la  somma 
delle  quantità  reali,  e zero  anche  la  somma  delle  espressioni  im- 
maginarie (n.  198),  dunque  l’equazione  ultima  (2)  affinché  sia 
verificata  è d'  uopo'  che  dia 

ma  -f-  n = 0 , ed  mpV — 1 ==  0 , 
ossia  m*-t-n=0,  ed  mj3=0. 

Ma  in  quest’  ultima  il  fattore  p non  potrà  esser  zero , altrimenti 
la  supposta  radice  immaginaria  a-f-p 1/ — 1 diventerebbe  reale  , 
dunque  dovrà  essere  m = 0.  Questo  valore  messo  nell’altra  equa- 
zione m«4-n  = 0,  dà  n = 0,  e perciò  il  resto  mx-l-n  della  di- 
visione dev'  esser  zero  , e l’ equazione  (1)  diventa 

(3)  /(*)=[(*-«)•- f-HQ; 
cioè  a dire  che  f(x)  sarà  divisibile  per  (x — 

Or  il  secondo  membro  di  quest’ultima  equazione  (3)  si  annulla 
con  la  ipotesi  di  x=a • — (31/ — l , dunque  questo  valore  dovrà 
annullare  anche  il  primo  membro  f[x)  , e perciò  l' espressione 

« — pi/ — 1 sarà  radice  dell’equazione  f[x)=0. 

381.  Corollario  I.  Poiché  ogni  radice  immaginaria  deve  avere 
la  sua  coniugata,  ne  segue  che  le  radici  immaginarie  di  un'equa- 
zione sono  sempre  di  numero  pari. 

Corollario  II.  Poiché  un'equazione  ammette  tante  radici  quant'ò 
il  suo  grado  (».  37 fi),  c poiché  le  radici  immaginarie  sono  sempre 
di  numero  pari,  ne  segue  che  le  radici  reali  saranno  di  numero 
impari  o pari  , secondo  che  il  grado  dell'equazione  è impari  o 
pari.  Quindi  un'equazione  di  grado  impari  avrà  sempre  un  numero 
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impari  di  radici  reali,  ed  un’equazione  di  grado  pari  o non  avrà 
alcuna  radice  reale , o ne  avrà  un  numero  pari. 

382.  Teorema  li.  Un'  equazione  che  ha  tutte  ìe  radici  immagi- 
narie , per  qualunque  valore  reale  che  si  metta  in  luogo  dell  in- 
cognita , darà  sempre  risultamenti  positivi. 

Osserviamo  in  prima  che  un’equazione  per  avere  tutte  le  radici 
immaginarie  dovrà  essere  di  grado  pari , perchè  le  radici  imma- 
ginarie sono  sempre  di  numero  pari  (n.  384).  Dovrà  essere  di  grado 
pari  anche  per  un’altra  ragione,  perchè  se  fosse  di  grado  impari, 
essa  ammetterebbe  almeno  una  radice  reale  di  segno  contrario  a 
quello  dell’ ultimo  termine  (n.  379),  e quindi  non  avrebbe  tutte 
le  radici  immaginarie  come  vuole  la  ipotesi.  Dunque  l'equazione 
dev’  essere  di  grado  pari. 

Osserviamo  inoltre  che  questa  equazione  deve  avere  l'ultimo 
termine  positivo,  perchè  se  lo  avesse  negativo,  essa  avrebbe  per 
lo  meno  due  radici  reali  (n.  379,  leor.  VI.),  il  che  anche  è contro 
la  ipotesi.  Dunque  un’equazione  che  ha  tutte  le  radici  immaginarie 
dev  essere  di  grado  pari,  e deve  avere  l’ultimo  termine  positivo. 

Ciò  posto , sia  questa  equazione 

xm+  Px"-1  -t-Qx"— 2-+- Tx  -H  U = 0 , 

dico  che  per  qualunque  valore  reale  dell' incognita,  il  risultamento 
sarà  sempre  positivo. 

In  fatti  se  un  valore  reale  a di  x potesse  dare  un  risultamento 
negativo  ; siccome  zero  dà  un  risultamento  positivo , allora  a e 
zero  dando  due  risultamenti  di  segno  contrario,  l'equazione  am- 
metterebbe almeno  una  radice  reale  ( n.  377  ) , il  che  sarebbe 
contro  la  ipotesi.  Dunque  è impossibile  che  un  valore  reale  messo 
in  luogo  di  x possa  dare  un  risultamento  negativo.  Onde  è vero 
che  qualunque  valore  reale  si  metta  in  luogo  dell’  incognita , il 
risultamento  sarà  sempre  positivo. 

LEZIONE  XII. 

Relazioni  tra  i coefficienti  e le  radici  di  un’  equazione.  Mediante 
queste  relazioni,  date  le  radici,  si  trovano  i coefficienti. 

383.  Sia 

(I  ) xm+  Axm~<4-  Bx">-S-+-  Cxm-3+ Tx  + U = 0 , 

un’equazione  del  grado  m;  essa  dovrà  ammettere  m radici  reali 

o immaginarie  (n.  576).  Sieno  a,b,c,d 1 queste  radici; 

pel  teorema  del  numero  373  il  primo  membro  di  questa  equazione 
potrà  mettersi  sotto  la  forma 

(x — a)  (x — 6)  (x — c)(x — d) (x— l) , 

Ora  sappiamo  che  questo  prodotto  è rappresentato  dal  polinomio 
( n.  224 ) 

xm—Ptx”-'+Pgxm-*—Ptxm-3+ ±Pm . 

nel  quale  il  coefficiente  P,  dinota  la  somma  di  a,b,c,d, I, 
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secondi  termini  de'  binomi  moltiplicati  ; P,  è la  somma  de’  prodotti 
a due  a due  di  questi  medesimi  secondi  termini  ; P,  è la  somma  dei 
loro  prodotti  a tre  a tre,  e così  appresso , e l’ ultimo  termine  ± Pm 
è il  prodotto  degli  stessi  secondi  termini  dei  binomi  moltiplicatf! 

Dunque  questo  polinomio  ed  il  primo  membro  dell’equazione  (1) 
debbono  essere  identici , e per  esser  tali  è d’  uopo  che  i coeffi- 
cienti delle  stesse  potenze  di  x sieno  eguali  ; perciò  si  debbono 
avere  le  seguenti  eguaglianze  : 

A= — Pr , B=Pa , C=-P, U=±Pm  , 

ossia  — A=P, , B=P, , — C=P, , ±U=Pm. 

Ma  si  ha  P,==<z+à+c+d+.  • • . .+1 

pt— afe-f-ac+6e+ 

P1=a6c+a6d+6cd+ 

: • 

Pm— abed I , 

dunque  sarà  ancora 

— A=a  + fe  + c + d + + 1 

B=aè-v-ae+6e  + 

— C — obe  + abd  ■+•  bed  •+■  • • 


±U=oòcd 1, 

cioè  a dire  che  : in  ogni  equazione  ordinata  il  coefficiente  del  secondo 
termine,  preso  col  segno  contrario,  è quanto  la  somma  delle  radici. 

Il  coefficiente  del  terzo  termine,  col  segno  proprio,  è quanto  la 
somma  de’ prodotti  delle  radici  a due  a due. 

Il  coefficiente  del  quarto  termine,  col  segno  contrario,  k quanto  la 
somma  de’ prodotti  delle  radici  prese  a tre  a tre  , e cosi  proseguendo. 

L’  ultimo  termine,  preso  col  segno'  proprio  o col  segno  contrario, 
secondochì  m è pari  o impari,  è quanto  il  prodotto  di  tutte  le  radici. 

384.  Con  queste  relazioni  sarà  facile  determinare  i coefficienti 
di  un’equazione  quando  sono  date  le  radici,  o in  altri  termini, 
è facile  comporre  un'equazione  quando  sono  date  le  sue  radici. 

Si  voglia,  per  esempio,  l’equazione  che  abbia  per  radici  1, — 3,  4 : 
perchè  queste  radici  sono  tre,  perciò  1’  equazione  cercata  dev’es- 
sere di  terzo  grado , e come  tale  dovrà  avere  la  forma  : 

x’+  Ax*+Bx  + C=0. 

Ora  per  le  relazioni  dimostrate  dovrà  essere 
À=— (1— 3-4-4)=  — 2 

B=1  — 3 -t- 1-4  + 4 — 3=— 3 + 4 — 12==  — 11 
C=— (1  — 3-4)= 12, 

e con  la  sostituzione  di  questi  valori,  l'equazione  cercata  sarà 
x‘ — 2x* — llx+12=0. 
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Ed  invero,  essendo  1 , — 3,4  le  radici,  il  primo  membro  del- 
l' equazione  cercata  deve  nascere  dal  prodotto  de’  tre  fattori 
(x — I)(x4-3)(x — 4);  il  cui  sviluppo  x’ — 2x* — 11x4-12  è ap- 
punto il  primo  membro  dell’equazione  trovata. 

385.  Si  deduce  dalle  relazioni  stabilite  clic  se  un’  equazione  è 
mancante  del  secondo  termine,  la  somma  delle  radici  sarà  zero; 
se  manca  il  terzo  termine  la  somma  de' prodotti  delle  radici  a due 
a due  sarà  zero;  se  manca  il  quarto  termine,  la  somma  de’ pro- 
dotti delle  radici  a tre  a tre  sarà  zero,  e cosi  appresso. 

LEZIONE  XIII. 

Dell'eliminazione  di  una  incognita  tra  due  o più  equazioni 
di  grado  superiore  al  primo. 


386.  Il  grado  di  un’equazione  a più  incognite  essendo  indicato 
dalla  più  gran  somma  che  si  ottiene  addizionando  in  ogni  ter- 
mine gli  esponenti  delle  incognite  (n.  69),  ne  segue  che  un'equa- 
zione completa  del  grsdo  m tra  due  incognite  x ed  y,  deve  con- 
tenere tutti  i termini  possibili  del  grado  m tanto  rispetto  ad  x che 
per  rispetto  ad  y,  cioè  deve  avere  i termini 

a0xm,  atyxm—t,  a, y\c*»— *, an ynxm~n amym  : 

poi  tutti  i termini  del  grado  m — 1 , cioè 

blxm~ì , bjjxm~ì bnya~,xm~n . , . . •bmym~t  : 

tutti  i termini  del  grado  m — 2,  cioè 

ctxm~ *-f- cnyn-*xm~n cnym-*  : 

tutti  i termini  del  grado  m — 3,  m — 4,  m — 5,.... 3,  2,  1 , 0. 
E perciò  la  forma  di  un'equazione  completa  del  grado  m tra  due 
incognite,  ordinata  rispetto  ad  x,  sarà 


atxm+ajj. 

b. 


n— 1. 


■oy 

i>,y 


,anyn 


ò.y»-1 


«Cir 


K'j 

i. 


cm— "4-....amy’ 

6«y" 

cmy" 


pmy 


=o 


i—i 

i— z 


In  questa  equazione  il  numero  di  tutti  i termini  è quanto  la 
somma  degli  m 4-  1 termini  della  progressione  aritmetica  1,2, 
3, (m-t-l),  e perciò  (n.  224)  questa  equazione  contiene 


termini. 


(m4-l)(fn-t-2) 

2 
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Dinotando  con  A , B , C , D , ec.  i coefficienti  de’ successivi  ter- 
mini di  questa  equazione,  possiamo  rappresentare  con 

A jj"*+  Bxm-'+  +-  Dx’n—3-t- U = 0 , 

l’ equazione  generale  del  grado  m a due  incognite  x ed  y quando 
è ordinata  rispetto  ad  x.  In  questa  equazione,  A è un  coefficiente 
numerico,  B è una  funzione  di  primo  grado  di  y,  C una  funzione 
di  secondo  grado,  D di  terzo,  e cosi  proseguendo:  l’ultimo  ter- 
mine U è una  funzione  del  grado  m. 

387.  Prima  di  progredire  stabiliremo  il  seguente  teorema  affin 
di  conoscere  se  un  valore  attribuito  ad  una  delle  incognite  possa 
convenire  alle  due  equazioni. 

Teorema.  Quando  si  hanno  due  equazioni  di  qualsivoglia  grado 
a due  incognite  x ed  y , affinchè  un  valore  di  y possa  convenire 
ad  entrambe  le  equazioni , è necessario  che  sostituito  questo  valore 
nelle  due  date  equazioni,  i loro  primi  membri  acquistino  un  di- 
visore comune , funzione  dell'  altra  incognita  x ; e se  si  eguaglia 
a zero  questo  divisore  comune,  si  avrà  un'  equazione  le  cui  radici 
saranno  i valori  di  x corrispondenti  a quel  valore  di  y. 

Sieno  A=0  e B=0  le  due  equazioni,  e sia  x=a,  y=b  una 
loro  soluzione  comune,  cioè  che  al  valore  di  y — b corrisponda 
quello  di  x=?a.  È chiaro  che  se  in  queste  equazioni  si  sostituisce 
ad  y il  suo  valore  b,  si  avranno  due  altre  equazioni  A'=0,  B =0 
con  la  sola  incognita  x,  le  quali  dovendo  esser  verificate  dal  va- 
lore x—a,  avranno  a per  loro  radice  comune,  e quindi  i loro 
primi  membri  avranno  él  comune  divisore  x—a  (n.  379). 

Da  un’altra  parte  se  x—a  è divisore  comune  ili  A'  e B',  met- 
tendo x — a=0,  si  ottiene  x=a,  e questo  valore  messo  ne’ po- 
linomi A'  e B'  li  annulla  entrambi.  Dunque  se  nelle  due  equazioni 
proposte  A = 0 e B=0  si  sostituiscono  simultaneamente  a c b, 
in  luogo  di  x e di  y , i loro  primi  membri  A e B si  riducono 
a zero,  e perciò  i valori  x=a,  ed  y = ò formano  una  soluzione 
comune  delle  due  proposte  equazioni. 

388.  Siccome  l’eliminazione  di  una  incognita  tra  due  equazioni 
riesce  tanto  più  facile,  quanto  meno  elevato  è il  grado  dell’inco- 
gnita da  eliminarsi , cosi  per  cominciare  da’  casi  più  semplici  , 
supporremo  che  in  una  delle  equazioni  l’ incognita  da  eliminarsi 
si  trovi  al  primo  grado. 

Sieno  le  due  equazioni 

ax*-\-bxy-i-cy* — d= 0 
my'-i-nxy—p—Q, 

nella  seconda  delle  quali  l’incognita  x non  si  trova  che  al  primo 
grado. 

Prendendo  il  valore  di  x dalla  seconda  di  queste  equazioni,  si  ha 


I.ez.  di  Alg. 
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che  sostituito  nella  prima  dà  un'equazione  con  la  sola  incognita  y, 
la  quale  , perchè  esprime  il  risultamento  dell’  eliminazione , si 
chiama  l'equazione  finale  , ovvero  la  risultante. 

Lo  stesso  metodo  potrà  adoprarsi  anche  quando  le  due  equa- 
zioni sieno  di  secondo  grado  rispetto  all’ incognita  da  eliminarsi. 
Così  se  si  hanno  le  due  equazioni 

x* — 2y* — 6xt/-t-33=0 , 
x* — tf — 3xi/-t-13=0, 

tra  le  quali  si  voglia  eliminare  l' incognita  x ; si  prenda  il  suo 
valore  dalla  prima  , e viene 

(1)  x=3j/±l'/lii/* — 33. 

e questo  sostituito  nella  seconda  dà 

9t/*±6i/|/ll  ya — 3 3+11  ;/’— 33— Ot/'rp  3y|/ 1 1 y'—  33—  y*4 1 3=0, 


che  dopo  le  riduzioni  diventa 

(2)  ±3t/l'Hi/“ — 33=22 — 10y\ 


Elevando  arabo  i membri  a quadrato . si  ottiene 

(3)  99j/‘ — 3 1 5y*=48 1 — 4 i0j/*-t- 1 00y4, 

che  non  contiene  più  alcun  radicale.  Riducendo  ed  ordinando 
questa  equazione  si  trova 

!/*— 125y*-4-W4=^, 
che  risoluta  (n.  119)  dà 

y=2,  y=— 2.  *=11,  y= — 11. 


Or  per  conoscere  se  tutti  questi  valori,  o pure  alcuni  di  essi  con- 
vengano alle  due  proposte  equazioni , e per  trovare  quali  sieno  i 
valori  di  x che  corrispondano  a questi-  valori  convenienti  di  y , 
il  mezzo  pili  semplice  è di  vedere  quale  de’ valori  di  y faccia  acqui- 
stare a'  primi  membri  delle  due  dato  equazioni  un  comune  divi- 
sore. Mettiamo  dunque  nelle  due  equazioni  proposte  in  luogo  di  y 
ciascuno  de’  quattro  valori  determinati  ; avremo  i quattro  sistemi 
di  equazioni,  che  daranno  i valori  di  y e di  * soddisfacenti  alle 
due  date  equazioni  : 


per  i/=2 
per  y= — 2 
per  j/=ll 


x“—  12x4-  27=0  ì 
x * — 0x4-  9=0  i 

x' 4-12x4-  27=0  \ 
x’-h  6x4-  9=0  i 
x1 — G6x — 207=0  ) 
x'—33x— 108=0  j 


massimo  comune  divisore  x — 3, 

per  cui  è x=3 

massimo  comune  divisore  x-t-3, 

per  cui  è x= — 3 

massimo  comune  divisore  x-t-3, 

per  cui  è x= — 3 


per  y= — 1 1 


x*4-66x — 207=0  1 
x*-t-33x — 108=0  i 


massimo  comune  divisore  x — 3, 
per  cui  è x=3. 
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Dunque  tutti  i quattro  valori  di  y convengono  alle  due  equazioni 
ed  i corrispondenti  valori  di  x sono 

y=2,  y——2,  y=  1 1 . y— — 11  , 

x=3 , *= — 3 , x— — 3 , x=  3 , 

onde  le  due  proposte  equazioni  ammettono  questi  quattro  sistemi 
di  soluzioni  comuni. 

389.  Risulta  da  quanto  precede  che  se  fosse  sempre  possibile 
di  risolvere  un’equazione  rispetto  ad  una  delle  incognite  che  con- 
tiene, la  eliminazione  si  potrebbe  eseguire  col  metodo  di  sostitu- 
zione, con  prendere  cioè  da  una  delle  equazioni  il  valore  dell'in- 
cognita da  eliminarsi  e sostituirlo  nelle  altre.  Si  potrebbe  anche 
risolvere  ciascuna  equazione  rispetto  all’incognita  che  si  vuole  eli- 
minare, e poi  eguagliare  a due  a due  i suoi  valori.  Ma  siccome 
la  risoluzione  di  un'  equazione  relativamente  ad  una  delle  sue  in- 
cognite è sovente  impossibile  nello  stato  presente  dell’algebra,  si 
è dovuto  perciò  trovare  un  altro  metodo  onde  eseguire  la  elimi- 
nazione, senza  aver  bisogno  di  risolvere  alcuna  equazione.  E quan- 
tunque sieno  vari  i melodi  escogitati  dagli  analisti  a tale  oggetto, 
noi  qui  ci  limiteremo  ad  esporne  i due  più  usitati , che  sono  il 
metodo  di  Bézout,  e quello  del  massimo  comune  divisore. 

Eliminazione  col  metodo  di  Bézout. 

390.  Supponiamo  che  si  abbiano  due  equazioni  di  secondo  grado 
con  le  due  incognite  x ed  y , c proponiamoci  di  eliminare  l’ in- 
cognita x.  Ordinando  le  due  equazioni  rispetto  ad  x,  esse  pren- 
dono la  forma  (n.  377) 

(1)  Kx%+  Ba?-t-C  = 0 , A'ar*-t-  B'jr-+-C'=0 , 

nelle  quali  i coefficienti  A ed  A'  sono  numerici,  B c B'  conten- 
gono y al  primo  grado,  e G,  e C'  contengono  y al  secondo  grado. 
Moltiplicando  la  prima  per  A'  c la  seconda  per  A si  ottengono 

A A'aj’4-  BA'x-1-  CA'=  0 , 

AA  AB  x -f—  AG  = 0 \ 

e togliendo  la  prima  dalla  seconda  , i primi  termini  svaniscono, 
e resta 

(AB'—  BA>  + (AC'—  CA')  = 0 , 
dalla  quale  si  ricava 

- — (AC'— CA') 

AB'—  BA' 

Del  pari  moltiplicando  la  prima  equazione  per  A'x-f-B'  e la  se- 
conda per  Aac-t-B,  si  hanno  i prodotti 

AAV-t-(AB'-4-BA')xa-t-(CA'-i- BB')a:-t-CB'=0 , 

AAV-+-  (AB'4-BA>*+  (AG' 4-  BB>  -+-  BC'  = 0 , 
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e sollrutlo  dal  secondo  ii  primo,  resta 

(AC' — CA')x-f-(BC' — CB';=0, 

, . . — (BC'-CB') 

onde  si  ricava  x — 1 » 

£ da  notarsi  che  questo  secondo  vnlore  di  x si  poteva  ottenere 
più  semplicemente  , con  togliere  dalla  prima  equazione  moltipli- 
cata per  C'  la  seconda  moltiplicala  per  C,  e poi  dividere  il  resto 
per  x.  E se  noi  abbiamo  altrimenti  operalo  è stato  a solo  oggetto 
di  seguire  la  uniformità  del  metodo  generale. 

Eguagliando  tra  loro  i due  valori  trovati  di  x,  si  ottiene 

— (AC'~ CA')_  — (BC'— CB') 

AB'—  DA'  ~ AG'— CA'  ’ 

clic  si  riduce  ad 

(2)  (AC'—  CA')1—  (AB  — HA')  (BC'—  CB')=0 , 

Questa  equazione  che  contiene  la  sola  incognita  y involta  ne’ coeffi- 
cienti B , C , B' , C'  sarà  l’equazione  finale. 

Questa  equazione  esprime  perciò  la  formolo  generale  di  climi- 
nazione  tra  due  equazioni  di  secondo  grado  a due  incognite.  In 
essa  la  quantità  (AC' — CA')*  contiene  ty  al  quarto  grado,  dacché  A 
cd  A'  sono  indipendenti  da  y,  e C c C'  contengono  y al  secondo 
grado.  Del  pari  il  prodotto  (AB' — BA')(BC' — CB')  è anche  di 
quarto  gTado  rispetto  ad  y,  perchè  AB' — BA'  contiene  y al  primo 
grado,  e BC' — CB'  contiene  y al  terzo  grado.  Dunque  questa  equa- 
zione finale  ottenuta  non  può  elevarsi  oltre  al  quarto  grado.  In 
generale  (il  che  verrà  in  seguito  dimostrato)  il  grado  dell1  equa- 
zione finale  non  può  eccedere  il  prodotto  de’ gradi  delle  due  equa- 
zioni proposte.  Per  conseguenza  se  le  due  equazioni  proposte  sono 
una  di  secondo  grado,  e l’altra  di  terzo  grado  rispetto  all’inco- 
gnita da  eliminarsi,  l’ equazione  finale  non  potrà  eccedere  il  sesto 
grado. 

Per  darne  un  esempio  proponiamoci  di  eliminare  l’ incognita  x 
tra  le  due  equazioni 

x' — 7x  -I-  7 = 0 , e 3x*-+-  3yx  + y* — 7 = 0. 

Quantunque  in  questo  esempio  la  prima  equazione  sia  di  terzo  grado 
e l’altra  di  secondo,  pure  possiamo  procurarci  un’altra  equazione 
anche  di  secondo  grado  rispetto  ad  x,  nel  seguente  modo.  Dalla 
seconda  moltiplicata  per  x,  tolta  la  prima  moltiplicala  per  3,  resta 

3yx*-f-  (y*-|-  14)x — 21  = 0 , 

eh’ è anche  di  secondo  grado  rispetto  ad  x.  Dunque  possiamo  so- 
stituire questa  alla  prima  delle  due  proposte  equazioni;  onde  fa- 
remo l'eliminazione  di  x tra  le  due  equazioni 

3i/x*-t-  (y*-t-  14)x — 21  =0, 

3.r*4-3yx-l-(y* — 7)  =0. 
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Or  queste  equazioni  paragonate  alle  due  equazioni  generali  (1) , 
danno 

A=3y,  B=y*-t-14,  C=— 21 , A'=3  , B'=3y , C’=y*—  7. 
Sostituendo  questi  valori  nell'equazione  finale  (2),  si  ottiene 
(3y* — 21y  -t-  63)*— (9y*— 3y‘— 42)  (y«+7y*—  98  + 63y)  = 0 , 
che  sviluppata  ed  ordinata  diventa 

y*—  42y*-f-  441  y*—  49=0  , 
e questa  sarà  la  cercata  equazione  finale. 

391.  Sieno  ora  due  equazioni  di  terzo  grado  rispetto  all'inco- 
gnita x da  eliminarsi.  Rappresentiamo  queste  equazioni  con 

(3)  Ax'  +Bi,+Cz+D=0 

(4)  A'aj*-t-B'a;*-HC'a:4-D'=0. 

Moltiplicata  la  (3)  per  A',  e la  (4)  per  A,  e poi  sottratto  il  primo 
prodotto  dal  secondo,  i primi  termini  svaniscono,  e resta  l’equa- 
zione di  secondo  grado 

(5)  (AB'—  BA>,+  (AC'— CA>  + AD'—  DA'=0. 

Moltiplicata  la  (3)  per  A'x-i~B',  e la  (4)  per  A*-hB,  si  otten- 
gono le  equazioni 

AAV+-AB'  a;s-4-CA'j.z*-f-CB>4-DB'=0  , 

BA'|  BB  j DA' 
ed 

AA'x‘-f-AB'|a;VAC>M-AD>4-BD'=0  ; 

BA'i  BB'|  BG'I 

e togliendo  dalla  seconda  la  prima,  si  ha  per  resto 

(6)  (AC'-CA>*-t-(AD'— DA'+BC'— CB>-+-BD'— DB'=0. 
Facendo  per  semplicità 

n)  (AB'— BA'=M,  AC'— CA'=N,  AD'— DA'=P 
\ BC'  — CB'=Q  , BD'— DB'=R,  CD  — DC'=S 

le  due  equazioni  (5)  e (6)  diventano 

(8)  Mx‘-t-Na;-hP=0, 

(9)  NxN-(P-t-Q)*+R=0. 

Or  dalla  seconda  di  queste  equazioni  moltiplicata  per  M tolta  In 
prima  moltiplicata  per  N,  resta 

(MP  + MQ— N>-t-MR— NP=0, 
dalla  quale  si  ricava 

_ — (MR  — NP) 
r~MP-hMQ— N*‘ 


Digìtized  by  Google 


— 334  — 


Del  pari  dalla  (9)  moltiplicata  per  Mx-t-N,  tolta  la  (8)  molti- 
plicala per  NX-Ì-P4-Q,  resta 

(MR  — NP)x4-NR — Pa — PQ=0, 


che  dà 


— (NR  — PO—  P“) 
MR  — NP 


Eguagliando  questo  valore  di  x al  precedente,  si  ha  l'equazione 

MR— NP  NR — PQ  — P* 

MP  4-  MQ  — N*  MR  — NP  ’ 

ossia 

(10)  (MR  — NP)*=  (MP  4-  MQ— N*)  (NR  — PQ— P‘). 

Do  un’altra  parte  nel  binomio  NR  — PQ , mettendo  in  luogo  di 
N , R , P , e Q i loro  valori  stabiliti  con  le  eguaglianze  (7),  verrà 

NR  — PQ = (AB'—  BA')  (CD'—  DC') , 

ed  essendo 

(11)  AB—  BA'=M,  e CD  — DC'=S.  sarà  NR— PQ=MS. 

Dunque  nel  secondo  membro  della  (10)  mettendo  MS  in  luogo 
di  NR — PQ,  si  ha 

(MR — N P)*=  (MP  4-  MQ  — N1)  (MS— P*) , 
la  quale  sviluppata,  c divisa  per  M si  riduce  a 

( 1 2)  P'+  P’Q  — (MS  4-  2NR)  P 4-  (R*—  QS)M  + N*S= 0 . 

Inoltre  dalla  relazione  (11)  si  ha 

— PQ=MS— NR, 
che  moltiplicala  per  P diventa 

— P*Q  = (MS — NR)  P. 

Messo  questo  valore  di  P’Q  nell’equazione  (12),  e riducendo,  si  ottiene 
(13)  P*—  (2MS  4-  NR)P  4-  (R*—  QS)  M 4-  N*S = 0 , 

che  sarà  l’equazione  finale. 


392.  Siccome  ne’  casi  particolari  sarebbe  difficile  discernere  i 
fattori  estranei  che  si  possono  introdurre  nel  corso  dell'operazio- 
ne, cosi  eonvicn  meglio  servirsi  immediatamente  di  questa  equa- 
zione finale  (13) , con  sostituire  alle  quantità  M , N , P , Q , R , 
ed  S i valori  rispettivi  che  hanno  ne’ casi  particolari. 

Per  farne  un’applicazione  prendiamo  le  stesse  equazioni  del- 
l'esempio precedente 

x‘ — 7x4-7  — 0 , e 3x*4-3yx4-ya — 7 = 0, 
e proponiamoci  di  eliminare  x. 

Paragonando  queste  equazioni  con  le  equazioni  generali  (3)  e (4) 
si  trova  essere 

A=l,  B=0,  C=— 7,  D=7;  A'=0,  B'=3,  C’=3y,  D'=y’— 7, 
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e con  questi  valori  le  relazioni  (7)  danno 

M=3,  N=3y,  P=y* — 7,  Q=21,  R=— 21,  S=— 7i,,-21y+49. 

Sostituendo  questi  valori  nell' equazione  (13),  sviluppando  c ridu- 
cendo si  trova  per  i’  equazione  liliale 

y * — 42i/4-t-441y’ — 49  = 0 , 

che  corrisponde  a quella  ottenuta  neH'esempio  precedente. 

Questo  metodo  di  eliminazione  adoperato  per  le  equazioni  di 
secondo  e di  terzo  grado,  si  applica  egualmente  per  le  equazioni 
di  qualunque  altro  grado. 

393.  Lo  stesso  metodo  si  applica  anche  quando  le  due  equa- 
zioni sono  di  grado  diverso  rispetto  all’  incognita  da  eliminarsi , 
con  ridurle  prima  allo  stesso  grado.  Sieno  le  due  equazioni 

(14)  Ax4+BxJ-i-Cx*-|-Dx-+-E=0, 
ed 

(15)  Mx*-t-Nx-t-P=0 

Dalla  prima  moltiplicata  per  M tolta  la  seconda  moltiplicata  per  Ax*, 
resta 

(BM— AN)x*+(CM— AP}x*+DMx-t-EM=0, 

e da  questa  moltiplicata  per  M tolta  la  (15)  moltiplicata  per 
(BM— AN)x,  resta 

(16)  (CM*— AMP— BMN+AN*)x*+(DM*— BMP4-ANP)aH-EM*=0 
e perciò  al  sistema  delle  proposte  equazioni  (14)  e (15)  che  sono 
di  grado  diverso  , si  potrà  sostituir  quello  delle  due  equazioni  di 
secondo  grado  (15)  e (16),  e su  queste  eseguire  l'operazione  del- 
l‘  eliminazione. 

394.  Quando  le  equazioni  e le  incognite  sono  più  di  due,  l'eli- 
minazione si  esegue  con  lo  stesso  procedimento  delle  equazioni  di 
primo  grado  , cioè  si  eliminerà  una  incognita  tra  una  delle  equa- 
zioni e ciascuna  delle  altre  ; si  avrà  un  secondo  sistema  con  una 
equazione  ed  una  incognita  di  meno.  In  questo  secondo  sistema 
eliminando  un’  altra  incognita  tra  una  delle  sue  equazioni  e cia- 
scuna delle  rimanenti,  si  avrà  un  terzo  sistema  con  un’altra  equa- 
zione ed  un’altra  incognita  di  meno:  e così  continuando  a restrin- 
gere successivamente  il  numero  dell'equazioni  e quello  delle  inco- 
gnite, si  arriverà  ad  un'equazione  con  una  sola  incognita,  e quesla 
sarà  la  risultante  richiesta.  Ma  è d’uopo  convenire  che  se  da  una 
parte  l'eliminazione  è un'operazione  sempre  eseguibile , dall' altra 
i calcoli  necessari  per  raggiungere  l'equazione  finale  diventano  tanto 
più  astrusi  o prolissi  quanto  più  elevato  6 il  grado  delle  equa- 
zioni e maggiore  è il  numero  di  esse.  Perciò  ne'  casi  particolari  è 
della  massima  importanza  prima  di  applicare  alle  proposte  equa- 
zioni il  metodo  generale  di  escogitare  qualche  ripiego  che  piii  pre- 
sto meni  all’equazione  finale;  e ciò  è tanto  più  interessante  in 
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quanto  che  spesso  un  particolare  procedimento  fa  pervenire  con 
maggior  facilità  ad  un'equazione  finale  piu  semplice  c di  minor  grado 
di  quella  che  si  avrebbe  col  metodo  generale. 

Eliminazione  col  metodo  del  massimo  comune  divisore. 

395.  Abbiamo  qui  avanti  veduto  che  quando  si  hanno  due  equa- 
zioni tra  due  incognite  x ed  y.  affinchè  un  valore  assegnato  ad  y 
possa  convenire  alle  due  equazioni,  è necessario  che  sostituito  in 
entrambe  il  valore  di  y , i due  membri  acquistino  un  divisor  co- 
mune funzione  dell'altra  incognita  x. 

Segue  da  ciò  che  se  dopo  di  aver  ordinato  i primi  membri  delle 
due  equazioni  rispetto  all' incognita  da  eliminarsi,  si  applichi  su 
di  essi  il  metodo  della  ricerca  del  massimo  comun  divisore,  e che 
l'operazione  si  protragga  Duo  ad  avere  un  resto  indipendente  da  x, 
e per  conseguenza  funzione  di  y;  questo  resto  messo  eguale  a zero 
darà  la  richiesta  equazione  finale.  Ed  in  vero  ogni  valore  di  y rica- 
vato da  questa  equazione  annulla  l'ultimo  resto  dell'operazione  ese- 
guita, e perciò  sostituito  nel  resto  precedente,  ossia  nelfullimo  divi- 
sore lo  rende  divisor  comune  de’ primi  membri  delle  due  equazioni; 
onde  questo  valore  di  y conviene  alle  due  proposte  equazioni. 

Trovati  tutti  i valori  di  y,  radici  dell'equazione  finale,  per 
determinare  di  poi  i corrispondenti  valori  di  x , basta  sostituire 
nell'  ultimo  divisore  ciascuno  de’  valori  di  y , ed  i polinomi  che 
si  ottengono  sono  i divisori  in  x de'primi  membri  delle  due  equa- 
zioni : laonde  messo  ciascuno  di  questi  polinomi  eguale  a zero,  si 
avranno  i corrispondenti  valori  di  x.  Se  l’ultimo  divisore,  ch'ò 
di  primo  grado  rispetto  ad  x , si  annulla  per  un  valore  di  y , 
si  adoprerà  il  divisore  precedente  eh' è di  secondo  grado  rispetto 
ad  x,  ed  in  tal  caso  ad  un  valore  di  y corrisponderanno  due  va- 
lori di  x.  Se  anche  il  divisore  di  secondo  grado  diventa  zero  con 
quel  valore  di  y,  si  passerà  a quello  di  terzo  grado,  ed  allora  ad 
un  valore  di  y corrisponderanno  tre  valori  di  x,  e così  appresso. 

Se  l' equazione  finale  avesse  delle  radici  eguali , allora  ad  un 
valore  di  x corrisponderebbero  più  valori  di  y. 

Sia  per  esempio  da  eliminare  x tra  le  equazioni 

x‘ — 7 j;  4-7=0 , e 3x*-f-3yx4-y' — 7=0, 
trattate  a’  numeri  398  e 392. 

Eseguendo  su  i primi  membri  di  queste  equazioni  l’operazione 
del  massimo  comune  divisore,  si  farà 

4.a  Divisione 

x‘ — 7x4-7  3x*4-3yx4-y* — 7 

3x* — 21x4-21  x — y 

— 3x’ — 3yx* — (y* — 7)x 
— 3yx’ — (y*4-14jX4-21 
_3yx*4-3y*x4-(jr* — 7y) 

f 2y’— 14',.r -I- (y 7y  4-^  1 
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2.“  Divisione 

Sx'+Zyx+y'^  {2y*— 14)x+(y*— 7y +21) 

3(2y*~l4)a:*4-(6i/1 — 42y)x4-(y*— 7)'2y“— 14)  3x-t-(3y5— 21y— G3) 

— 3(2y* — 1 4)x* — (3y* — 2 1 y -+-63  )x 

(3yJ— 21y— 63)x-f-(y* — 7)(2j/* — 1 i) 

(3y* — 21  j/ — 63j(2y* — 14)«+(y* — 7)(2y* — 14)" 

— (3y’-21y-63)(2y*— 14)x-(y— 7y-l-21)(3y*— 21y-63) 
(y* — 7)(2y* — 14)* — (y* — 7y  -t-21  )(3y'_ 21y-63) . 

Mettendo  questo  resto  eguale  a zero,  c sviluppando  si  ottiene 
y" — 42y  *-+-  44 1 y* — 49  = 0 , 

che  sarà  l'equazione  finale;  e questa  corrisponde  a quelle  ottenute 
a'  numeri  citati. 

39G.  Bisogna  notare  che  l’ operazione  del  massimo  comune  di- 
visore eseguita  sopra  i primi  membri  delle  due  equazioni  può  dar 
luogo  a tre  casi:  1.°  che  si  trovi  un  resto  funzione  di  y;  2.°  che  non 
si  trovi  resto  alcuno;  3.*  che  si  trovi  per  resto  una  quantità  costante. 

Nel  primo  caso  messo  il  resto  eguale  a zero  si  avrà  l’equazione 
finale. 

Nel  secondo  caso  essendo  il  resto  zero,  l’ultimo  divisore,  eh' è 
funzione  delle  due  incognite,  è un  divisor  comune  delle  due  equa- 
zioni ; e quindi  queste  equazioni  ammettono  un  divisore  comune 
indipendente  da  ogni  valore  particolare  di  x e di  y. 

Nel  terzo  caso  non  potendo  alcun  valore  di  y fare  acquistare 
a'  primi  membri  delle  equazioni  un  divisore  comuue,  le  due  equa- 
zioni saranno  incompatibili,  cioè  che  non  possono  essere  verificate 
da  alcun  sistema  di  valori  di  x e di  y. 

É da  notarsi  ancora  che  siccome  nell'  operazione  del  massimo 
comune  divisore  i dividendi  parziali  si  debbono  moltiplicare  per 
un  fattore  afiìn  di  rendere  possibile  la  divisione,  cosi  questi  fattori 
potrebbero  alterare  il  grado  dell’equazione  finale,  e quindi  intro- 
durre in  essa  delle  soluzioni  estranee.  In  fatti  indichiamo  con  A=0. 
e B = 0 le  due  equazioni  proposte,  con  C il  fattore  pel  quale  si 
è moltiplicato  il  dividendo  A onde  eseguire  la  divisione , con  Q 
il  quoziente , e con  R il  resto.  Sarà 

CA=BQ+R. 

Ora  è chiaro  che  tutte  le  soluzioni  del  sistema  B = 0 ed  R = 0 
verificano  ancora  l'equazione  CA  = 0,  e siccome  questa  si  divide 
nelle  due  A = 0 e C=0,  così  tutte  le  soluzioni  di  B=0,  c R=0 
comprendono  non  solo  le  soluzioni  di  A=0  e B=0,  ma  ancora 
tutte  quelle  del  sistema  C=0,  e B = 0 che  sono  appunto  le  so- 
luzioni estranee. 

Ma  si  può  evitare  l' introduzione  di  queste  soluzioni  estranee 
eseguendo  l' operazione  nel  seguente  modo. 

Lez.  di  Alg.  ‘3 
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Si  ordini  il  polinomio  A rispelto  ad  a;  e si  trovi  il  fattore  in  y 
comune  a lutti  i suoi  coefficienti:  si  divido  A per  questo  fattore, 
e sia  Q il  quoziente.  Si  ordini  Q rispetto  od  y e si  trovi  il  fat- 
tore in  x comune  a tutti  i suoi  coefficienti:  si  divida  Q per  questo 
fattore,  e sia  A'  il  quoziente.  Si  faccia  lo  stesso  per  rispetto  a B 
e sia  B'  il  polinomio  liberato  dal  fattore  in  y e dal  fattore  in  x. 
Sopra  i polinomi  A'  e B' , ordinati  rispetto  all’ incognita  da  eli- 
minarsi, si  esegua  1’  operazione  del  massimo  comune  divisore,  ba- 
dando ad  introdurre  ne’  dividendi  parziali  il  più  semplice  fattore 
che  renda  possibile  la  divisione;  ed  in  ogni  resto,  prima  che  si 
assuma  per  divisore , a sopprimere  ogni  fattore  in  y che  potrà 
contenere. 


LEZIONE  XIV. 


Delle  equazioni  irrazionali , o sia  metodo  di  eliminare 
i radicali  da  un'equazione. 


397.  Un’equazione  irrazionale,  ossia  un’equazione  che  ha  l’inco- 
gnita sottoposta  a qualche  radicale,  non  può  essere  risoluta,  se  pri- 
ma non  venga  liberata  da’ radicali  sotto  de' quali  si  trova  l'incognita. 
È dunque  della  massima  importanza  saper  cambiare  un'equazione 
implicata  di  radicali  in  un'altra  a termini  razionali.  Tratteremo 
perciò  in  questa  lezione  dell’eliminazione  de’radicali  dalle  equazioni. 

Se  l’equazione  non  ha  che  un  solo  radicale,  essa  può  rendersi 
razionale  con  isolare  il  radicale  in  un  membro  , e poi  elevare  i 
due  membri  dell'equazione  che  risulta  alla  potenza  indicata  dal- 
l' indice  del  radicale. 

Cosi  se  si  ha  l'equazione 

2^-r—  1 _f_5  — x = 0, 
isolando  il  radicale  viene 

21 x — 1 — 5, 

ed  elevando  ambo  i membri  a cubo , si  ha 

8#  — H — x’ — 15a:’-f-75a: — 125  , 
che  ordinata  diventa 

**—  15x’4-67x—  217=0. 

398.  Questo  metodo  si  applica  ancora  a rendere  razionale  una 
equazione  che  ha  due  radicali  , de' quali  uno  almeno  non  ecceda 
il  terzo  grado;  e ciò  si  ottiene  facendo  svanire  i due  radicali  l'uno 
dopo  l'altro  cominciando  da  quello  d'indice  maggiore. 

Cosi  nell' equazione 

21/V—  i — i/sr+i = i . 
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isolando  il  primo  radicale,  eh' è quello  di  maggior  indico,  si  lia 
, 21 yx*—Ì  = 1 4-  l/x  + t , 

ed  elevando  i due  membri  alla  quinta  potenza  , verrà 
32xa-32=l+Sl/iTi+i0(x4-l)4-10(x+t;l/.r+l+3(r+l),+!.r+  \.)'V  xTl , 
ossia 

32x* — 32  = 5x’4-  20x  4- 16  4-  (x*4-  12x-f-  16)kx4- 1 , 
c perciò  sarà 

27x* — 20x — 48 =(x*-H  1 2x4- 1 6)l/x+ 1. 

Facendo  i quadrati  di  ambo  i membri,  ordinando  e ridurmelo  si 
ottiene  la  chiesta  equazione  razionale 

x5 — 704x*4-l  280x’4-2752x* — 1 280x— 2048=  0. 

Sia  ancora  l’equazione 

\yx^Ì—^'2x+9  4-1=0, 
si  ricava  successivamente 

t^2x+9— 1 4-l^x^l  , 

2x4-9=l4-3^/x— 1 4-  3\y  (x— l)*4-x— 1 , 

(1)  x4-9=3l^x^l  4-3l^(x^l)* . 

Elevando  i due  membri  a cubo , si  ottiene 
(x4-9),=27(x-l)4-81(x- 1)1^®-1+81(«— l)l?'(*-Ì)i+27(*—  1)’, 
che  si  riduce  ad 

x*4-27x*4- 243x4-7 29 =27x’— 27x+27 (x—  1 )[3l^/x^l  431^  (x— 1)*) . 

E mettendo  in  luogo  di  3l/x — l4-3l^(x— l)m  il  suo  valore  x4-9 
dato  dalla  (1),  verrà 

x*4-27x*4-243x4-729=27xm — 27x-|-27(x — 1)(x4-9). 
Sviluppando  e riducendo , si  perviene  alla  equazione  razionale 
xJ—  27xa4-54x-f-972— 0. 

In  generale  se  si  ha  l’equazione 

sarà  " V/A=(C — I'^b), 

e quindi  A=(C — b*  Bj’n. 

Ora  lo  sviluppo  del  secondo  membro  non  potrà  contenere  clic  Ut 
specie  di  termini,  cioè  i termini  razionali,  quelli  contenenti  V' B> 
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c quelli  che  contengono^/ B“.  Dunque  questo  sviluppo  sarà  della 
forma  D4-E^/B4-F^'^B, , c perciò  sarà 

A=D+El^B+F^B\ 


e per  conseguenza 

(2)  A — D=El/B  4-  Fl^B* 

Elevando  i due  membri  a cubo,  si  ottiene 


(A — D/=BE3-(-3BE,Fl^/B4-3BEFl^B’-f-B''F5, 

ossia  (A — D),=BE’-|-BaF’-f-3BEF(EP/B-i-Bl^rB5 , 

c mettendo  in  luogo  di  El/B-t-F/B*  il  suo  valore  A — D de- 
dotto dall'equazione  (2),  verrà  l’equazione  razionale 


(A — D)a=BE3-t-B“-t-B’-f-3(A — D)BEF. 


* 


399.  Lo  stesso  metodo  si  applica  anche  al  caso  in  cui  l'equa- 
zione contenesse  tre  radicali  di  secondo  grado,  come  si  vede  dal 
seguente  esempio.  Sia  l'equazione 


l/^l4-2l/x-t-4—3l/x4-l  14-4=0 , 


sarà  1/  x — 1 4-  2 l/a; -+-3=31/  aH-ì  1 — 4 , 

ed  elevando  i due  membri  a quadrato  c riducendo , verrà 

\/x*+3x~k=x+25 — 61/  x+lT. 


Elevando  ciascun  membro  a quadrato , si  ha 

x»-)_3a;— 4=;x4-25)i'—  1 2(x4-25)l/*+ì  1 4-36x4-3.96  , 
che  si  riduce  a 

■m 

1 2(x4-2ojl/  x-t— 1 l=83x+ 1025. 

In  fine  elevando  i due  membri  a quadrato  c riducendo,  si  trova 
l’equazione  razionale 

144x’-t-1893x* — 9o0x — 60623=0. 


/i<n  cXz-' 

\Ju  > 

[\fh) 


400.  Ma  il  metodo  esposto  si  rende  inefficace  quando  l’ equa- 
zione ha  due  radicali  ciascuno  superiore  al  terzo  grado,  ed  anche 
quando  avesse  tre  o più  radicali  che  non  sieno  tutti  del  secondo 
grado.  Allora  si  eguaglierà  ciascun  radicale  ad  un'incognita  ausi- 
liario, ed’  in  ciascuna  delle  equazioni  che  risultano  si  eleveranno 
i due  membri  alla  potenza  dell’indice  del  rispettivo  radicale.  Queste 
equazioni  unite  a quella  che  si  ottiene  dalla  proposta  quando  si 
sostituisce  ad  ogni  radicale  la  incognita  ausiliaria  a cui  si  è egua- 
gliato , formano  un  sistema  di  equazioni  razionali , per  mezzo  delle 
quali  eliminando  le  incognite  ausiliarie , si  perviene  alla  cercata 
equazione  razionale. 
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Per  darne  un  esempio  riprendiamo  l’equazione  del  numero  pre- 
cedente 


!/*— l+2l/*  + 4 — 3l/x  + 11  + 4=0. 

Si  farà  y=l/x — 1 , z = l/x  + 4 , 1= l/x+11, 

onde  sarà  y*=x — 1,  z*=  x + 4 , t*=x  + ll  , 
e l’equazione  proposta  diventa 

y + 2z— — 3t  + 4=.  0. 

Si  avranno  dunque  le  quattro  equazioni 

(1)  y + 2z  — 3< -4-4=0  , 

(2)  y*=x-  l, 

(3)  z*=x  + 4, 

(4)  f=x-hlt, 

tra  le  quali  elimineremo  le  incognite  ausiliarie  y , z , t. 

Dalla  prima  si  ricava  3f=y  + 2z+4,  e perciò  sarà 

(y  + 2z  + 4)*=9i*, 

c messo  in  luogo  di  t*  il  suo  valore  x+11  , preso  dalla  (4),  e 
sviluppando  , verrà 

*/”-+-  4z’+ 16 +4zy  + 8y.+  16z=9x  + 99. 

Sostituendo  in  luogo  di  y’  e di  z*  i loro  valori  x — 1 ed  x+4 
dati  dalle  due  equazioni  (2)  e (3),  e riducendo,  si  ha 

zt/  + 2y+4z  = x-t-17 , 
dalla  quale  si  ricava  y — 

Questo  valore  sostituito  nella  (2)  dà 

(*-4-17-4  *)■ 

{z  +2)*  ~X  X’ 

Sviluppando  questa  equazione,  e sostituendo  in  luogo  di  z1  il  suo 
valore  (3),  si  ottiene  dopo  le  riduzioni 

43x+361=(12x  + 132)z, 

,ir„.  43* + 361 

on'l,!Mri  i=ie+ij5- 

e questo  valore  messo  nella  (3)  dà 

(43x +361)*=(12x  + 132)*(x  + 4) , 
che  si  riduce  a 


144x’+  1895x*—950x— 60625=0. 

Questo  risultamento  corrisponde  a quello  ottenuto  al  numero  pre- 
cedente. 
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401.  Da  questo  esempio  si  vede  che  la  sparizione  de’ radicali  da 
un'equazione,  considerata  nella  sua  generalità,  non  è che  un'ope- 
razione di  eliminazione,  e come  tale  gioverà  moltissimo  di  servirsi 
ne’ casi  particolari  di  qualche  ripiego  per  evitare  la  prolissità  e 
la  implicazione  de' calcoli  inevitabili  nell' applicazione  del  metodo 
generale  di  eliminazione. 

Se  si  avesse,  per  esempio,  l’equazione 


1^(1  +•*)’+ 61^(1  — x),=5l?"T^i, 


dividendola 

per  1^1  — x% , diventa 

(S) 

e facendo 

(6) 

m- 

onde  è 

i i */i— » 

- ,‘/i4-~x  V »+*’ 

V 1 — X 

/V 

l'equazione  (5)  diventa  z-h-  = 5. 

z 

ossia  zl—  53-4-6  = 0, 

che  risoluta  dà  z = 2,  e z= 3. 

Ciascuno  di  questi  valori  sostituito  nella  (6)  dà 


dalle  quali  si  ricava 

31  J 121 
X 33  ' ed  X~  122 ' 


402.  Conviene  intanto  avvertire  che  quando  da  un’equazione  si 
fanno  sparire  i radicali,  l’equazione  razionale  che  si  ottiene,  non 
solo  deve  dare  per  l’incognita  i valori  soddisfacenti  all’ equazione 
proposta,  ma  quelli  ancora  che  verificano  le  diverse  equazioni  che 
possono  formarsi  dando  a’  radicali  tutte  le  determinazioni  di  cui 
sono  capaci.  Ciò  deriva  dacché  eguagliando  ogni  radicale  ad  una 
incognita,  e poi  elevando  i due  membri  alla  potenza  marcata  dal- 
l'indice del  radicale,  le  equazioni  che  si  ottengono  dovranno  am- 
mettere per  rodici  tutte  le  diverse  determinazioni  de’ rispettivi  ra- 
dicali. 
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Segue  da  ciò  che  quando  ne' radicali  si  considerano  i soli  valori 
aritmetici,  può  avverarsi  il  caso  che  l'equazione  proposta  non  sia 
verificata  da  tutte  le  radici  dell’equazione  razionale  ottenuta  dall'eli- 
minazione de’ radicali,  ma  da  alcune  di  esse.  £ quando  nessuna  di 
queste  radici  verifichi  l'equazione  proposta  allora  essa  è impossibile. 
Cosi  se  si  ha  l'equazione 

1^2 — x — l/x — 1 = 1 , 

facendo  svanire  i radicali  si  trova  l’equazione  razionale 
i7)  x’ — 13x*-t-32x  — 20  = 0, 

nella  quale  essendo  zero  la  somma  de’  coefficienti , una  delle  ra- 
dici è l’unità.  Dividendo  il  primo  membro  per  x — 1,  ed  egua- 
gliando il  quoziente  x* — 12-1-20  a zero,  si  ha  l’equazione 

x* — 12x-4-20=0, 

le  cui  radici  sono  x=2,  ed  x=10.  Dunque  tutte  le  tre  radici 
della  (7)  sono  x=l , x=2,  ed  x=10. 

Or  di  queste  radici  solo  la  prima  risolve  l’equazione  proposta; 
e se  le  altre  non  la  verificano  è perchè  si  sono  considerati  nei 
radicali  i soli  valori  aritmetici,  senza  aver  riguardo  alle  loro  diversé 
determinazioni.  Ed  in  vero,  se  dinotiamo  con  1,  «,  ed  **,  le  tre 
radici  cubiche  dell’unità  (n.  363),  il  primo  radicale  della  proposta 
avrà  le  tre  determinazioni  1^2 — x,  «1^2  — x,  «*1^2 — x.  Del 
pari  siccome  le  radici  quadrate  dell'unità  sono  -+-1  e — 1,  cosi 
il  secondo  radicale  avrà  le  due  determinazioni  -t-l/x  — 1 , e 

— V x — 1.  Dunque  avendo  riguardo  a tutte  le  determinazioni 
de’  due  radicali  della  proposta  , si  avrà  il  sistema  di  queste  sei 
equazioni 

P'-T^x— l/x^T=l  , 1^2  — x+l/x  — 1 = 1 . 

«1^2 — k.—  1/x  — 1 = 1,  «4^2  — x + l/x  — 1 = 1, 

«*t^2  — x = l , ot%^/ 2— -le -+- l/x  — 1 = 1 , 

onde  la  trovala  equazìb^^razionale  C7)  può  derivare  egualmente 
da  ciascuna  di  queste  sei  e^v^zioni,  quando  si  libera  da’radicali. 
Quindi  se  non  tutte  le  tre  radicì'vqvate  per  l’equazione  razionale  (7) 
verificano  la  proposta,  eh’ è la  priìhv^Ji  questo  sistema,  dovranno 
necessariamente  verificare  qualcuna  dehvjjitre.  Ed  in  fatti  il  va- 
lore x=  1 verifica  la  proposta  e la  quarlaV^z  vaiore  a:  = 20  ve- 
rifica la  quarta , ed  il  valore  x = 2 veriOca  ultime. 

Dunque  quando  ne'radicali  si  considerano  i soli  valb^iarttinetici, 
l'equazione  proposta  ammette  soltanto  la  radice  x=lS^d  i va- 
lori x=2  , ed  x=10  debbono  essere  rigettati. 
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LEZIONE  XV. 


Delle  trasformazioni  delle  equazioni.  Trasformare  un’equazione 
in  un'altra  le  cui  radici  abbiano  con  quelle  della  proposta  una 
differenza  costante.  — Trasformare  un’ equazione  in  un’altra 
le  cui  radici  sieno  moltiplici  di  quelle  della  proposta.  — Tra- 
sformare un'equazione  in  un’altra  le  cui  radici  sieno  le  in- 
verse di  quelle  della  proposta,  o pure  che  sieno  di  segno  con- 
trario a quelle  della  proposta. 

403.  Spesso  ne’calcoli  algebrici  si  presenta  la  necessità  di  fare 
in  un’  equazione  alcune  trasformazioni  , sia  per  facilitare  la  di- 
mostrazione di  qualche  sua  proprietà , sia  per  rendere  più  facile 
la  ricerca  delle  sue  radici.  Tratteremo  in  questa  lezione  delle  prin- 
cipali trasformazioni  che  possono  farsi  delle  equazioni,  riserban- 
doci di  esporre  nella  seguente  lezione  le  principali  applicazioni  di 
queste  trasformazioni. 

Per  trasformazione  di  un'equazione  non  si  deve  intendere  una 
forma  diversa  dipendente  dalla  diversa  disposizione  de’ suoi  termini; 
ma  bensì  il  passaggio  dall’equazione  data  ad  un'altra,  le  cui  ra- 
dici abbiano  con  quelle  della  proposta  una  data  relazione. 

Questa  seconda  equazione , per  rispetto  alla  prima , si  chiama 
la  trasformata. 


404.  Ciò  premesso,  vediamo  in  che  modo  un’equazione  potrà 
trasformarsi  in  un'altra  le  cui  radici  avessero  con  quelle  della  pro- 
posta una  differenza  costante. 

Sia 

(1)  f(x)= 0, 

l’equazione  data  , e sia  a la  differenza  costante  che  deve  passare 
tra  le  radici  di  questa  e le  radici  della  trasformai». 

Indicando  con  y l’ incognita  della  nuova  equazione,  ossia  della 
trasformata,  sarà  x — y=a,  c perciò 

(2)  x=n 

Sostituito  questo  valore  nella  proposto  (1),  si  ottiene  (n.  547) 

(3)  f(a)+r(o}*  + or/' • • • • + ym=  o , 

clic  sarà  la  richiesta  trasformata. 

Sia  » per  esempio , da  trasformarsi  l’equazione 

x * — Ix ’ — 5;c"-t-3o:  -s- 1 =0 , 


. ^ 

in  un'altra  le  cui  radici  sieno  quanto  ciascuna  radice  di  questa  di- 
mimi  ita  di  2. 
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In  questo  esempio  abbiamo 

f\.x)  = x*—  7x’ — 5*’+3jt+1  , 
f[x)z=  4xs — 21** — 10.r-f-3  , 

f ' (x) = 6x* — 2 1 * — ii , 

"<*>=«*— 7. 

nW"«= '• 

In  queste  funzioni  facendo  *=2 , si  ottiene 
fia)=f  (2)=-53  , 
r(o)=r(2)=-69 , 

5/"(«)=Jrc  2)=-23, 

|r'(«)=Jr(2)=i, 

^r»=àn  2)=i, 

c perciò  la  trasformata  sarà 

y4-f-y’ — 23y* — 69i/ — 53=0. 

405.  Dalla  relazione  (2)  x=a+y  si  ricava  y=x — a,  e perciò 
se  nella  trasformata  (3)  in  luogo  di  y si  mette  x — a,  si  avrà 

(4)  /w+rM(*-«)+  112n“)(*-<>)*+  fX3r"(«)(^— 1 «n — h*— a)ra=o . 

Questa  nuova  trasformata  » avendo  le  radici  eguali  a quelle  della 
prima  trasformala  (3)  in  y accresciuta  ciascuna  di  a , sarà  per 
conseguenza  la  stessa  equazione  proposta  (1)  messa  sotto  altra  for- 
ma. E di  fatti  se  in  questa  seconda  trasformata  (4)  si  sviluppi- 
no le  potenze  de’ binomi  (x — a),  e si  ordini  il  risultnmento  ri- 
spetto alle  potenze  decrescenti  di  x,  si  ricade  sull’equazione  pro- 
posta (1). 

Ma  posta  l’ equazione  data  sotto  la  forma  (4)  , si  vede  che 
ogni  termine  ad  eccezione  del  primo,  , è divisibile  per  x — a, 
e perciò  f(à)  ò il  resto  che  si  ottiene  dividendo  il  primo  mem- 
bro della  data  equazione  (1)  per  x — a.  Per  la  stessa  ragione  f'(a) 
è il  resto  che  lascia  il  quoziente , quando  questo  si  divide  per 
x — a:~f"(a)  è il  resto  del  secondo  quoziente  diviso  per  x—a,  e cosi 

appresso.  Onde  i coefficienti  f(a),  f (a) . '(a). /“"(«).  ec. 

della  trasformata  (3)  si  possono  ottenere  dividendo  il  primo  membro 
dell'equazione  proposta  (1)  per  x—a ; poi  dividendo  il  quoziente 
ottenuto  di  nuovo  per  x—a,  indi  il  nuovo  quoziente  per  x — a 

I.ts.  di  Alg.  ** 
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c così  per  gli  altri  : i resti  che  si  ottengono  con  queste  divisioni 
saranno  i coefficienti  dimandati. 

Per  facilitare  poi  queste  successive  divisioni , potrà  applicarsi 
il  metodo  esposto  al  num.  373.  Così  nello  stesso  esempio  prece- 
dente per  trasformare  l'equazione 

x* — 7x’— 5x*-+-3x-+- 1 =0 

in  un’altra  le  cui  radici  sieno  quanto  quelle  di  questa  equazione 
diminuite  di  2,  si  opererà  sopra  i coefficienti  della  proposta,  co- 
me qui  appresso  : 


coefficienti  della  proposta , 
differenza  costante  2 


1—7  —5+3+1 
2 —10  —30  —54 


t— 5— 15— 27 
2—6  —42 


—53 


1—3  —21 
2—  2 


—69 


1—1 

2 


1—23 


i resti  1,1,  — 23  , — 69 , — 53  che  in  questo  modo  si  otten- 
gono corrispondono  a'  coefficienti  trovati  col  metodo  precedente  , 
e perciò  la  richiesta  trasformala  è 

y4-t-y* — 23y*— 69y — 53=0. 

Sia  ancora  da  trasformarsi  l'equazione 


x * — 6x*-t- 1 1 x — 6=0 , 

in  un'altra  le  cui  radici  sieno  quanto  quelle  di  questa  equazione 
accresciuta  ciascuna  di  2 , cioè  che  sia  x=y—  2 , si  farà  : 


coefficienti , 
differenza  —2 


1—  6 -MI 
— 2-1-16 

aO 
1 1 

1 — 8 -+-27 

—60 

— 2-+-20 

1—10 
— 2 

47 

Ij— 12 


1 


onde  la  trasformata  sarà  y*— 12y*+47y — 60=0. 


406.  Proponiamoci  ora  di  trasformare  un’equazione  in  un'altra 
le  cui  radici  sieno  moltiplici  di  quelle  della  proposta. 

Sia 

a:"’-t-Px'“~'-t-Qa;B,~a-4-Ra^,— *+•  • •-t-Tx-t-U=0 , 
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l'equazione  data,  e proponiamoci  di  trasformarla  in  un'altra  le 
cui  radici  sieno  h volte  quelle  di  questa  equazione. 

Chiamando  y l’incognita  della  trasformata,  dovrà  essere  y—hx, 

onde  x=|.  Con  la  sostituzione  di  questo  valore  in  luogo  d' x , 


l’equazione  data  diventa 

*m+l  iTO_l+VAi 


/in— 4 


.ni 


che  moltiplicata  per  hm,  onde  liberarla  da' divisori,  dà 
ym-hVhym-t-hQh,ym-ì-hRh‘y»-z-{ TA»-‘4-UA"*=0, 

c questa  sarà  la  voluta  trasformala. 

È da  notarsi  che  questa  trasformata  può  ricavarsi  dall'equa- 
zione proposta , con  moltiplicare  i rispettivi  suoi  termini  per 
1,  h,  ò* , e cambiare  l’xiny.  Nella  pratica  dunque 

per  avere  la  trasformala  può  usarsi  questo  metodo,  onde  pervenire 
con  più  brevità  al  risultamento  richiesto. 

Se  l’equazione  è mancante  di  qualche  termine,  allora  prima  si 
rimpiazzerà  il  termine  mancante,  con  dargli  per  coefficiente  zero, 
e poi  si  applicherà  il  metodo  esposto. 

Cosi  se  è data  l'equazione  x ’ — 6x*-Hllx — 6=0  , e si  voglia 
trasformarla  in  un’altra  le  cui  radici  sieno  doppie  delle  radici  di 
questa  equazione  , si  farà  come  qui  appresso  : 

x’—  kc’+Ux—  6 
12  4 8 

y* — 12y*-+-41y— 48=0  , 

che  sarà  la  richiesta  trasformata. 

Del  pari  se  si  vuole  trasformare  l'equazione 

x* — 3x* — 2x-ho—0 , 
in  un’altra  a radici  triple,  si  farà 

x^-4-O.x* — 3x* — 2x4-  5 

1 3 9 27  81 

y*-4-0 . y'_27  y1— 54y  +408=0  , 
ossia  y* — 27y* — 54y+405=0 , 

che  sarà  la  voluta  trasformata. 


407.  Sia  inoltre  da  trasformarsi  un’equazione  in  un'altra  le  cui 
radici  sieno  le  inverse  di  quelle  della  'proposta. 

Rappresentiamo  con 

x"*-f-Px"»-*4-Qx~-sH Tx4-U=0 , 


l'equazione  data:  si  faccia  x=-. 


ym 


P 

ym— * 


Q 

ym— 4 


+ 


e verrà 
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dalla  «itialc  si  ricava 

VyM-hTy'"-i+- . .Qtf’+P(/+1=0 , 

che  sarà  la  Irasrormatn  clic  si  domanda. 

Questa  equazione  si  forma  dalla  data  scrivendo  i coelficicnti  in 
ordine  inverso,  avendo  cura  di  cambiare  i segni  a tutti  i termini, 
quando  l'ultimo  termine  U è negativo. 

Sia  x’ — Sx^-l-Tx* — — 5x4- 2=0  l’equazione  data,  sarà 
2y* — 5y* — 2y*  4-7y*— 3y  4- 1 =0 , 

la  trasformata  le  cui  radici  sono  le  inverse  di  quelle  della  proposta. 

408.  In  fine  sia  da  trasformarsi  un'equazione  in  un'altra  le  cui 
radici  sicno  di  segno  contrario  a quelle  della  data  equazione. 

Sia  l'equazione  da  trasformarsi 

xm4-Pxm— 1 4-Qxm-*  4 Tx  4-  U=0. 

Chiamando  y l’incognita  della  trasformata,  dovrà  essere  x= — y. 
Onde  sostituendo  nell’equazione  data  — y in  luogo  di  x,  si  avrà 
la  chiesta  trasformata.  Però  se  l’ equazione  data  è di  grado  pari 
ed  è completa,  i termini  di  posto  pari  cambieranno  disegno,  perchè 
contengono  le  potenze  impari  di  x.  Se  poi  l'equazione  è di  grado 
impari,  allora  sono  i termini  di  posto  impari  cho  cambiano  di  se- 
gno , c quelli  di  posto  pari  li  conservano.  Ma  perché  il  primo 
termine  viene  negativo,  così  per  renderlo  positivo  bisognerà  cam- 
biare i segni  a tutti  i termini , ed  allora  quelli  di  posto  impari 
riprendono  i loro  segni,  e quelli  di  posto  pari  li  cambiano.  Dunque 
in  ogni  caso,  cioè  qualunque  sia  il  grado  di  un’equazione  completa 
quando  in  luogo  di  x si  mette  — y,  cambiano  di  segno  i soli  ter- 
mini di  posto  pari. 

Co  stesso  avviene  anche  in  un’equazione  incompleta  quando  gli 
esponenti  dell'incognita  sono  alternativamente  pari  ed  impari. 

Segue  da  ciò  che  per  avere  in  questo  caso  la  trasformata  si  dovrà 
mettere  y in  luogo  di  x,  e cambiare  i segni  a’ termini  di  posto  pari. 

Così  volendo  trasformare  l’equazione  x5 — ox* — 3x4- 5 = 0 in 
un'  altra  le  cui  radici  fossero  di  segno  contrario  a quelle  di  questa 
equazione,  si  metterà  y in  luogo  di  x,  si  cambieranno  i segni 
a' termini  di  posto  pari,  e si  avrà  y’-t-Sy" — 3y — 5=0;  e questa  „ 
sarà  la  voluta  trasformata. 

409.  Dopo  queste  trasformazioni  possiamo  stabilire  i seguenti 

teoremi.  „ 

Teorema  I.  In’ equazione  f(x)=0  r he  ha  lulti  i termini  positivi 
non  ammette  radici  positive. 

In  falli  qualunque  quantità  positiva  che  si  metta  in  luogo  del- 
l'incognita, conservando  in  ogni  termine  il  segno  positivo,  darà 
per  la  somma  di  tutti  i termini  anche  una  quantità  positiva  , e 
quindi  non  può  ridursi  a zero. 

Teorema  il.  Un'equazione  completa  che  lui  i termini  co’ segni 
alternati,  non  può  acne  radici  negative. 
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Poiché  mettendo  — y in  luogo  d'ar,  si  ha  un'altra  trasformata 
con  tutti  i termini  positivi , e che  perciò  non  può  avere  radici 
positive,  onde  nè  anche  la  proposta  potrà  avere  radici  negative. 

Teorema  HI.  Un’equazione  che  ha  le  sole  potenze  pari  dell' in- 
cognita, avrà  le  radici  a due  a due  eguali  e di  segno  contrario. 

Poiché  l' equazione  non  cambiando  , allorché  in  luogo  di  x si 
sostituisce  — x,  perciò  se  ammette  per  radice  la  quantità  -\-a, 
ammetterà  per  radice  anche  — a. 


410.  Le  successive  derivate  di  un’  equazione  godono  di  alcune 
singolari  proprietà  che  interessa  conoscere  per  quello  che  di  poi 
dobbiamo  esporre. 

Sia  f(x)= 0 un’equazione  del  grado  m,  c sicno  a , b , c , d. . . .1 
le  sue  radici , sarà  (n.  37 6) 

f(x) =(x  — a)  (a:  — b)(x  — c)(x — d ) (x — l). 

Mettendo  x-f-y  in  luogo  di  x,  verrà 

(1)  f{x-i-y)=(y+x—a)(y-i-x — b)(y+x—cYy+x — <f)....(y-t-x— I). 

Questo  secondo  membro  può  considerarsi  come  il  prodotto  di  m 
fattori  binomi  che  hanno  per  primo  termine  y,  e per  secondi  ter- 
mini x — a , x — b,x — c , x — d....x — /,  cioè  può  conside- 
rarsi come  il  prodotto  degli  m fattori 


y*K* — a),  jh -(x— ò),  y-t-(x — c),  y+(x— d) y+(x— l), 

onde  questo  secondo  membro  prende  la  forma  (n.  220 ) 

!/’*•+•  P,!/m  1 -i~  Pj/m_s Pm-i  '/+  P,„_i  y 4-  P,„ , 

nella  quale  Pm  ò il  prodotto  di  tutti  gli  m secondi  termini  x—  a, 
x — b , x — c , x — d,....x— l;  Pm — i è la  somma  de’ prodotti 
ad  m — 1 ad  m — 1 di  questi  medesimi  secondi  termini;  P„,_j  è 
la  somma  de’ prodotti  ad  m — 2 ad  tn — 2 degli  stessi  secondi  ter- 
mini, e così  progressivamente. 

Or  per  trovare  la  somma  de  prodotli  ad  m — 1 ad  m — 1 de’ se- 
condi termini  x — a , x — b , x — c,  cc.  basta  dividere  f(x)  suc- 
cessivamente per  ciascuno  di  questi  secondi  termini  e sommare  i 
quozienti.  Similmente  per  avere  la  somma  de’ prodotti  ad  m — 2 
ad  m — 2 degli  stessi  secondi  termini,  si  dividerà  /'(x)  successivamente 
per  (x — a)(x — 6),  (x — a)(x — c) , (x — b){x — c),  ec.  e si  farà 
la  somma  de’quozienli;  e così  per  gli  altri.  Dunque  sarà 


Pm—  1 


fi*)  ■ fi*) 

x — a x— -6 


(2'ì  Pm-4=  fif)  I fi*)  ■ fi*)  _j_  ’ 

(x — a)(x — i)^(x — a){x — c)  ^ (x — b)[x—c) 

p AfO  fi*)  . fi*) 

m (x — a){x—b)(x—c)  (x—  a)(x— b)(x— d)  [x — «)(x— c)(x— d) 

e così  per  gli  altri  successivi  coefficienti. 
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Da  un’ altra  parte  siccome  il  primo  membro  dcll'equazioue  (1) 
sviluppalo  con  la  formola  di  Taylor  dà  (n.  547) 

rw+rwn+Tzr w-  •••+**. 

perciò  la  formola  (1)  diventa 

f-x)  -h  r (x)y+-  r '(*)»*  ■+■  jX3  f — ym— 

yTO-t-  P,y"* — 1 P,y P,i/m-3-h  • • • • P,„_sr/*-t-  P„,_iy  ■+■  Pm. 

In  questa  equazione  essendo  i due  membri  identici  i coefficienti 
de’ termini  che  contengono  la  stessa  potenza  di  y saranno  eguali, 
e perciò  dovrà  essere 

nx)=pm,  r(x)= Pm-.,  I|5n*)= p— *.  ^rw-p--*. ec- 

Onde  per  le  relazioni  (2)  sarà 




x — b x — c 


ót"w=(i4^ 


fix) 


)(x— ò)  _T_  [x— a)  (a? — c)  ( x — 6)  (x — c) 

Ax) i f{x) i flx) | 

1.2.3'  ' ' (x — a)(x — b)(x — c)  (x — a)(x — 6){x — d)  (x — a)(x—c){x—d} 

c così  proseguendo. 

Dunque  la  prima  derivata  è quanto  la  somma  de' prodotti  ad  m — 1 

f"(x) 

ad  m — 1 de' fattori  di  primo  grado  dell’equazione  proposta; 
è quanto  la  somma  de’ prodotti  ad  m — 2 ad  m — 2 de’ medesimi 
fattori;  — ~~i  è quanto  la  somma  de’ prodotti  ad  m — 3 ad  m — 3 
degli  stessi  fattori,  e cosi  appresso. 


LEZIONE  XVI. 

Principali  applicazioni  delle  trasformazioni.  — Trasformare  una 
equazione  in  un'altra  che  manchi  del  secondo  termine. — Tra- 
sformare un'equazione  che  abbia  i coefficienti  frazionari  in 
un'altra  a coefficienti  interi,  e che  quello  del  primo  termine 
sia  l'unità.— Equazione  delle  differenze,  ed  equazione  de' qua- 
drati delle  differenze. 

411.  Sia  data  l’equazione 

(1)  xm4-  Pxm~ *-+-  Qxm~*4-  Rx"*-3-t — • -Tx-t-  U=0  , 

e proponiamoci  di  trasformarla  in  un’altra  che  manchi  del  secondo 
termine. 

Facciamo  in  questa  equazione  x—y-+-a,  avremo 
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e sviluppando  le  potenze  accennate,  si  avrà 


(j,+a)"=y" 

-H»ay"-i+ B,(”71)a-y-*+ 

...a" 

P(tf+a)»-i= 

I*yM-l+  (m  1 )paym-S+ (fj— 2)  pa»y— 3+.. 

..pam— 1 

Q'y+a)’"— *= 

Qym~*+  (m  — 2)  Q aym~3  + .... 

• Qam-* 

R(y+o)"-3= 

Rym-3  + . . . . 

• Ram-5 

l)  = 

Ù 

Addizionando  verrà 


(2)  y"-\-ma  y"*-»+ 


Tr^a'iir-* 


1.2 
(m — 1 ) Pa 

Q 


ot(»i— |)(m— -2) 

r.s.i  a 

(w-l)(m-2) 

1.2  va 

(m — 2)Qa 
R 


= 0. 


E poiché  la  quantità  a è indeterminata,  possiamo  perciò  assegnarle 
un  valore  tale  che  renda  zero  il  coefficiente  del  secondo  termine, 
e questo  valore  si  troverà  stabilendo  l’equazione  di  condizione 

p p 

»ia+P=0,  dalla  quale  si  ricava  a= , e quindi  sarà  x=u 

m m 

Dunque  : si  trasforma  un'  equazione  in  un  altra  mancante  del  se- 
condo termine,  con  sostituire  all’  incognita  deir  equazione  un'altra 
incognita,  accresciuta  del  coefficiente  del  secondo  termine  preso  col 
segno  contrario  a quello  che  ha,  e diviso  pel  grado  dell’equazione. 
Sia,  per  esempio,  da  trasformarsi  l'equazione 
x‘ — 6x*+15x — 16  = 0 

in  un’altra  che  manchi  del  secondo  termine.  Si  farà 

0 

x— y-t-g=y-+-2, 

e sostituendo  questo  valore  in  luogo  di  x,  si  ottiene  la  trasformata 
(y  -+-  2)’ — 6(y  + 2)*+  15(t/  + 2) — 16=0  , 
che  sviluppata  e ridotta  diventa  y*+3y — 2=0. 

Allo  stesso  risultamento  si  giunge  praticando  il  metodo  esposto 
al  num.  405  , come  vedesi  qui  appresso 


coefficienti , 
num.  costante  2 


1—6+15—16 
2—  8+14 


!> 

+ 1 
<N 

1 

TH 

— 2 

1 —21 
2 

— 3 

< 

coefficienti  della 
trasformata 


il 

1 


onde  la  trasformata  sarà  y*+3y — 2=0. 
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412.  Se  dall'equazione  data  (1)  si  volesse  far  sparire  il  terzo 
termine , bisognerebbe  eguagliare  a zero  il  coefficiente  del  terzo 
termine  della  trasformata  (2),  e si  avrebbe  cosi  l' equazione  di  con- 
dizione di  secondo  grado 

(m—  1)  Va  -+-  Q= 0. 


Se  in  questa  equazione  i valori  di  a sono  reali  e disuguali , la 
trasformazione  potrà  farsi  in  due  maniere;  se  sono  reali  ed  eguali, 
la  trasformazione  si  farà  in  una  maniera,  e se  sono  immaginari, 
la  trasformazione  non  è possibile. 

Similmente  per  far  sparire  il  quarto  termine  bisognerebbe  ri- 
solvere l’equazione  di  terzo  grado 


tn(m  — 1)  (m  — 2)  , (m  — 1)  (m  — 2) 
1.2.3  172 


Pcr*-t-  (m — 2)Qa  -i-  R = 0 , 

* 


e cosi  appresso. 


413.  È da  notarsi  intanto  die  siccome  col  fare  x=-  l'ultl- 

y 

mo  termine  dello  proposta  diventa  il  primo  della  trasformata,  il 
penultimo  diventa  il  secondo , il  terz’  ultimo  diventa  il  terzo  , e 
cosi  per  gli  altri;  perciò  la  difficoltà  di  questa  trasformazione,  ossia 
il  grado  dell'equazione  di  condizione  che  si  dovrà  risolvere  onde 
determinare  il  valore  di  a , è la  stessa  per  i termini  equidistanti 
dagli  estremi  (*).  Cosi  per  far  sparire  il  penultimo  termine,  basterà 

far  sparire  il  secondo,  c poi  nella  trasformata  in  y mettere  i in 

luogo  di  y : l’equazione  che  risulterà  sarà  mancante  del  penultimo 
termine. 

Si  deduce  da  ciò  che  un’equazione  mancante  del  penultimo  ter 
mine,  si  trasforma  in  un'altra  che  sia  mancante  del  secondo , con 

fare  .t=-* 

y 


414.  Accade  talvolta  che  facendo  sparire  il  secondo  termine , 
sparisce  anche  il  terzo  , c ciò  succede  quando  nel  tempo  stesso 
hanno  luogo  le  due  equazioni 

ma-i-P=0,  ed  — l)Pa-+-Q=0, 

ossia  quando  il  valore  di  a ricavato  dalla  prima  di  queste  equa- 
zioni soddisfa  anche  all’altra.  Prendiamo  dalla  prima  il  valore  di  a; 


(•)  Segue  ila  ciò  che  la  trasformazione  di  un’equazione  ili  un'altra  che  sin  man- 
cante di  un  dato  termine,  dipende  dalla  risoluzione  di  un'equazione  di  condizione, 
il  cui  grado  è quanto  il  valore  assoluto  della  differenza  che  passa  tra  l’esponente 
che  ha  l’ineognita  nel  termine  «he  si  vuol  far  sparire,  e l’esponente  che  ha  rei 
termine  estremo  rhc  gli  c più  vicino. 
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si  ottiene  <i  = , e sostituitolo  nella  seconda 

m 


questa  diventa 


(m— 1)P*  (m  — 1)P* 
2 m m 


dalla  quale  si  ricava 

(3) 


Q= 


m — 1 
2 m 


P*. 


Dunque  quando  questa  condizione  è verificata,  spariranno  entrambi 
il  secondo  ed  il  terzo  termine. 

Cosi  nell’equazione  x 1 — 8x’-(-24xa — 9xJ — 37=0,  perchè  i 
coefficienti  — 8 e 24  verificano  la  condizione  (3),  perciò  facendo 
sparire  il  secondo  termine,  con  mettere  x =y  + 2,  sparirà  anche 
il  terzo,  e si  avrà  la  trasformata  yt+23y — 7=0  (*). 


415.  Sia  ora  un'equazione  che  abbia  de’ coefficienti  frazionari, 
e proponiamoci  di  trasformarla  in  un’  altra  a coefficienti  interi , 
e che  quello  del  primo  termine  sia  l' unità. 

Sia  l' equazione  data 

x”— x”—' *+— a;*»» — 3_|_ . _ _ .lCr+U=0. 

V 9 r 

Liberando  questa  equazione  da'  denominatori  ( ».  84  ) , prende  la 
forma  : 

Axm  -+-  1 -+-  Cxm— 2 -t- . . . .Tx-h  U = 0 , 

**• 

nella  quale  il  coefficiente  A dei  primo  termine  è il  prodotto  di 


(*)  I tre  primi  termini  dell’equazione  proposta  (1)  sono  , 

c messo  in  luogo  di  Q il  suo  valore  (3)  — P*  , questi  termini  diventano 
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•rm,+  Px"1"’  + SLjLp  V*-«  . 


— xm~‘+ 
m 


2m 

m(m- 


■1)  P* 


1.2 


e sotto  questa  forma  è facile  conoscere  che  i medesimi  sono  i primi  tre  termini 

/ p .*» 

dello  sviluppo  di  lx+— I • 

Dunque  in  un’  equazione  , affiochì  la  sparizione  del  secondo  termine  produca 
anche  quella  del  terzo,  è d’ uopo  che  i tre  primi  termini  dell'equazione  sieno  i 

/ P \w> 

tre  primi  termini  dello  sviluppo  di  f ar-f-  — J 

In  generale:  quando  i primi  n+l  termini  di  un'  equazione  coincidono  con  i 

(P 

zH — I , allora  accade  che  facendo 


sparire  il  accortilo  termine,  spariranno  ancora  tutti  gli  altri  n — 1 successivi, 
fino  al  termine  del  grado  m — a inclusivo,  e la  trasformata  sarà  mancante  di  n 
termini  consecutivi. 

In  fatti  sia  1’  equazione 

f(x)=xm+Pxm-t  +Qxm-t-h. . ..  . . .Tx+U=0 , 
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tutti  i denominatori,  cioè  A =pqr.. . Or  facendo  in  questa  equa- 
zione x=~,  e P0'  moltiplicando  per  A’"-’,  si  ottiene 
A 

yn,-t-  Bj/'"_1-+-  ACy"—»-*-  A*Dy»-3-f- A.m~*y  Am~*  U=  0 , 

che  sarà  la  richiesta  trasformata. 

Dunque  : per  trasformare  un'  equazione  che  abbia  i coefficienti 
frazionari  in  un’  altra  a coefficienti  interi , e che  quello  dei  primo 
termine  sia  l’unità,  si  farà  l’incognita  eguale  ad  un'altra  inco- 
gnita divisa  pel  prodotto  di  lutti  i denominatori. 

12  v 

Così  nell’equazione  a;* — ^ x — 1 = 0,  si  farà  #=|  , 
e verrà  y*— 3y’+ 108^—144^—1296=0. 

416.  Quando  i denominatori  non  sono  primi  tra  loro,  la  quan- 
tità A può  farsi  eguale  al  minimo  dividendo  comune  dc’denomi- 
natori  ; ed  in  tal  caso  per  trasformare  un’  equazione  che  abbia 
dei  coefficienti  frazionari , in  un'  altra  a coefficiènti  interi  perchè 
quello  del  primo  termine  sia  l' unità,  si  prenderà  il  minimo  divi- 
dendo A de'denominatorii  e si  moltiplicheranno  i termini  dell’equa- 
zione rispettivamente  per  1 , A , A* , A’ A’"-',  c si  cambierà 

1’  x in  y. 

2 13 

Cosi  se  si  ha  l'equazione  x 1 — — j=0  e si  voglia  tra- 
sformarla in  un'  altra  a coefficienti  interi , e quello  del  primo 
termine  sia  l’unità,  siccome  in  questo  caso  il  minimo  dividendo 


che  abbia  i suoi  n-f-1  primi  termini  corrispondenti  a quelli  dello  sviluppo  di 
/ P\m 

Ixh-  — I . Chiamando  S la  somma  di  questi  n-t-1  termini  dell’  equazione , sari 


(*) 

sori 


f|x;=S+Ax”,-n-,4-Bjm-"-“....Tj+C=0 , 
p m 


, p 

X-) ..T'x-t-U'- 

V m/  j 

Da  quest’  ultima  si  ricava 

S=  (x+^j”— A”»-»-'— B'xn,-B-*— T'x— C'  ; 
e questo  valore  messo  nell’  altra  equazione  (») , di 

f(x)=(x-f- ^-HA— A')xm-n-I-HB— B0xm-B-M-....(T-r)X+(O— 0=0. 

P 

Ora  affinchè  svanisca  il  secondo  termine  della  proposto,  dev’essere  x^.y , 

m 

e questo  valore  sostituito  in  quest’  ultima  equazione  , di  la  trasformata 
. p.  . p.m-»-i  , p.m-»-» 

f[y-L)=y^-^[y-~)  -HB— BO(y— -)  -«.=0. 

la  quale  evidentemente  è mancante  di  n termini  consecutivi,  cominciando  dal  se- 
condo inclusivo. 
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comune  de’ denominatori  è 12,  perciò  si  moltiplicheranno  rispet- 
tivamente i termini  dell’  equazione  per  1,  12,  144,  1728,  e 
mutata  V x in  y,  si  avrà 

y’ — 8y’-+-  72y  —12%=0  , 
che  sarà  la  trasformata  che  si  domanda. 

417.  Proponiamoci  ora  di  trasformare  un'equazione  in  un'altra 
le  cui  radici  sieno  le  differenze  tra  le  radici  della  proposta  prese 
a due  a due  in  tutte  le  maniere  possibili  ; o in  altri  termini  cer- 
chiamo di  determinare  l’equazione  delle  differenze. 

Sia  la  proposta  equazione 

(4)  A*)= 0. 

e sia  a una  sua  radice.  Se  vogliamo  diminuire  ciascuna  radice  di 
questa  equazione  di  a,  è chiaro  che  dovrà  farsi  y=x — a,  ossia 
x = a- \-y  (n.  404),  e vesrà  la  trasformata 

E poiché , per  ipotesi , a è radice  dell’  equazione  (1) , cosi  sarà 
f(a)= 0;  onde  cancellando  in  questa  trasformata  il  primo  termi- 
ne, resta 

(s)  r<a}« + of rW"W-+-  • • ->/m=o , 

la  quale  essendo  divisibile  per  y,  ossia  per  y — 0,  fa  vedere  che 
una  delle  sue  radici  è nulla.  Questa  radice  nulla  nasce  dacché  es- 
sendo i valori  di  y le  differenze  tra  a c ciascuna  radice  dell’equa- 
zione (1),  compresa  anche  la  radice  a,  uno  de’ valori  di  y dovrà 
essere  a — o,  cioè  zero.  Nell'equazione  (5)  sopprimendo  questa 
radice  nulla,  ossia  dividendo  l’ equazione  per  y,  resta 

(6)  m + o /»  y + 03  r w +••••»—•= o , 

le  cui  radici  saranno  le  differenze  tra  la  radice  a della  proposta  (1) 
e ciascuna  delle  wi — 1 rimanenti. 

Or  se  in  quest’  ultima  equazione  si  mette  b in  luogo  di  a , si 
avrà  l’equazione  le  cui  radici  saranno  le  differenze  tra  la  radice  b 
della  proposta,  e ciascuna  delle  m — 1 rimanenti.  E se  in  luogo 
di  a,  nella  stessa  equazione  (6)  si  mette  successivamente  c,  d,  e,  ec.. 
si  avranno  le  equazioni  le  cui  radici  saranno  le  differenze  tra  le  ra- 
dici c,d,e,  ec.  della  stessa  equazione  proposta,  e ciascuna  delle 
m — 1 rimanenti.  Dunque  se  tra  l'equazione  f,a)  = 0,  c la  (6)  si 
elimina  n,  l’equazione  in  y che  risulta  non  conservando  più  traccia 
alcuna  della  radice  a che  in  particolare  si  è considerala,  converrà 
egualmente  per  tutte  le  altre  radici  b , c , d , e , ec.  E perciò  le 
radici  dell' equazione  in  y clic  risulta  dall’eliminazione,  dovranno 
rappresentare  le  differenze  delle  radici  della  proposta  (4  prese  in 
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tulli  i modi  possibili  a due  a due  ; e quindi  il  suo  grado  sarà 
quanto  il  numero  delle  disposizioni  di  m lettere  prese  a due  a due, 
cioè,  sarà  m(m — 1),  (n.  300).  Questa  equazione  in  y si  chiama 
l'equazione  delle  differenze. 

Inoltre  questa  equazione  dovrà  avere  le  radici  a due  a due 
eguali  e di  segno  contrario,  poiché  la  differenza  di  due  radici  a, 
e b della  proposta  (4)  può  essere  tanto  a — 6,  quanto  b — o,  ossia 
tanto  a — 6,  quanto  — (a — 6),  per  cui  se  si  avrà  y=« , dovrà 
aversi  ancora  y= — <*.  Onde  questa  equazione  finale  non  deve  con- 
tenere che  le  sole  potenze  pari  di  y , poiché  il  suo  primo  membro 
deve  risultare  dai  prodotto  di  più  fattori  binomi  della  forma 

»*— «’=(y— “)(»  + «)• 

Dunque  questa  equazione  delle  differenze  sarà  della  forma 

y*<M-  ly-S-H  Qyi— i-i-  Ry*»-6-h Ty3+  U = 0. 

E facendo  y *=s,  questa  si  cambierà  in 

zn-h Pz^-h Qz"~*+  Rjz"-3 . . . .Tz-t-U=0, 

che  si  chiama  l' equazione  de' quadrali  delle  differenze,  perchè  ogni 
sua  radice  esprime  il  quadrato  della  differenza  di  due  radici  del* 
l’equazione  proposta  (4).  Essendo  l’equazione  delle  differenze  del 
grado  »i(m — 1),  sarà  quella  de' quadrati  delle  differenze  del  grado 

»n(m  — 1) 
n=1  2 * 

418.  Sia  per  esempio  da  determinarsi  l’equazione  delle  differenze, 
e quella  de’ quadrati  delle  differenze  dell’equazione  di  terzo  grado 

(7)  xz-\-px+q—Q. 

Sia  a una  radice,  dovrò  essere 

(8)  a’-hpa-i-q—O , 
onde  sarà 

f(a)=a’-hpa-hq  f 
f(a)=3a‘-+-p, 

iV>)=3a, 

1.2.3^  (a)=l* 

Quindi  l'equazione  (6)  diventa 

3a*-f-/H-3ay-+-y’=0 , 
ossia  ordinando  rispetto  ad  « 

3a*-t-3i/a-t-y2-i-p—0. 
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Onde  eliminando  a tra  questa  equazione  e la  (8),  si  avrà  l'equa- 
zione delle  differenze 

S/*4-6p/4-9p*y*4-4p,4-27g*=0 , 

nella  quale  facendo  y*=z,  si  ottiene 

(9)  zs4“6p3*4-9p*24-4p,4-27q*=:0  , 

che  sarà  la  cercata  equazione  de'  quadrati  delle  differenze. 

Esempio.  Sia  l’equazione  x* — 7x4- 7 = 0,  e vogliasi  quella 
de’ quadrati  delle  differenze.  Paragonando  questa  equazione  con  la  (7) 
si  avrà  p= — 7,  q= 7,  e questi  valori  sostituiti  nella  (9)  danno 

z*— 423*4-4413— 49=0, 

che  sarà  la  cercata  equazione  de'quadroti  delle  differenze. 

Se  l’equazione  di  terzo  grado  è della  forma 

xs4-Px*4-Qx4-R=0  , 
quella  de’ quadrati  delle  differenze  sarà 

z*4-2(3Q— PV+(3Q— Py*4-(27R*— 18PQR— P*Q*4-4P,R+4Q’)=0. 
Eseguendo  un  calcolo  consimile  rispetto  all'equazione 

(10)  x44-px*4-gx4-r=0, 

si  trova  che  quella  de'  quadrati  delle  differenze  è (*) 
ze— f— Pz*4-  Q3*4-Rz,4-,S3*4-Tz  4-U=0 , 
nella  quale  per  brevità  si  è fatto 
P=8p 

Q=8r4-22p* 

R=28p’4-16pr4-269* 

S=17p*4-24p,r4-48pq* — 1 12r* 

T=18pY4-21 6rq*4-32pV— 192pr*4-4p* 

U=256r,4-144pq“r — 4p3q*4-16p4r — 128p*r* — 27  q*. 

Sia  per  primo  esempio  da  calcolarsi  l'equazione  de'  quadrati  delle 
differenze  di  x*4-12x — 3=0. 

Paragonando  i coefficienti  di  questa  equazione  con  quelli  della  (10) 
si  trova  essere  p=0 , q=l2,  r= — 5.  Quindi  calcolando  le 
quantità  P,  Q,  R,  S,  T,  U,  si  ottiene 

P=0,  Q=— 40,  R=3744 , S=— 2800, 

T=— 135520,  U=— 591872. 

Dunque  l'equazione  de'quadrati  delle  differenze  della  data  equazione  è 
3”_40244-3744ss— 28003*— 1553202— 391872=0. 


O Lagrange  Résnlulions  des  équatioos  nttmériques  de  (pus  les  degrés,  pag.  42, 
3.*  «Milicn  Paris  1826. 


Digitized  by  Google 


— 358  — 

2.°  Esempio.  Sia  da  determinarsi  l'equazione  de' quadrati  delle 
differenze  di 

x*— 15xJ-l-7x*-|-37=0. 

Paragonando  i coefficienti  di  questa  con  quelli  della  (10),  si  trova 
p= — 15 , q — 7 , r=37  , e con  questi  valori  calcolando  quelli 
di  P,  Q,  R,  S,  T,  U,  si  trova  essere 

P= — 120 , Q=5246,  R=— 102106,  S=871817, 
T=— 250072,  11=190561. 

Onde  l’equazione  de’ quadrati  delle  differenze  sarà 

s*— 1203,-+-5246s*— 102106s’+871817s* — 250072z-t-190561=0. 

419.  È da  notarsi  che  quando  un’equazione  ha  tutte  le  radici 
reali,  quella  de' quadrati  delle  differenze  avrà  tutte  le  radici  posi- 
tive, e quindi  sarà  completa  cd  avrà  i termini  co’ segni  alternati. 
Se  la  proposta  ha  delle  radici  eguali,  quella  de’quadrati  delle  differenze 
avrà  delle  radici  nulle,  e quindi  sarà  mancante  dell’ ultimo  termine. 

Reciprocamente:  se  l’equazione  de’quadrati  delle  differenze  è com- 
pleta ed  ha  i termini  co'  segni  alternati , l’ equazione  proposta 
avrà  tutte  le  radici  reali;  dacché  se  avesse  due  radici  immaginarie 
a+p\/~Ì , cd  «—  (3l/— ì , il  quadrato  della  loro  differenza  sa- 
rebbe — 4/3*,  e quindi  l’equazione  de' quadrati  delle  differenze  avendo 
una  radice  negativa,  non  potrebbe  avere  i termini  co' segni  alter- 
nati, come  vuole  la  ipotesi.  In  fine  se  l'equazione  de’quadrati  delle 
differenze  ammette  radici  negative  o immaginarie,  la  proposta  avrà 
sicuramente  delle  radici  immaginarie. 

Segue  da  ciò  che  l'equazione  x’-4-px-t-q=0  , affinchè  abbia 
le  tre  radici  reali,  è d’uopo  che  quella  de' quadrati  delle  differenze, 
cioè  la  (9)  abbia  i termini  co’ segni  alternati,  e perciò  dovrà  essere 
p<0,  e 4jP5-t-27q*<0; 

e siccome  la  prima  di  queste  condizioni  è inclusa  nella  seconda, 
cosi  basta  la  sola  condizione  4p>4-27q’<0  affinchè  le  tre  radici 
dell’equazione  x*-hpx+q=^0  sieno  reali. 

LEZIONE  XVII. 

De’  limiti  delle  radici  delle  equazioni. 

420.  1 metodi  co' quali  si  trovano  le  radici  reali  di  un  equa- 
zione non  sono,  a tutto  rigore,  che  una  serie  di  tentativi  cosi  ben 
diretti  e tra  loro  coordinati  , che  con  certezza  fanno  determi- 
nare tutte  le  radici  reali  che  ammette  un'equazione.  Ma  per  re- 
stringere il  numero  di  questi  tentativi  è necessario  conoscere  due 
numeri  tra  i quali  si  comprendono  tutte  le  radici  positive,  c due 
altri  tra  i quali  si  comprendono  tutte  le  radici  negative,  ossia  e 
d'uopo  cercare  i limiti  si  delle  radici  positive,  che  delle  negative: 
la  ricerca  di  tali  limiti  formerà  l’oggetto  di  questa  lezione. 
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421.  Si  chiama  limile  superiore  delle  radici  positive  di  un'equa- 
zione una  quantità  maggiore  della  più  grande  radice  positiva. 

Segue  da  questa  definizione,  che  il  limite  superiore  è una  quan- 
tità indeterminata  ; poiché  qualunque  numero  maggiore  della  più 
grande  radice  è sempre  limite. 

Si  chiama  limile  inferiore  delle  radici  positive  una  quantità  po- 
sitiva minore  della  più  piccola  radice  positiva. 

Questo  limite  inferiore  è anche  una  quantità  indeterminala. 

Il  limite  superiore  ed  il  limite  inferiore  delle  radici  negative 
sono  due  numeri  negativi,  i cui  valori  assoluti  sono  uno  maggiore 
e l'altro  minore  dei  più  grande  e del  più  piccolo  valore  assoluto 
delle  radici  negative. 

I limiti  superiori  delle  radici  positive  e delle  radici  negative  . 
si  chiamano  i limili  estremi. 

422.  Teorema.  Ogni  limite  superiore  delle  radici  positive,  messo 
nell'  equazione  in  luogo  dell  incognita , deve  dar  sempre  un  risul- 
tamene positivo. 

In  fatti  sia  f(x)  — 0 l’equazione;  a,  b,  c,....l  le  sue  radici, 
e sia  L un  limite  superiore  delle  radici  positive.  Il  primo  membro  f{x) 
dell'equazione  si  decompone  nel  prodotto  (n.  375) 

f(x)=(x — a)(x — b)[x — c). . . . ( x — I) , 
e messo  L in  luogo  di  x,  si  ha 

/TL)=(  L — a)  ( L — ò)(L— e) ....  (L-J). 

E poiché  il  limite  L è maggiore  di  ogni  radice,  così  ogni  fattore 
L — a,  L — 6,  L — c,....L — l,  sarà  positivo,  onde  il  prodotto 
di  questi  fattori  sarà  positivo,  e per  conseguenza  anche  f(L),  che 
eguaglia  questo  prodotto,  sarà  positiva. 

Or  se  il  limite  L posto  in  luogo  di  x dà  un  risultamento  po- 
sitivo , è chiaro  che  ogni  altro  numero  maggiore  di  L,  messo  in 
luogo  di  x dovrà  dare  con  più  ragione  anche  un  risultamento  positivo. 

Da  ciò  risulta  che  un  numero  per  essere  limite  superiore  delle 
radici  positive  deve  soddisfare  a queste  due  condizioni. 

1. °  Che  messo  in  luogo  dell’incognita  dia  un  risultamento 
positivo. 

2. ”  Che  ogni  altro  numero  maggiore  dia  anche  un  risulta- 
merito  positivo. 

423.  Occupiamoci  ora  della  ricerca  de'  limiti  delle  radici  di 
un'  equazione  ; pel  quale  oggetto  osserveremo  che  quando  in  una 
equazione  si  vuol  rendere  il  solo  primo  termine  maggiore  della  som- 
ma di  tutti  gli  altri,  basta  mettere  in  luogo  dell'incognita  il  valore 
assoluto  del  massimo  coefficiente  aumentato  dell'unità,  o qualunque 
altro  numero  maggiore  di  questo  (n.  349).  Ma  se  si  vuole  che 
la  somma  de' termini  positivi  sia  maggiore  di  quella  de’ termini  ne- 
gativi, allora  é chiaro  che  basterà  mettere  in  luogo  dell’incognita 
il  valore  assoluto  del  più  grande  coefficiente  negativo  accresciuto 
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di  una  unità,  o qualunque  altro  numero  maggiore  (li  questo.  Dun- 
que può  prendersi  per  limite  supcriore  delle  radici  positive  di  una 
equazione  il  valore  assoluto  del  massimo  coeflìcicnle  negativo  au- 
mentato dell’unità.  £ quantunque  il  limite  cosi  determinato  non 
sempre  si  trovi  molto  prossimo  alla  più  grande  radice  positiva  , 
pure  ha  il  vantaggio  di  presentarsi  a colpo  d’occhio. 

Così  nell' equazione  xK — 2x’-(-5a;* — 3x-t-l=0  essendo  3 il  va- 
lore assoluto  del  massimo  coefficiente  negativo,  sarà  3-+-l=4  un 
limite  superiore  delle  radici  positive. 


424.  Quando  il  primo  termine  negativo  non  è il  secondo  ter- 
mine dell'equazione,  si  può  determinare  un  altro  limite  più  pic- 
colo , e quindi  più  vicino  alla  massima  radice  positiva. 

In  fatti  sia  l'equazione 

xm-ì-Vxm~,-\ Nxm— ". . . iRa*1. . . ±Ta;±U=0, 


• nella  quale  — Na;"*-"  sia  il  primo  termine  negativo,  ed  i termini 
rimanenti  sieno  come  si  vogliano,  positivi  o negativi. 

Indichiamo  con  S il  valore  assoluto  del  massimo  coefficiente  negati- 
vo: è chiaro  che  per  rendere  il  primo  membro  dell’equazione  positivo, 
basterà  determinare  per  x un  valore  tale  da  verificare  l'ineguaglianza 

•zm>Sa;m- "-f-Sa:"1- n~  ‘-t-  • • *-t-Sx-t-S, 
ossia  . . .*-+-1). 

Ma  la  quantità  racchiusa  tra  parentesi  essendo  quanto  (n.  235) 

xm — »+i—  1 
x^i  ’ 


perciò  sostituendo  questa  espressione  in  luogo  di  quella,  dovrà  essere 

S^m— un  1 — j) 


Xm>- 


X — 1 


ovvero 


S(x"-"+>) 


S 

X — 1 


Or  questa  ineguaglianza  è verificata  quando  si  ha 

la  quale  col  dividere  ambo  i membri  per  xm— »+*  diventa 

S 


r 


e moltiplicando  i due  termini  della  frazione  del  secondo  membr'o 
per  (* — l)*-1 , il  che  non  fa  alterare  l’espressione,  si  ha 


ossia 


' ' (*-1)"  ’ 
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E questa  ineguaglianza  resta  evidentemente  soddisfatta,  quando  si  farà 
S 

— — — eguale  all'unità , o minore  dell’ unità  : dunque  dovrà  essere 

che  si  riducono  ad 

(x — 1;"=S  , ed  (x — t)">S, 


dalle  quali  si  ricava 

x — l=l^S  cd  x — 1>k/S. 
c quindi  Jr=p/S-t- 1 cd  x^-l/'S-l-l. 

Dunque  : si  ottiene  ancora  un  limite  superiore  delle  radici  posi- 
tive, estraendo  dal  valore  numerico  del  massimo  coefficiente  nega- 
tivo la  radice , il  cui  indice  è eguale  alla  differenza  fra  il  grado 
deir  equazione  e quello  del  primo  termine  negativo;  ed  accrescendo 
questa  radice  di  una  unità. 

Cosi  nell'equazione  x'-t-x’ — 2.r — G1=0,  il  primo  modo  dà 
per  limite  supcriore  delle  radici  positive  G2,  ed  il  secondo  dà  per 
limite  \yGÌ-h  1 , ossia  4 -(-1=5. 


425.  Negli  annali  delle  matematiche  del  Sig.  Gergonne  voi.  6, 
pag.  112,  vi  è il  seguente  processo  dovuto  al  Sig.  Bret,  col  quale  si 
determina  un  limite  che  ordinariamente  è più  ristretto  del  precedente. 
Sia  l’equazione 

Ax"-f-...-|-Pxn+1— Qx',-|-...-^-Itx^+,— Sx,-t-...4-Tx,■+, — Ux'-j-cc.=0, 
nella  quale  il  primo  termine  negativo  ò — Qx*.  Osservando  che 
(n.  554) 

— 1 

— = xm— £"•—*-(-  Xm~ *H • -I-  X 1 , 

X — 1 

sarà  xm=  («"— *-f-  xm-n-(- . . . . x -+-  l)(x — l)-t-l, 

e facendo  x — l=y,  verrà 

xm=  yx'n~ì  ■+■  yxm~ì-+-  yxm-3-(- . . . . -t-  yx  -+-  y 4- 1 . 

Onde  trasformando  a questo  modo  ciascun  termine  positivo  del- 
l'equazione, e lasciando  invariati  i termini  negativi , la  proposta 
prende  la  forma 

(1)  A y xM A y £n-t-. ..-t-Ay  xA+... 

-+-Pyj  -t-Py 

— Q • 

+ Byj 
— s 

Lez.  di  Alg. 
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nella  quale  tutte  le  potenze  di  x che  non  si  sono  scritte  hanno 
i coefficienti  positivi. 

Eguagliando  a zero  i coefficienti  che  contengono  un  termine  ne- 
gativo, e risolvendo  le  equazioni  risultanti 


Ay+. 

Ay-t-. 

si  hanno 


+Py — Q — 0,  Ay-t-. . .-4-Py+. . . + Ry — S=0  , 
-t-Py + . . . + Ry  -i- . . . + Ty — U=0,  ec. 

Q __  S 

y A-) hP’  y A-t i-PH t-R’ 


y— 


u 


AH t-PH l-RH hT 


, ec. 


Ora  è chiaro  che  sostituendo  nella  trasformala  (1)  il  più  grande 
di  questi  valori  di  y,  che  dinotiamo  con  Y,  tutti  i termini  diven- 
tano positivi.  E siccome  dall’aver  fatto  x — l=y  si  ha  x= y-t-1, 
perciò  dando  ad  x in  questa  trasformata  de’  valori  positivi  e sempre 
crescenti,  a cominciare  da  Y -+- 1 , i risultamenti  saranno  sempre 
positivi  e cresceranno  fino  all' infinito;  per  cui  questo  valore  Y+l 
di  x sarà  un  limite  superiore  delle  radici  positive  della  proposta  n. 

Dunque  per  trovare  un  limite  superiore  delle  radici  positive  di 
un’equazione:  bisogna  comporre  diverse  frazioni,  avendo  ciascuna 
per  numeratore  il  valore  assoluto  di  un  coefficiente  negativo,  e per 
denominatore  la  somma  de’  coefficienti  positivi  che  lo  precedono  ; 
indi  prendere  la  maggiore  di  queste  frazioni  e fare  x quanto  lo 
intero  immediatamente  superiore  a questa  frazione,  aumentato  del- 
l'unità. Questo  valore  di  x sarà  il  limile  cercato. 

Così  nell'equazione. 

x‘-h2xi — 2x*+Bx* — 7x— 6=0 , 


si  faranno  le  frazioni 

2 7 G .276 

l-f-2’  1+2+5’  1+2+5’  0SS,a  3’  8*  8 5 

7 

e siccome  di  g,  ch’è  la  maggiore  di  queste  tre  frazioni,  l'intero 

immediatamente  superiore  ò 1 , perciò  1 + 1 , ossia  2 sarà  il  li- 
mite superiore  delle  radici  positive. 

Quando  la  proposta  equazione  è formata  da  termini  positivi  se- 
guiti da  altri  termini  lutti  negativi,  allora  la  somma  de' coefficienti 
positivi  è sempre  la  stessa  , e perciò  si  troverà  il  limite  facendo 
una  frazione  che  abbia  per  denominatore  la  somma  de’ coefficienti 
positivi , e per  numeratore  la  stessa  somma  accresciuta  del  valore 
assoluto  del  massimo  coefficiente  negativo  : l’ intero  immediata- 
mente superiore  a questo  numero  frazionario  sarà  il  limite  cercato. 
Così  nell’equazione 

x,-\-^xt-\-’lx' — 4x“ — llx — 24=0 , 

. . . . , . 1+5+7+24  37 

si  fara  la  frazione  ■ 1+5+7  =13  » 
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e l’ intero  3 immediatamente  superiore  a questo  valore  , sarà  il 
limite  richiesto. 


426.  Teorema.  Ogni  numero  che  rende  positivo  il  primo  membro 
di  un'equazione  e tutte  le  sue  successile  derivale , è un  limile  su- 
periore delle  radici  positive. 

Sia  f[x)= 0 un’  equazione , e sia  a un  numero  che  renda  posi- 
tiva f[a ) e tutte  le  sue  derivate:  dico  che  sarà  a un  limite  supc- 
riore delle  radici  positive. 

In  fatti  trasformiamo  l’equazione  f[x)=0  in  un’altra  le  cui  radici 
sieno  a di  meno.  È chiaro  che  questa  trasformata  si  otterrà  fa- 
cendo nella  proposta  x—a-+-y  (n.  405),  e perciò  si  avrà  (n.  547) 

• -ym=o. 


Or  per  ipotesi  le  quantità  f[a),  /*(a),  f"(a)....  sono  tutte  posi- 
tive, dunque  questa  trasformata  avrà  tutti  i termini  positivi,  e come 
tale  avrà  tutte  le  radici  negative  (n.  409 ) , e perciò  sarà  y<0>. 
Ma  dalla  relazione  x=a-l-y  si  ha  y=x — a,  dunque  dovrà  essere 
x — a< 0,  e quindi  x<^a. 

Dunque  essendo  il  nùmero  a maggiore  di  ogni  valore  di  x, 
ossia  maggiore  di  tutte  le  rudici,  sarà  a un  limite  supcriore  delle 
radici  positive. 

Per  determinare  questo  numero  a si  fa  osservare  che  se  f[x)  è 
del  grado  m , sarà  f(x)  del  grado  m — 1 , f"(x)  del  grado  m — 2, 
c cosi  appresso  fino  all'ultima  derivata , la  quale  non  contenendo 
più  x,  sarà  necessariamente  positiva.  Ora  nella  penultima  deri- 
vata, ch’ò  di  primo  grado,  sarà  facile  assegnare  ad  x il  più  pic- 
colo numero  che  la  renda  positiva.  Indi  si  vedrà  se  questo  stesso 
numero  rende  positiva  la  derivata  precedente,  ossia  la  terz’ ultima; 
e nel  caso  che  ciò  non  succeda,  si  aumenterà  questo  numero  suc- 
cessivamente di  una  unità,  finché  la  renda  positiva.  Nello  stesso 
modo , risalendo , si  continuerà  a rendere  positive  tutte  le  altre 
successive  derivate  fino  a f[x),  ed  il  numero  che  si  trova  sarà  il 
limite  cercato. 

Questo  metodo,  eh’ è dovuto  a Nexcton,  ha  il  merito  di  dare  il  più 
piccolo  limite,  e quindi  il  più  vicino  alla  più  grande  radice  positiva. 

Sia  per  esempio  la  stessa  equazione  del  numero  424  , 


avremo 


1 .*2.3 

1 


1.2.3. 1 


x‘-f- x* — 2x — 61=0  , 
f[x)=x*-\-x * — 2x — 61 , 
f(x)—\x*+-2x— 2 , 

in*j= , 
rw= i. 
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La  penultima  derivala  si  rende  positiva  con  fare  x=l , e questo 
stesso  valore  rende  positiva  anche  f'tx) . e f[x)  ; ma  non  ren- 
dendo positiva  f[x),  si  accrescerà  questo  valore  di  x di  1 , e verrà  2. 
Ma  nè  anche  2 rende  positiva  f[x),  dunque  si  accrescerà  di  un’al- 
tra unità , e si  avrà  3 , e poiché  questo  numero  rende  positiva 
f{x),  e con  più  ragione  tutte  le  derivate,  sarà  3 limite  superiore 
delle  radici  positive. 


427.  Per  determinare  un  limite  inferiore  delle  radici  positive, 
si  farà  x=~  nell’equazione  proposta,  e rappresentando  con  L' il 
limite  superiore  delle  radici  positive  della  trasformata,  è chiaro 
che  ~ sarà  un  quoziente  minore  della  più  piccola  radice  positiva 

della  proposta,  e perciò  potrà  prendersi  pel  limite  inferiore  cercato. 

Per  avere  prontamente  un  limite  inferiore  delle  radici  positive: 
si  farà  una  frazione  che  abbia  per  numeratore  il  valore  assoluto 
dell'  ultimo  termine , e per  denominatore  lo  stesso  ultimo  termine 
accresciuto  dal  valore  assoluto  del  massimo  coefficiente,  di'  è di  segno 
contrario  a quello  dell’  ultimo  termine. 

Di  fatto  sia  la  data  equazione 

xm-f-  Pxm-,-+-  Qxm— . . . .-t-Tx±U=0. 

Facendo  in  questa  x=-  , ed  ordinando  l’equazione  che  risulta 
secondo  le  potenze  decrescenti  di  y , si  ottiene 

!/"‘+±U!r~1~+  h±U!,’"4"±Dy  ■f'±U=0* 


Ciò  fatto,  supponiamo  che  nella  proposta  equazione  sia  S il  mas- 
simo coefficiente  eh’ è di  segno  contrario  a quello  dell'ultimo  ter- 
• S 

miue  ±U  ; sarà  il  massimo  coefficiente  negativo  della  trasfor- 

g 

mata  in  y , e perciò  sarà  L'=tì--+-  1 un  limile  superiore  delle  ra- 

U , . /+>'  fi- 
dici positive  di  questa  trasformata  («.  sWT) , e quindi  sarà  NC  / 

y <{j  •+■ 1 » 


ossia 


y< 


U-f-S 
U ' 


ma  dall’essere  x=-,  si  ricava  y=^,  dunque  sostituendo  verrà 
y & 

1 u±s 

x^  U ’ 


e perciò  sarà 


x> 


U 


U + S 


Onde  essendo  minore  di  ogni  valore  di  x,  sarà  questa  fra- 
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zione  un  limite  inferiore  delle  radici  positive  della  proposta,  con- 
formemente alla  regola  enunciata. 

428.  Quanto  a'  limiti  delle  radici  negativé  , essi  si  troveranno 
cambiando  x in  — x nell’equazione  proposta,  e trovando  i li- 
miti delle  radici  positive  della  trasformata  ; poiché  cosi  facendo 
si  cambiano  i segni  alle  radici , cioè  le  radici  negative  della 
proposta  , sono  le  positive  della  trasformata  , e reciprocamente 
(n.  408).  Onde  trovando  i limiti  superiore  ed  inferiore  delle  ra- 
dici positive  della  trasformata,  e dando  loro  jl  segno  — , si  avranno 
i limiti  superiore  ed  inferiore  delle  radici  negative  delia  proposta 
equazione..^ 

LEZIONE  XVIII, 

Ricerca  delle  radici  razionali. 


429.  Le  radici  razionali  di  un’equazione  possono  essere  intere 
e frazionarie , e dovendo  in  quest?  lezione  trattare  della  ricerca 
delle  radici  razionali , convinceremo  dal  dimostrare  che  la  deter- 
minazione delle  radici  frazionarie  si  può  far  dipendere  da  quella 
delle  intere. 

Teoresi  a.  Un'  equazione  che  abbia  per  coefficiente  del  primo  ter- 
mine l’  unità , e per  coefficiente  degli  altri  termini  numeri  interi , 
non  può  avere  alcuna  radice  razionale  frazionaria. 

Sia  l’equazione 

xm-h  Ajc”*- *-t-  Bx"‘~*-f- ....-+-  Tx-t-  U =0  , 


nella  quale  i coefficienti  A , B , C. . . .T,U,  sieno  numeri  interi, 

ed  abbia , s’ è possibile,  una  radice  razionale  frazionaria  ~ , nella 

quale  i termini  a e 6 si  suppongono  primi  tra  loro. 

Dovendo  questa  radice  verificare  l'equazione,  dovrà  essere 


am 

b™ 


T£h-U  = 0, 


che  moltiplicato  per  6"'— 1 , diventa 

am 

y -t-  Aa"*-<4-  Babm—*-h  ■ - • •T6m-*a-)-U6,B-,=0  , 


dalla  quale  si  ricava 

„m 

y = — (Aan‘~  '-t-  Bòa  Tbm~ì  a -t-  liò"*—') . 

Or  perchè  a e 6 sono  primi  tra  loro  , la  frazione  ^ è irredut- 

b 

tibile,  e quindi  non  può  ridursi  a numero  intero.  Dunque  è im- 
am 

possibile  che  la  frazione  -±  possa  eguagliare  il  secondo  membro, 
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eh'  è intero  , e perciò  è anche  impossibile  che  ^ sia  radice  del- 
l’ equazione  proposta. 

430.  Segue  da  ciò  che  le  radici  razionali  della  proposta  equa- 
zione debbono  essere  intere. 

Segue  ancora  che  un'equazione  per  avere  radici  razionali  fra- 
zionarie, è d’uopo  che  abbia  de'coeilìcienti  frazionari,  o che  aven- 
doli interi , quello  del  primo  termine  non  sia  I’  unità.  Ed  allora 
la  ricerca  di  queste  radici  frazionarie  potrà  ridursi  a quella  delle 
intere  , trasformando  1'  equazione  data  in  un'  altra  che  avesse  per 
coefficienti  numeri  interi , e che  quello  del  primo  termine  fosse 
I’  unità.  E siccome  questa  trasformata  si  ottiene  sostituendo  nel- 
1’  equazione  data  in  luogo  dell'  incognita  , un’  altra  incognita  di- 
visa pel  prodotto  di  tutti  i denominatori,  o divisa  pel  coefficiente 
del  primo  termine,  se  i coefficienti  sono  interi  c quello  del  primo 
termine  diverso  dall'unità  (n.  àio),  cosi  si  troveranno  le  radici 
razionali  frazionarie  della  proposta  equazione,  con  dividere  le  ra-  . 
dici  intere  della  trasformata  per  questo  divisore. 

Nella  ricerca  dunque  delle  radici  razionali  possiamo  limitarci  al 
solo  caso  che  le  radici  da  determinarsi  sieno  intere. 

431.  Ciò  posto,  siccome  in  ogni  equazione  ordinata  il  prodotto 
delle  radici  è quanto  l'ultimo  termine,  preso  col  segno  proprio  , o 
col  segno  contrario,  sccondochè  il  grado  dell'equazione  è pari  o im- 
pari (n.  383) , cosi  è chiaro  che  le  radici  razionali  intere  deb- 
bono trovarsi  tra  i divisori  dell'ultimo  termine.  Onde  quando  que- 
st’ultimo termine  ha  pochi  divisori,  si  possono  trovare  le  radici 
razionali,  sostituendo  successivamente  in  luogo  dell'incognita  cia- 
scuno de'  suoi  divisori , si  positivamente  , clic  negativamente  , e 
vedere  qual  di  essi  verifichi  la  proposta  equazione.  àJa  quando  l’ul- 
timo termine  ha  molti  divisori , questo  metodo  addiventa  lungo 
e penoso,  e quindi  riesce  impraticabile.  In  tal  caso  per  restringere  il 
numero  de' saggi,  e quindi  per  abbreviare  il  calcolo,  conviene  tro- 
vare altre  condizioni  alle  quali  un  divisore  dcH'ullirao  termine  debba 
soddisfare  per  essere  radice  dell’  equazione.  A tale  oggetto  sia 
l'equazione 

Axm-+-Bxm-'-t-. . . . Rx’-r-  Sx*-+-  Tx  -+-  li  = 0 , 

e proponiamoci  di  determinare  le  sue  radici  razionali  intere. 

Sia  un  numero  intero  a radice  di  questa  equazione,  sarà 

Aa"*-t-  Ba”*-'-*- -+-  Ra3-t-  Sa*-t-  Ta  -t-  U =0. 

Isolando  Tultimo  termine  U e poi  dividendo  tutta  l'equazione  per  a, 
si  ottiene 

-=—  Aa1»-1—  Bam-S— — Ita*— Sa  — T : 

a 

in  questa  equazione  il  secondo  membro  è intero , dunque  anche 
il  primo  dovrà  essere  intero,  e quindi  a dcv’cs«ere  divisore  dol- 
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l'ultimo  termine  1',  come  appunto  si  supera.  Trasportando  il  ter- 
mine T nel  primo  membro,  e facendo  — -+-T=T\  si  avrà 

a 

T'=  — A a*-1 — Ikim— 4 — . .. . — Ra* — Sa  , 
che  divisa  per  a diventa 

— = — A a”*- * — Baw_ 3 — . . . . — Ra — S; 
a 

ma  questo  secondo  membro  è intero,  dunque  anche  il  primo  dovrà 
essere  intero,  e perciò  a deve  dividere  T'. 

T' 

Trasportando  S nel  primo  membro  e facendo  — -t-S=S',  si  avrà 

S'= — Aa”*-* — Ba™-3 — — Ra  , 

che  divisa  per  a diventa 


— = — A a”*-3 — Ba”-* — . , 
a 


R; 


ma  il  secondo  membro  è intero,  dunque  anche  il  primo  sarà  in- 
tero, e perciò  a deve  dividere  S'. 

Continuando  in  questo  modo  a trasportare  nel  primo  membro 
successivamente  tutti  gli  altri  coefficienti  de’  termini  del  secondo 
membro,  si  arriverà,  dopo  m — 1 trasposizioni,  ad  un’equazione 
di  questa  forma 

— = — Aa — B , 
a 

dalla  quale  trasportando  B nel  primo  membro , e facendo 

Q 


-+-  B=B  , 


B' 


si  ricava  B'= — Aa;  che  divisa  per  a diventa  — = — A;  ma  il 

secondo  membro  ò intero,  dunque  il  primo  sarà  anche  intero,  e 
perciò  a deve  dividere  B'.  Chiamando  A'  il  quoziente  si  avrà 
A'= — A,1  ossia  A'-t-A  = 0,  c questa  sarà  l'ultima  delle  condi- 
zioni alle  quali  il  numero  intero  a deve  soddisfare  affinchè  sia  ra- 
dice dell'equazione  proposto. 

Riunendo  tutte  le  condizioni  trovate , si  vede  che  un  numero 
intero  a affinchè  sia  radice  dell’equazione  proposta  deve  soddisfare 
alle  seguenti  eguaglianze 

®-t-T=r , 

T' 

\ -+-s=s  , 

— -t-R=R' , 

a 


A'-t-  A — 0 , 

in  modo  che  T' , S' , R' A'  sieno  numeri  interi. 
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432.  Segue  da  ciò  che  : 

Un  numero  intero  a affinchè  sia  radice  di  un'equazione,  a coeffi- 
cienti interi,  bisogna  che  divida  l'ultimo  termine;  che  il  quoziente 
accresciuto  del  coefficiente  del  penultimo  termine  dia  una  somma 
divisibile  per  a ; che  il  nuovo  quoziente  accresciuto  del  coefficiente 
dell' anlepenultimo  termine  dia  una  somma  divisibile  per  a;  e così 
seguitando  ad  aggiungere  ad  ogni  quoziente  il  coefficiente  del  ter- 
mine precedente,  ciascuna  somma  dorrà  essere  divisibile  per  a,  e 
che  in  fine  ? ultimo  quoziente  unito  al  coefficiente  del  primo  ter- 
mine, dovrà  dare  una  somma  zero . 

433.  In  luogo  di  assoggettare  a queste  pruove  successivamente 
ciascuno  de’ divisori  dell'ultimo  termine,  si  possono  questi  assog- 
gettar tutti  contemporaneamente,  facend'  uso  della  seguente  regola, 
conosciuta  col  nome  di  metodo  de' divisori  razionali  di  primo  grado. 

Si  calcolino  i limiti  superiori  delle  radici  positive  e delle  negative 
dell'  equazione , e si  trovino  i divisori  dell'  ultimo  termine  com- 
presi tra  questi  limiti.  Si  scrivano  in  linea  questi  divisori,  tanto 
i positivi  che  i negativi  e si  divida  l'ultimo  termine  dell'equazione 
per  ciascuno  di  questi  divisori,  notando  i quozienti  in  una  seconda 
linea  sotto  a'  rispettivi  divisori.  A ciascuno  di  questi  quozienti  si 
aggiunga  il  coefficiente  del  penultimo  termine,  cioè  del  termine  che 
contiene  x al  primo  grado  , e ciascuna  somma  si  scriva  sotto  al 
rispettivo  quoziente.  Si  dividano  queste  somme  per  i rispettivi  di- 
visori superiori , ed  i quozienti  si  mettano  sotto  olle  somme  ri- 
spettive. A questi  quozienti  si  aggiunga  il  coefficiente  del  termine 
precedente , che  contiene  x',  e le  somme  si  scrivano  sotto  a’  ri- 
spettivi quozienti,  indi  si  dividano  queste  somme  per  gli  stessi  cor- 
rispondenti divisori  superiori , ed  i quozienti  si  notino  sotto  alle 
somme  rispettive  ; e cosi  si  proceda  finché  si  arrivi  ad  aggiungere 
il  coefficiente  del  primo  termine  a' quozienti  dell'ultima  divisione. 
Nelle  ultime  somme  ottenute  , quelle  che  sono  zero  corrisponde- 
ranno a' divisori  che  sono  radici  dell’equazione  proposta. 

Da’ divisori  dell’ultimo  termine  si  possono  escludere  -4-1,  e — 1, 
per  i quali  è più  facile  verificarli  direttamente  con  sostituirli  nel- 
l'equazione, che  sottometterli  alla  regola  esposta. 

Esempio  4.°  Determinare  le  radici  razionali  dell'equazione 

— 7x*+  Ux— 24=0. 

Il  limite  supcriore  delle  radici  positive  è 1-4-1/24=1-4-5=6. 
ed  il  limite  superiore  delle  radici  negative  è — 25;  ma  siccome 
è molto  grande  , ne  troveremo  un  altro  più  ristretto. 

Mettendo  • — y in  luogo  di  x l'equazione  diventa 

y4— y‘—V-i4y— 24=0 

che  può  scriversi  cosi: 

y’(iy-l)+v,(^*-7)-4-y(iy*-14)-4-(iy*-24)=0, 
e sotto  questa  forma  è facile  vedere  che  facendo  j/=6,  ogni  bi- 
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nomio  racchiuso  tra  parentesi  diventa  positivo  , e perciò  y=tì 
rende  il  risultamento  positivo  ; e siccome  ogni  altro  valore  di  y 
più  grande  di  6 dà  con  più  ragione  un  risultamento  positivo  cosi 
6 è limite  delle  radici  positive  della  trasformata  in  y,  e quindi  — 6 
è limite  superiore  delle  radici  negative  della  proposta. 

Ciò  posto,  i divisori  dell'ultimo  termine  24  compresi  tra  questi 
limiti  sono 

4,  3,  2,  1,  -1,  -2,  -3,  —4, 

e poiché  +1  e — 1 non  vprificano  l'equazione,  nessuno  di  essi 
è radice,  e perciò  possiamo  ometterli,  ed  i divisori  da  sottoporre 
alla  pruova  sono  4,  3,  2,  — 2,  — 3,  — 4.  Quindi  operando  su  questi 
divisori  secondo  che  la  regola  prescrive,  faremo  come  qui  appresso: 

-1-4,  — t— 3,  + 2,  — 2,  — 3,  — 4. 

— 6,  — 8,  — 12,  -+-12,  — 8,  — t—  6. 

-+•8,  +6,  -+-  2,  -+-26,  h-22,  -4-20. 


-4-2,  -4-2,  -4-  1,  — 13,  — 8. 

— 5,  —8,  — 6,  —20,  —12. 

— 3,  -4-10,  -4-  3. 

— 2,  4-11,  -4-  4. 

— 1.  - i- 

0,  0. 


La  prima  linea  contiene  i divisori  di  — 24  compresi  tra  i limiti 
4-6,  e — 6,  esclusi  -i-l  e — 1;  la  seconda  linea  contiene  i 
quozienti  di  — 24  diviso  per  ciascuno  de’  divisori  ; la  terza  linea 
contiene  le  somme  de’  quozienti  ottenuti  col  coefficiente  14  del  pe- 
nultimo termine  ; la  quarta  linea  contiene  i quozienti  de’  numeri 
della  lineo  superiore  divisi  per  i rispettivi  divisori , e cosi  appresso. 

1 numeri  scritti  in  testa  alle  colonne  che  danno  per  risultamento 
zero  sono  le  radici  razionali  della  proposta  equazione. 

Onde  queste  radici  sono  4-2,  e — 4. 

Quindi  il  primo  membro  delia  data  equazione  sarà  divisibile  per 
x — 2 e per  «-4-4,  e per  conseguenza  è divisibile  per  (x — 2)  («4-4), 
ossia  per  x*4-2x — 8.  Fatta  la  divisione  si  trova  per  quoziente 
x * — «4-3,  che  posto  eguale  a zero,  dà  l’equazione  «* — «4-3=0, 
e questa  risoluta  dà 

«—  2 

Onde  le  altre  due  radici  della  proposta  equazione  sono 

i+V—U  , 1— 1/—11 


le  quali  sono  entrambe  immaginarie.  Dunque  le  quattro  radici  del*- 
l’ equazione  data  sono 


2,  —4, 


Lez.  di  Alg. 


l+l/— 11 

2 


cd 


1 — |/ — 11 
2 


« 
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Quando  l' equazione  è mancante  di  qualche  termine , è d' uopo 
rimpiazzarlo , dandogli  per  coefficiente  zero , e per  conseguenza  i 
quozienti  che  si  dovrebbero  accrescere  di  questo  coefficiente  si  pos- 
sono immediatamente  dividere  per  i rispettivi  divisori. 

Esempio  2."  Sia  da  determinarsi  le  radici  razionali  dell’equazione 

x' — x* — 3 1 x*+49x*+ 1 98x — 360. 

Messa  questa  equazione  sotto  la  forma 

x*(x‘ — x* — 3 1 x+  49;+18(l  1 x — 20)=0  , 

sarà  facile  vedere  che  x=6  rende  il  primo  membro  positivo;  e 
siccome  ogni  altro  valore  di  x maggiore  di  6 dà  con  più  ragione 
un  risultamento  positivo,  perciò  sarà  6 un  limite  superiore  delle 
radici  positive. 

Facendo  di  poi  x= — y,  la  proposta  diventa 

y*+y‘ — 31y* — 49y*+198y+360=0  , 
della  quale  un  limite  supcriore  delle  radici  positive  sarà 

1 + 1/49,  ossia  1+7=8; 


dunque  sarà  — 8 il  limile  superiore  delle  radici  negative  della  pro- 
posta. Per  conseguenza  si  prenderanno  deH'ultimo  termine  360  i 
divisori  compresi  tra  i limiti  +6  e — 8;  cioè  i divisori  5,  4, 
3,2,  — 2 , — 3 , — 4 , — 5 , — 6 ; tralasciando  + 1 , e — 1 
che  si  verificheranno  direttamente,  c su  questi  divisori  si  opererà 
come  qui  appresso  : 


+ 5,  -+-  4, 

— 72,  •—  90,  • 

+ 126,  +108, 

+ 27,  + 
+ 76,  + 
+ 19,  + 
— 12,— 

— 3,  — 

— 4.— 

— 1.— 
0, 


3,+  2,—  2,—  3,—  4,—  5,—  6. 

120, —180, +180, +120,  + 90,+  72,+  60. 
78,  + 18,  +378,  +318,  +288,  +270, +258. 
26,  + 9,  —189.  —106,  — 72,  — 54,—  43. 
75,  + 58,— 140,—  57.—  23,—  5,+  6. 

25,  + 29,  + 70,  + 19,  + 1,—  1. 

6,—  2.  + 39.  — 12,  - 30,-  32. 

2,  — 1,  , + 4,  +6, 

3, —  2,  +3,  +5. 

1.—  1.  — 1.  — 1. 

0,  0,  0,  0. 


Dunque  le  cinque  radici  della  proposta  equazione  sono  4,  3,  2, 
— 3 , e — o. 


434.  Si  avverte  intanto  che  questo  metodo  non  fa  conoscere  se 
una  radice  sia  più  volte  ripetuta  nell’equazione,  ossia  se  l'equa- 
zione abbia  radici  eguali.  Per  accertarsene  conviene  dividere  il  pri- 
mo membro  dell'equazione  pel  prodotto  de' fattori  di  primo  grado 
corrispondenti  alle  radici  trovate , e mettere  il  quoziente  eguale 
a zero.  Se  in  questa  nuova  equazione  l’ultimo  termine  non  è di- 
visibile per  nessuna  delle  radici  trovate,  è segno  che  nessuna  di 
esse  è ripetuta  più  volte  nell' equazione,  e perciò  l’equazione 
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non  ha  rudici  razionali  eguali.  Ma  se  l'ultimo  termine  della  nuora 
equazione  è divisibile  per  qualcuna  delle  radici  trovale,  allora  si 
assoggetta  questa  tale  radice  di  nuovo  allo  stesso  metodo , onde 
vedere  se  la  medesima  sia  anche  radice  della  nuova  equazione  ; o 
pure  si  dividerà  il  primo  membro  di  questa  nuova  equazione  pel 
fattore  di  primo  grado  corrispondente  a questa  tale  radice. 

Esempio.  Sia  da  determinarsi  le  radici  intere  dell'equazione 

x‘—\  5x*+ 10x*+60x— 72=0 . 

Siccome  questa  equazione  si  può  mettere  sotto  la  forma 
x\x* — 1 5x+ 1 0)+ 1 2(5x — 6)=0  , 

cosi  si  vede  che  x=4  dà  un  risultamento  positivo , e che  ogni 
altro  valore  di  x maggiore  di  4,  con  più  ragione  dà  un  risulta- 
mento positivo  ; onde  4 è limite  superiore  delle  radici  positive. 
Per  trovare  il  limite  superiore  delle  radici  negative  faremo  x= — y, 
e si  ha  la  trasformata 

y* — 15y* — 10y*+60y+72=0  , 

che  può  scriversi  y\y’ — 15y — 10)+60y+72=0,  e siccome  y='ò 
dà  un  risultamento  positivo  , e ogni  altro  valore  di  y maggiore 
di  5 con  più  ragione  dà  un  risultamento  positivo,  cosi  5 è limite 
superiore  delle  radici  positive  della  trasformata  in  y,  e quindi  — 5 
è limite  superiore  delle  radici  negative  della  proposta. 

Ciò  posto  , i divisori  di  72  compresi  tra  questi  due  limiti  sono 
3,2,  — 2,  — 3,  — 4,  escludendo  + 1 e — 1 che  non  sono 
radici.  Applicando  dunque  su  questi  divisori  il  metodo  esposto,  ed 
osservando  che  l’ equazione  è mancante  del  termine  con  x* , si 
opererà  come  qui  appresso  : 

+ 3,  + 2,  — 2,  — 3,  — 4. 

— 24,  ■ — 36,  -+-36,  -+-24,  -+-18. 

-+-36,  -+-24,  -+-96,  -+-84,  -+-78, 

-+-12,  -+-12,  —48,  —28, 

-+-22,  -+-22,  —38,  —18, 

+ 11,  +19,  + 6, 

— 4,  + 4,  - 9, 

— 2,  — 2,  + 3, 

• — 1 , + 1 , — 1 , 

0,  + 2,  0. 

Dunque  1'  equazione  proposta  ammette  per  radici  razionali  + 2 , 
c — 3.  Per  vedere  poi  se  queste  radici  sono  ripetute  più  volte 
nell’equazione,  si  dividerà  il  suo  primo  membro  per  f x — 2)(x+3) 
ossia  per  x*+x — 6,  e si  ha  per  quoziente  x' — x* — 8x+12, 
che  eguagliato  a zero  dà  l’equazione  x ' — x’ — 8x+12=0.  E 
poiché  l'ultimo  termine  12  è divisibile  per  2 e per  3,  cosi  è pos- 
sibile che  ciascuna  di  queste  radici  si  trovi  più  volte  ripetuta  nel- 
l’ equazione.  Per  verificarlo,  applicheremo  all’ equazione 

8x-hl2=« 
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il  metodo  delle  radici  razionali , ma  per  i soli  divisori  2 e — 3 
del  suo  ultimo  termine.  Cosi  facendo  si  ottiene: 

+2  , — 3 , 

+6,-4, 

—2  , —12 , 

— 1 , -f-  4 , 

— 2 , + 3 , 

-1,-1, 

0,  0, 

e perciò  2 c — 3 sono  radici  di 

x * — x * — 8*4-12=0 , 

e per  conseguenza  radici  ancora  dell'equazione  proposta.  Dividendo 

x% — x* — 8x-t-12  per  (x — 2)(x+3), 

ossia  per  x*4-x — 6,  si  ottiene  per  quoziente  x — 2,  che  eguagliato 
a zero  dà  x — 2=0,  e quindi  x=2.  Dunque  le  radici  della  data 
equazione  sono  2,  2,  2,  — 3,  — 3,  cioè  l'equazione  proposta 
ha  tre  radici  eguali  a 2,  e due  altre  eguali  a — 3,  c per  con- 
seguenza il  suo  primo  membro  si  decompone  ne’  fattori 

(x — 2)  (x — 2)  (x — 2)  (*4-3)  (*4-3) , ossia  in  (x — 2)’(x4-3)\ 

43i>.  È da  notarsi  che  quando  l'ultimo  termine  di  un'equazione 
ha  molti  divisori  compresi  tra  i limiti  estremi  delle  radici , le 
pruove  alle  quali  si  debbono  questi  fattori  sottoporre  per  deter- 
minare le  radici  razionali  richieggono  lunghissimi  calcoli,  i quali 
conducono  ordinariamente  a conchiudere  che  la  data  equazione  non 
ha  radici  razionali.  Intanto  tutti  i calcoli  eseguiti  restano  perduti, 
dacché  a nulla  giovano  nella  riccroa  delle  radici  irrazionali.  Questo 
inconveniente  fa  vedere  che  il  metodo  seguito  è difettoso,  e per 
supplire  in  parte  a ciò  che  gli  manca  , converrebbe  almeno  pre- 
mettere l’indicazione  de’principali  caratteri  che  fanno  conoscere  in 
quali  casi  un’equazione  non  possa  ammettere  radici  razionali.  Questi 
caratteri  principali  verranno  stabiliti  da'due  seguenti  teoremi. 

Teorema  I.  Se  rultimo  termine  di  un' equazione  è un  numero 
impari,  e la  somma  di  tutti  i coefficienti  è anche  un  numero  im- 
pari, l'equazione  non  può  avere  alcuna  radice  intera. 

Sin 

Nxm4-Pxm-,4-Qxm~i4 (-Tx4-U=0  , 

un’equazione  a coefficienti  interi , nella  quale  l’ultimo  termine  U 
sia  un  numero  impari,  e la  somma  di  tutti  i coefficienti 

N4-P4-Q4 hT-f-U 

sia  anche  un  numero  impari  : dico  che  questa  equazione  non  può 
avere  alcuna  radico  intera.  In  fatti,  s'è  possibile,  sia  a una  radice 
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intera,  sarà  il  primo  membro  dell’equazione  divisibile  per  x — a, 
e quindi  il  quoziente 

• -+TX+U 

x — o * 

sarà  sempre  intero  , per  qualunque  valore  intero  che  si  assegni 
ad».  Onde  facendo  successivamente  x=l , ed  *=0,  i due 
quozienti 

N+-P+CH hT+U  U 

• e(I 

N-t-P-KH hT+U  . U 

ovvero  — — ■ ' — ! — , ed  —, 

a — 1 a 

saranno  interi.  Ma  essendo  i divisori  a — 1,  ed  a due  numeri  sne- 
cessivi , uno  di  essi  sarà  necessariamente  pari  ; e poiché  un  nu- 
mero pari  non  può  essere  divisore  che  di  un  altro  numero  anche 
pari , ne  segue  che  uno  de’ due  dividendi 

N-f-P+Q-t-  • • • -+-T-+-U , o pure  U, 

dovrà  essere  un  numero  pari  ; ma  questi  per  ipotesi  sono  entrambi 
impari , dunque  è impossibile  che  un  numero  intero  a possa  essere 
radice  della  proposta  equazione. 

Corollario  I.  Essendo  il  quoziente 

N+P+CH hT+U 

a—  1 

un  numero  intero  , ed  essendo  per  ipotesi  il  dividendo 
N-l-P-l-OH l-T-l-U 

un  numero  impari,  ne  segue  che  il  divisore  a — 1 non  potrà  esser 
pari,  e quindi  a non  potrà  esser  impari.  Dunque:  quando  la  somma 
di  lutti  i coefficienti  di  un'equazione  è un  numero  impari,  l'equa- 
zione non  potrà  avere  per  radice  nessun  numero  impari. 

Corollario  II.  Segue  ancora  che  un'equazione  composta  da  un 
numero  impari  di  termini,  mehlre  i coefficienti  sono  numeri  impari, 
non  può  avere  nessuna  radice  intera.  In  fatti  abbia,  s’è  possibile, 

una  radice  razionale  a,  saranno  e due  numeri  interi,  ed 

a fi— 1 

essendo  f{o)  un  numero  impari,  il  suo  divisore  a dovrà  essere  anche 
impari,  e quindi  a — 1 sarà  pari;  ma  f{  1)  è impari,  dunque  il 
numero  pari  a — 1 dividerebbe  il  numero  impari  /il),  il  che  ò 
impossibile.  Dunque  è anche  impossibile  che  la  data  equazione  possa 
avere  una  radice  intera. 

436.  Teorema  11.  In  un' equazione  f(x)=0  a coefficienti  interi, 
se  in  luogo  di  x « metta  — 1 , 0,  ed  1,  e nessuno  de’  ristdtamenti 
f( — 1),  f(o),  f(t)  sia  moltiplice  (ti  3,  l’equazione  non  ammette  ra- 
dici intere. 

Sin,  s é possibile,  a una  radice  intera  dell’ equazione 
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pel  teorema  del  numero  371  sarà  f(x)  divisibile  per  x — a,  ed 
il  quoziente  sarà  intero  qualunque  valore  si  assegni  ad  x. 

Onde  facendo  successivamente 


x=—  1 , x=0,  ed  x=l  , 


i tre  quozienti 

A-i)  /w 

— 1 — a ’ —a* 


cu 

1 — a ’ 


ovvero 


fl-i)  rn  ail 

0 + 1 • o ’ 0—1’ 


saranno  interi. 

E poiché  i divisori  a-t-1  , a,  ed  a — 1 sono  tre  numeri  con- 
secutivi, perciò  uno  di  essi  sarà  necessariamente  moltiplice  di  3, 
e per  conseguenza  anche  uno  de'dividendi  f( — 1) , f(o),  f[  1)  sarà 
moltiplice  di  3;  ma  per  ipotesi  nessuno  di  questi  è tale,  dunque 
è impossibile  che  la  data  equazione  possa  avere  una  radice  intera  a. 

Dunque  in  virtù  di  questi  due  teoremi  le  seguenti  equazioni 

x* — 2x,-+-3x*+4x — 25=0 
x* — 2x’-i-3x*-h5x — 32=0 
non  ammettono  radici  razionali. 


LEZIONE  XIX. 


Teoria  delle  radici  eguali. 

437.  Sappiamo  che  se  a è radice  di  un’equazione  f(x)=0  , il 
suo  primo  membro  è divisibile  per  x — a.  Ónde  se  la  radice  a 
entra  due  volte  nella  equazione,  cioè  a dire  se  l'equazione  ha  due 
radici  eguali  ad  a,  allora  il  suo  primo  membro  sarà  divisibile  due 
volte  consecutive  per  x — a,  ossia  sarà  divisibile  per  (x— a)m;  e 
se  l’equazione  ha  tre  radici  eguali  ad  a,  il  suo  primo  membro 
sarà  divisibile  per  (x — a)*.  In  generale  se  l'equazione  ha  n ra- 
dici eguali  ad  a,  il  suo  primo  membro  sarà  divisibile  per  (x— a)“. 
Dunque  quando  un'  equazione  ha  radici  eguali , ha  pure  fattori 
moltiplici;  e reciprocamente,  se  ha  fatturi  moltiplici , essa  avrà 
radici  eguali.  Quindi  la  ricerca  delle  radici  eguali  di  un’equazione 
corrisponde  a quella  de' fattori  moltiplici,  e viceversa.  La  ricerca 
delle  radici  eguali  di  un’equazione  poggia  sopra  i tre  seguenti  teoremi. 

438.  Teoiiema  I.  Se  un'  equazione  f(x)  = 0 ammette  n radici- 
eguali  ad  a,  tutte  le  derivale  successive  da  f(x),  fino  a quella  del- 
Cordine  n — 1 inclusiva,  saranno  nulle  quando  si  fa  x=a,  e re- 
ciprocamente. 

In  fatti  l'equazione  f(x)= 0 ammettendo  n radici  eguali  ad  a, 
essa  ammetterà  il  fattore  moltiplice  (x — a)",  e perciò  f(x)  sarà 
divisibile  per  (x — a)*.  Indichiamo  con  ?x)  il  quoziente,  sarà 

(1)  ftx)=(x — a)"?(x). 
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Se  in  questa  equazione  facciamo  x=a-\-y,  avremo 
f(a+y)=y*f{a-+-y) , 

per  cui  f\d+y)  sarà  divisibile  per  y*.  Ora*, abbiamo  (n.  34 7) 

. -yn , 

ed  affinchè  questo  polinomio  sia  divisibile  per  y *,  bisogna  che  i 
termini  che  contengono  y alle  potenze  inferiori  ad  y"  sieno  nulli, 
dunque  dovrà  essere 

f[a)=o , rw= ».  m=o.  r"(«)=o 

Quindi  è vero  che  x=a  annulla  le  successive  derivate  di  f(x)  , 
fino  a quella  dell'ordine  n — 1 inclusiva. 

Reciprocamente,  quando  f(a),  f(a),  f’(a)....f*—i(a)  sono  nulle, 
sarà  /(a-hy)  divisibile  per  yn , e quindi  sarà  f{a-r- y)  della  forma 
y*f'y)i  e mettendo  x — a in  luogo  di  y , sarà  f^x)=[x — a)*f(x — a). 
Dunque  l’equazione  f(x)=0  avendo  il  fattore,  moltiplice  ( x—a ", 
avrà  n radici  eguali  ad  a;  cioè  tante  radici  eguali  ad  a,  quant'è 
l’ordine  della  prima  derivala  che  non  si  annulla.  D'altronde  è 
evidente  che  l’ equazione  proposta  non  può  avere  più  di  n radici 
eguali  ad  a,  poiché  se  più  ne  avesse,  allora  la  derivata  dell’or- 
dine n,  ossia  fnì(a)  dovrebbe  annullarsi,  il  che  è contra  la  ipotesi. 

439.  Teorema  II.  Se  il  polinomio  f(x)  ha  fattori  moltiplici,  il 
massimo  comune  divisore  tra  f(x)  e f'(x)  sarà  formato  dal  prodotto 
di  lutti  i fattori  moltiplici , elevalo  ciascuno  alla  potenza  di  un 
grado  minore  di  quello  che  si  trova  in  f(x). 

In  fatti  avendo  f(x)  un  fattore  moltiplice,  sarà  f[x)=(x — a)"f(x), 
e perciò  f(a) , f{a),  f"(a). . . .fi*— *)(a)  sono  nulle.  Dunque  f{x)  e 
le  sue  derivate  /"(x),  f^x). . . .p*- *)(x)  sono  nulle  quando  si  fa 
x=a.  Ma  /W(x)  che  non  si  annulla  è la  derivala  dell’ordine  (n — 1) 
di  /"(x),  dunque  f[x)  ammette  n — 1 fattori  eguali  ad  x — a,  e 
perciò  è divisibile  per  (x — a)"—’. 

Del  pari  se  f(x)  ammette  i fattori  (x — 6)p,  (x — c)q,  ec.  allora 
/'(x)  ammetterà  i fattori  (x— h)P~x,  (x — c)v-* , ec.  Dunque  f'{x ) 
sarà  divisibile  pel  prodotto  di  (x — a)H~i(x — &)p-1(x  — c)v-*... 
Questo  prodotto  è il  massimo  comune  divisore  tra  f\x)  e f(x) , 
poiché  i fattori  (x — a),  (x— 6),  (x — c),  ec.  non  si  trovano  in  f(x ) 
che  alle  potenze  n — 1 , p — 1 , q — 1 , ec.  ; e se  altri  fattori , 
(x  — a'),  (x — ò'} , (x  — c') , ec.  non  sono  che  al  primo  grado 
in  f[x),  nessuno  di  essi  potrà  dividere  f\x),  dacché  se  la  divides- 
sero , allora  questi  fattori  si  dovrebbero  trovare  in  f[x)  almeno 
alla  seconda  potenza  , il  che  sarebbe  contra  la  ipotesi. 

Corollario.  Dunque  per  conoscere  se  un’equazione  ha  radici 
eguali,  si  cercherà  il  massimo  comune  divisore  tra  il  primo  membro 
e la  sua  derivata:  se  si  troverà,  l’equazione  avrà  radici  eguali; 
e per  l’opposto  se  non  si  troverà  alcun  massimo  comune  divisore 
l’equazione  non  avrà  radici  eguali. 
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440.  Teorema  III.  Se  un' equazione  ha  fattori  moltipliei,  la  sua 
risoluzione  si  può  far  dipendere  da  quella  di  altre  equazioni  che 
hanno  fattori  semplici. 

In  fatti  dinotiamo  con  X,  il  prodotto  de’  fattori  semplici  del 
polinomio  f(x),  con  Xa  il  prodotto  delle  prime  potenze  de' fattori 
doppi,  con  X,  quello  delle  prime  potenze  de’ fattori  tripli,  e con  X4 
quello  delle  prime  potenze  de' fattori  quadrupli:  sarà  evidentemente 

/(«)=X,X.,X,*X/. 

Chiamando  D,  il  massimo  comune  divisore  di  f{x)  e della  sua  deri- 
vata , pel  teorema  precedente  sarà  D^X.X/X/.  Del  pari  indi- 
cando con  D,  il  massimo  comune  divisore  di  D,  e della  sua  de- 
rivata, sarà  D,=X,X4*;  c chiamando  D,  il  massimo  comune  divi- 
sore di  D,  e della  sua  derivala,  sarà  D4=X4.  Onde  avremo  le 
seguenti  eguaglianze 

/»=X,X.’X,,X4\ 

D = X,X,*X/, 

1).=  X,X4*, 

d,=x4. 

Dividendo  ciascuna  di  queste  eguaglianze  per  la  seguente,  ed  in- 
dicando con  0,.  0,.  Q.  i rispettivi  quozienti,  sarà 

Qr==XIX»X,X4,  q,=x,x,x4,  q,=x.x4,  d,=x4. 

Dividendo  del  pari  ciascuna  di  queste  eguaglianze  per  la  seguente, 
si  avrà 

Q. v Qi  Y Oi y D, y 

Q,“  *’  Q,  ” D.— A‘*  1 

Si  troveranno  dunque  tutte  le  radici  di  f[x)  = 0 risolvendo  le 
equazioni 

X =0 , X.=0  , Xa=0,  X4=0 , 

le  cui  radici  avranno  nell’ equazione  f[x)= 0 il  grado  di  molti- 
plicità  indicato  dall’indice  del  polinomio  da  cui  derivano;  cioè  a 
dire  che  le  radici  della  prima  saranno  radici  semplici,  quelle  della 
seconda  radici  doppie , quelle  della  terza  radici  triple , e quelle 
della  quarta  radici  quadruple. 

Se  qualcuno  desolinomi  X,,  X,,  X,,  X4,  ec.  è un  numero, 
allora  l’equazione  f[x)=0  non  avrà  radici  della  molliplicità  corri- 
spondente all'indice  di  quel  polinomio.  Per  esempio  se  X,  è un  nu- 
mero, l'equazione  f{x)=0  non  avrà  radici  semplici;  come  non  avrà 
radici  doppie  o triple  se  il  polinomio  X„  o pure  X4  ò un  numero; 
e cosi  successivamente. 

441.  Per  applicare  questo  metodo  ad  un  esempio,  proponiamoci 
di  determinare  le  radici  eguali  dcll’equnzionc 

x’ — 13a:*-^-67a:, — J7t  *‘-+-216*— 108=0. 
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Cercando  Ira  il  primo  membro  di  questa  equazione  e la  sua  de- 
rivata il  massimo  comune  divisore,  si  trova  ** — 8*’-t-21* — 18. 
E cercando  tra  questo  e la  sua  derivata  il  massimo  comune  divi- 
sore, si  ottiene  x — 3.  Onde  sarà 

/(*)=*'—  171*’4-216*— 108  , 

1),=*' — 8**4-21x — 18  , 

0, — x — 3. 

E dividendo  ciascuna  di  queste  eguaglianze  per  la  seguente,  verrà 

^p=Q,=*’ — 5*4-6  , 5ì=Qt=*’ — 5*4-6 , D„=* — 3. 

E dividendo  anche  ciascuna  di  queste  eguaglianze  per  la  seguente, 
si  ottiene 

^=X=1 , gs=X,=*-2,  D,=X,=*— -3. 

Il  polinomio  X,  essendo  un  numero , fa  vedere  che  la  proposta 
equazione  non  ammette  radici  semplici  (n.  preced.)  ; onde  le  equa- 
zioni da  risolversi  sono 

* — 2=0  ed  * — 3=0  , 

dalle  quali  si  ricava  *=2,  ed  *=3  ; e di  questi  valori  il  primo 
è di  radice  doppia  ed  il  secondo  è di  radice  tripla.  Dunque  il  primo 
membro  della  proposta  equazione  avrà  il  fattore  doppio  (* — 2)*, 
ed  il  fattore  triplo  (* — 3)’  ; e quindi  nascerà  da  (* — 2j*(x — 3)'. 

Debbano  per  secondo  esempio  determinarsi  le  radici  eguali  del- 
l’equazione ** — 6*4-t-4*,4-9** — 12*4-4=0. 

Il  massimo  comune  divisore  D,  del  primo  membro  di  questa  equa- 
zione e della  sua  derivata  è ** — x* — 3** 4-5* — 2.  Il  massimo  co- 
mune divisore  D,  di  questo  polinomio  D,  e della  sua  derivata  è 
x* — 2*4-1  , ed  il  massimo  comune  divisore  D,  di  questo  trino- 
mio D,  e della  sua  derivata  è * — 1.  Avremo  dunque 

f(x)=x " — 6**4- 4*’ 4-9*’ — 12*4-4 , 

D,=x* — ** — 3*’ 4-5* — 2 , 

D,=x* — 2*+l  , 

D,=* — 1. 

Dividendo  ciascuna  di  queste  eguaglianze  per  la  seguente  si  ha 
/g=Q,=*’4-*-2 , 5ì=Q,=z’4-*-2  , 

5-’=qj=*-i,  d,=* — i . 

Onde  sarà 

5£=X,=1,  ^=X,=*+2,  gj=X,=l , D,=X  ,=*-!. 
Lrz.  di  Alg.  *8 
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1 due  polinomi  X,  ed  X,  essendo  numeri,  fanno  vedere  die  l’equa- 
zione proposta  non  ha  nè  radici  semplici , nè  radici  triple.  Dunque 
si  avranno  tutte  le  radici  della  proposta  risolvendo  le  due  equazioni 

x-t-2=0 , ed  x — 1=0 , 

dalle  quali  si  ha  x= — 2,  ed  x=l.  Onde  la  data  equazione  avrà 
due  radici  eguali  a — 2,  c quattro  radici  eguali  ad  1 , e perciò 
ammetterà  il  fattore  doppio  (x-t-2)*,  ed  il  fattore  quadruplo  (x — 1)*; 
e quindi  acquisterà  la  forma  (x-+-2)*(x — 1)*=0. 

442.  Se  si  vuole  l'equazione  che  contenga  tutte  le  radici  eguali 
e disuguali  della  proposta , ma  ciascuna  presa  una  sola  volta,  basta 
dividere  fax)  pel  massimo  comune  divisore  D che  esiste  tra  f(x) 
e la  sua  derivata  f(x),  e mettere  il  quoziente  eguale  a zero.  In 
fatti  essendo 

fi*)=x,x.*x/x/=o, 

l' equazione  proposta  , il  massimo  comune  divisore  che  esiste  tra 
questo  primo  membro  e la  sua  derivata  è D=X,X,*X/.  Onde 
dividendo  f(x)  per  D , e messo  il  quoziente  eguale  a zero  si  ha 
l'equazione  X.X.X.X^O,  la  quale  evidentemente  contiene  tutte 
le  radici  della  proposta  , presa  ciascuna  una  sola  volta. 

Quando  la  divisione  di  f(x)  per  la  sua  derivata  f(x)  si  fa  esat- 
tamente, onde  il  resto  è nullo  , allora  l’equazione  data  f[x)  = 0 
non  avrà  che  una  sola  radice  più  volte  moltiplice,  cioè  tante  volte 
ripetuta,  quant’è  il  grado  dell’ equazione;  e questa  radice  si  ottiene 
eguagliando  a zero  il  quoziente  di  primo  grado  che  risulta  dalla 
stessa  divisione.  Onde  il  primo  membro  dell'equazione  proposta  sarà 
lo  sviluppo  della  potenza  tnf,ima  dello  stesso  quoziente. 

La  ragione  è che  in  questo  caso  il  massimo  comune  divisore  D 
che  esiste  tra  f[x) , e la  sua  derivata  f (x)  è la  stessa  derivata  li- 
berata da  qualche  suo  fattore  numerico  ; e perciò  il  quoziente  della 
divisione , per  quello  che  si  è detto , messo  eguale  a zero , dà 
l' equazione  che  deve  contenere  tutte  le  radici  della  proposta , e 
ciascuna  presa  una  sola  volta. 

Cosi  se  si  ha  l'equazione 

x* — 10x*-+-40x’ — 80x*-t-80x — 32=0 , 
la  sua  derivata  è 

6x* — 40x,-h120x* — 160x-t-80 , 

ed  il  massimo  comune  divisore  che  esiste  tra  il  primo  membro 
dell’equazione  e la  sua  derivata  è 

x* — 8x’4-24x’ — 32x-|-16 , 

cioè  la  stessa  derivata  liberata  dal  fattore  5.  Il  quoziente  x — 2 
della  divisione  eguagliato  a zero  dà  x=2,  e perciò  la  proposta 
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equazione  contiene  cinque  radici  ciascuna  eguale  a 2 , e quindi 
il  suo  primo  membro  è lo  sviluppo  di  ( x — 3)s. 

443.  H metodo  esposto  per  la  ricerca  delle  radici  eguali , quan- 
tunque sia  sempre  eseguibile,  pure  riesce  lungo  e penoso  quando 
r equazione  è di  grado  elevalo  ; ed  è perciò  che  deve  applicarsi 
sol  quando  la  necessità  lo  richiegga,  tanto  più  che  vi  sono  de' ca- 
ratteri co’  quali  si  può  facilmente  conoscere  se  un'equazione,  che 
non  eccede  il  quinto  grado,  possa  avere  radici  eguali. 

A tale  oggetto  si  fa  osservare  che  un'equazione  quando  ha  un 
solo  fattore  inoitiplicc,  si  può  mettere  sotto  la  forma 

(x— n)*?(x)=0 , 

ed  eguagliando  a zero  il  fattore  moltiplico,  si  ha  ( x — a)*.=  0 ; 
onde  x — a= 0,  ed  x=a.  Vale  a dire  che  se  un'equazione  a 
coefficienti  razionali  contieue  una  soia  radice  moltiplica , questa 
dev'essere  razionale. 

Dunque,  reciprocamente,  un’equazione  a coefficienti  interi,  se 
non  ha  radici  razionali,  non  può  avere  una  sola  radice  raolliplice. 

444.  Segue  da  ciò  chu  un'equazione  di  terzo  grado,  se  non  ha 
radici  razionali,  non  può  avere  radici  eguali  ; dacché  se  le  avesse 
dovrebbe  averne  una  sola  doppia  , o tripla  , il  che  è impossibile 
per  quello  che  precede. 

Un’equazione  di  quarto  grado  che  noti  ha  radici  razionali,  non 
può  avere  per  radici  molliplici  che  due  radici  doppie,  ed  il  suo  ’ 
primo  membro  dev'essere  un  quadrato  esatto. 

In  fatti  questa  equazione  non  può  avere  una  radice  moltiplice, 
perchè  non  ha  radici  razionali  ; e se  ha  due  diverse  radici  multiple, 
bisogna  che  ciascuna  sia  doppia.  Allora  è chiaro  che  il  suo  primo 
membro  sarà  un  quadrato  esatto.  Se  dunque  questa  condizione  è 
verificata,  l'equazione,  con  l'estrazione  della  radice  quadrata,  si 
abbasserà  al  secondo  grado  ; e quaudo  questa  condizione  non  ba 
luogo , l’equazione  non  ammette  radici  eguali. 

Un’equazione  di  quinto  grado  che  non  ha  radici  razionali,  non 
può  avere  una  sola  radice  moltiplice,  perchè  se  l’avesse  dovrebbe 
essere  razionale,  il  che  è contro  la  ipotesi,  che  vuole  l’equa- 
zione senza  radici  razionali.  Non  può  avere  nemmeno  due  radici 
doppie,  perchè  allora  avrebbe  un  fattore  di  quarto  grado,  e dal 
primo  membro  dell'equazione  diviso  per  questo  fattore  si  otterrebbe 
un  quoziente  razionale  di  primo  grado,  che  eguagliato  a zero  da- 
rebbe una  radice  razionale,  il  che  è pure  eontra  la  ipotesi. 

Da  ciò  si  ricava  che  il  metodo  della  ricerca  delle  radici  eguali 
non  deve  applicarsi  che  alle  equazioni  di  grado  superiore  al  quinto, 
che  non  hanno  radici  razionali. 
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LEZIONE  XX. 

Ricerca  delle  radici  eguali  e di  segno  contrario , 
ossia  de' fattori  binomi  di  secondo  grado. 

445.  Nella  precedente  lezione  abbiamo  trattato  delle  radici  molti- 
plici,  ossia  delle  radici  eguali  e del  medesimo  segno,  ed  abbiamo 
veduto  quali  condizioni  debbano  aver  luogo,  affinchè  un’equazione 
abbia  radici  eguali,  e come  queste  si  determinino.  Tratteremo  ora 
della  ricerca  delle  radici  eguali  e di  segno  contrario,  ossia  de' fat- 
tori binomi  di  secondo  grado  della  forma  x* — a*. 

Sia  dunque  l'equazione  f(x)—0.  Dinotiamo  con  f[x)  la  somma 
determini  che  contengono  le  potenze  pari  dell'iiicognita,  e con  f’(x) 
la  somma  di  quelli  che  contengono  le  potenze  impari,  divisa  per  x: 
la  data  equazione  prende  la  forma 

f{x)+xf'(x)=0, 

nella  quale  1 polinomi  r(x) , e <?'{x)  contengono  le  potenze  pari 
dell’ incognita. 

Ora,  affinchè  questa  equazione  abbia  due  radici  eguali  e di  segno 
contrario  ■+ a,  e — a,  è necessario  che  sia  verificata  si  dall'una 
che  dall’altra  di  queste  radici.  E poiché  i polinomi  ?(x),  e ?’(x) 
non  cambiano  quando  si  mette  — a in  luogo  di  -t-o,  perchè  con- 
tengono le  sole  potenze  pari  dell'  incognita , perciò  si  avrà 

?(a)-hav'(a)=rO , 
f(o)— ar'(a)=0 , 

le  quali  una  volta  addizionate  ed  un’altra  volta  sottratte  danno 
5>(a)=0 , e ?»=0. 

Dunque  affinchè  -4-a,  e — a sieno  radici  della  proposta,  è ne- 
cessario che  a sia  radice  comune  delle  due  equazioni 

?(x)=0 , e ?'(x)—0, 

e quindi  è d’uopo  che  queste  abbiano  un  fattore  comune. 

Segue  da  ciò  che  per  determinare  le  radici  eguali  e di  segno 
contrario  che  può  ammetterò  uu'  equazione , bisogna  dividere  il 
primo  membro  in  due  parti,  una  r(x)  che  sia  la  somma  determini 
che  contengono  le  potenze  pari  dell'  incognita , e l’ altra  che  sia  la 
somma  di  quelli  che  contengono  le  potenze  impari:  questa  seconda 
somma  si  dividerà  per  x,  e sia  f’(x)  il  quoziente.  Indi  si  cerchi 
tra  r(x)  e ?’(x)  il  massimo  comune  divisore , il  quale  se  non  si 
trova  è segno  che  l’equazione  proposta  non  ammette  radici  eguali  c 
di  segno  contrario,  e se  poi  si  trova  un  comun  divisore,  eguagliato 
questo  a zero,  si  avrà  l’equazione  che  darà  le  radici  dimandate. 

Esempio  i.°  Sia  l’equazione 

x' — 3x* — 9«’-l-28a;,-i-20x — C5=0  : 
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la  somma  de’  termini  di  grado  pari  sarà 

— 3x44-28x* — 65,  ossia  3x‘ — 28x*-t-65, 

c quella  de’  termini  di  grado  impari  sarà  x* — 9x* 4-20x,  che  di- 
visa per  x diventa  x4— 9x*-f-20.  Si  cercherà  dunque  il  massimo 
comune  divisore  fra  3x4 — 28x*4-65  ed  x4 — 9 x* 4-20 , e si  trova 
essere  x* — 5,  che  eguagliato  a zero  dà  xl — 5=0,  onde 

x=±  1/  5. 

Dunque  la  data  equazione  ammette  le  due  radici  eguali  e di  segno 

opposto  4-1^5  e — l/H. 

Esempio  2.°.  Sia  ancora  l’equazione 

x* — 5x’4-2x*  4- 20X* — 23x* — 5x*  4- 1 2x* — 30x  4-  36=0 . 

Lo  somma  de’ termini  di  grado  pari  è x*4-2x* — 23x‘4-12x*4-36, 
c quella  de’  termini  di  grado  impari  è — 5x’4-20x' — 5x’ — 30x; 
che  divisa  per  — 5x  dà  x* — 4x44-x*-t-6.  Ora  cercando  il  massimo 
comune  divisore  di  questi  due  polinomi  si  trova  che  questo  è lo  stesso 
polinomio  x° — 4x44-x*4-6,  il  quale  eguagliato  a zero,  dà  l’equazione 

x° — 4x*4-x*  4-6=0. 

E facendo  in  questa  x*=y,  si  ha 

y5 — 4y*4-y4-6=0, 

le  cui  radici  sono  y= — 1,  y=2,  ed  y=3.  Onde  sarà  x*= — 1, 
x*=2,  ed  x*=3,  c quindi  si  avrà 

x=±|/=T,  x=±l^  2,  x=±l//3. 

In  fine  dividendo  il  primo  membro  della  proposta  pel  massimo  co- 
mune divisore  x* — 4x44-x*4-6  , si  ha  per  quoziente  x’ — 5x4-6 
che  messo  eguale  a zero  dà  l'equazione 

x* — 5x  4-6=0 

le  cui  radici  sono  x=2,  ed  x=3. 

Dunque  tutte  le  otto  radici  della  proposta  equazione  sono 

x=2,  x=3,  x=±l/=l,  x=±  1^2,  x=±l/3. 

LEZIONE  XXI. 

Delle  equazioni  reciproche. 

446.  Un’equazione  si  dice  eh’  è suscettibile  di  abbassamento  quan- 
do la  sua  risoluzione  si  può  far  dipendere  da  quella  di  una  0 più 
equazioni  di  grado  inferiore.  Cosi  un'equazione  che  ha  radici  mol- 
tiplici  è suscettibile  di  abbassamento  ; poiché  abbiam  veduto  che 
la  ricerca  delle  radici  moltiplici  si  riduce  a quella  delle  radici 
semplici  di  più  equazioni  di  grado  inferiore.  E nella  precedente 
lezione  abbiamo  osservato  che  quando  un’  equazione  ha  una  0 più 
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coppie  di  radici  eguali  c di  segno  contrario,  è anche  suscettibile 
di  abbassamento,  perchè  il  suo  primo  membro  si  può  dividere  pel 
prodotto  de’  fattori  binomi  di  secondo  grado  , corrispondenti  a si 
fatte  radici,  ed  il  quoziente  eguagliato  a zero  dà  un'equazione  di 
grado  inferiore.  In  generale  un'equazione  è suscettibile  di  abbassa- 
mento , quando  si  conosce  che  due  o più  delle  sue  radici  hanno 
tra  loro  una  data  relazione.  Vedremo  in  questa  lezione  che  anche 
le  così  dette  equazioni  reciproche  sono  suscettibili  di  abbassamento. 


447.  Un’  equazione  si  dice  reciproca,  quando  non  cambia  forma 
allorché  si  mette  ^ in  luogo  di  x , o in  altri  termini , quando 

avendo  una  radice  eguale  ad  x,  ne  ha  un’altra  eguale  ad  ì* 

Vediamo  ora  quale  condizione  debba  esistere  tra  i coefficienti 
di  un'  equazione , affinchè  questa  sia  reciproca. 

Supponiamo  in  primo  luogo  che  si  abbia  l’equazione  di  grado  pari. 


x*4-  Px'4-  Qx*4-  Rxs-+-  Sx*4-  Tx  4-  U = 0. 
Mettendo  ^ in  luogo  di  x , ed  ordinando  si  ha 

,T,S,R,Q,P  1 . 

x 4-pX  + gX*4-jjX  4-|ja?4- jj®4- jj==0  , 


la  quale  per  essere  identica  alla  precedente  esige  che  i coefficienti 
de’  termini  che  contengono  l’x  allo  stesso  grado  sieno  eguali;  dun- 
que dovrà  essere 


Dall’ultima  di  queste  eguaglianze  si  ricavo  U = ±l,  e quindi 
U=l,  ed  U= — 1.  Col  primo  valore  U=1  , si  ha  T=P  , 
S=Q  , R=R  ; e coi  secondo  U= — 1 , si  ottiene  T= — P , 
S= — Q , R=0.  Onde  la  proposta  equazione  affinchè  sia  reci- 
proca deve  avere  una  di  queste  forme 

(1)  a:*-t-PxI-t-Qx*-+-Ra:’-t-Qa;*-l-Pa:-4-i=0 

(2)  x*4-  Px’-h  Qx4—Qx‘—  I’x  — 1 = 0. 

Dunque  : un’  equazione  di  grado  pari  affinchè  sia  reciproca  è 
necessario  che  » coefficienti  de'  termini  equidistanti  dagli  estremi 
sieno  eguali  e del  medesimo  segno  . o pure  che  sia  mancante  del 
termine  di  mezzo  e che  i coefficienti  de' termini  equidistanti  dagli 
estremi  sieno  eguali  e di  segno  contrario. 


448.  Sia  ora  l’ equazione  di  grado  impari 

x‘4-  Px*4-  Qx‘4-  Rx*4-  Sx  4-  T=  0. 
Mettendo  — in  vece  di  x , ed  ordinando  si  ha 

x*4-  |.x*4-  !pX*4-  ^x  4-^  = 0 
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la  quale  sarà  identica  alla  precedente  quando  si  avrà 


Dall’ultima  di  queste  eguaglianze  si  ricava  T=±l,  e quindi  T=l, 
e T= — 1.  Col  valore  T=l,  si  ha  S=P,  ed  R==Q;  e con  l’altro 
T= — 1,  si  ottiene  S= — P,  ed  R= — Q,  e perciò  la  proposta 
equazione  affinchè  sia  reciproca  deve  avere  una  di  queste  forme 

(3)  x“-l-Px4-4-Qx’-+-Qx*4-Px-i-l=0. 

(4)  x'-bPx* — Qxs — Qx' — Px — 1=0 

Dunque  : un’  equazione  di  grado  impari  affinchè  sia  reciproca  è 
necessario  che  i coefficienti  de'  termini  equidistanti  dagli  estremi 
sieno  eguali  e del  medesimo  segno  , o pure  che  sieno  eguali  e di 
segno  contrario. 

449.  Le  equazioni  (2),  (3),  e (4),  quando  si  riuniscono  i ter- 
mini equidistanti  dagli  estremi , prendono  la  forma 

(x" — 1 ) -t-Px(x* — 1)  -t-Qx*(x* — 1 )=0  , 
(x5-t-l)4-Px(x*-t-l)-i-Qxi,(a:  -+-1)=0 , 

(»*—  l)-t-P4r’— 1)+Qx*(«  — 1)=0. 

Di  queste  equazioni  la  prima  è divisibile  (n.  361  e 362)  per  x * — 1, 
onde  è x=±l;  la  seconda  è divisibile  per  x-Hl . onde  è x= — 1,  e 
la  terza  è divisibile  per  x — 1 , che  dà  x=l.  Tolti  questi  fattori 
le  (re  equazioni  diventano 

x*-t-Px,-+-(Q-t-l)x*-+-Px-t-i=0 , 

**+(P_ l^’-KQ+l— P)x*-HP—  1)x-h1=0  , 

®*-4-(P4-  l)xs-+-  (Q-t- 1 -t-P)x*-t-(P-t-l  )x-t- 1=0  , 

e quindi  ciascuna  di  esse  acquista  la  forma  dell'equazione  (1).  Dunque: 
qualunque  equazione  reciproca  può  sempre  ridursi  ad  un’  equa- 
zione di  grado  pari,  che  abbia  i coefficienti  de'  termini  equidistanti 
dagli  estremi  eguali  e del  medesimo  segno.  Ed  6 perciò  che  il  nome 
di  equazione  reciproca  si  dà  con  ispecialità  alle  equazioni  di  questa 
forma. 

Quindi  dovendo  esporre  la  risoluzione  delle  equazioni  reciproche 
possiamo  considerare  solo  quelle  della  forma  (1) , dacché  tutte  le 
altre  si  possono  a questa  forma  ridurre. 

450.  Sia  dunque  l’ equazione  reciproca 

(5)  . . . 4-Hxn,-t-. . . -+-Bxa-t-Ax4-l=0. 

Siccome  il  prodotto  di  una  radice  x per  la  sua  reciproca  - è 

OC 

sempre  l'unità,  cosi  se  si  conoscesse  la  somma  di  queste  due  ra- 
dici, allora  si  potrebbe  facilmente  calcolare  ciascuna  di  esse  (n.  161 
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cor.  II).  Prendiamo  dunque  per  incognita  ausiliario  la  somma  di 
queste  due  radici:  ed  indichiamola  con  y,  sarà 

(6)  y=x-\-ì- 

Ora  è evidente  che  mettendo  in  questa  equazione  in  luogo  di  x 
successivamente  ciascuna  radice  della  (5),  il  numero  de’valori  di- 
versi di  y sarà  quanto  quello  delle  coppie  delle  radici  reciproche, 
cioè  sarà  quanto  m.  Dunque  se  si  elimina  x tra  l'equazione  (6)  e la 
proposta  (5),  l'equazione  in  y dovrà  essere  del  grado  m , e quindi  del 
grado  metà  di  quello  della  proposta  equazione.  Dunque  ogni  equa- 
zione reciproca  della  forma  (5)  può  sempre  abbassarsi  al  grado  metà. 

Per  ottenere  questa  equazione  in  y bisogna  dunque  eliminare  x 
tra  le  due  equazioni  (5)  e (6).  Ora  per  facilitare  questa  elimina- 
zione, dividiamo  la  (5)  per  x",  si  ha 

xm+Axm-,+Bxm-*+. . . -t-H -f-.  • • -t-B- 0 
che  potrà  mettersi  sotto  questa  forma 

(7)  + + +-J-ì)+...+||=0. 

Dunque  tutta  la  difficoltà  di  questa  eliminazione  è ridotta  ad  espri- 
mere ciascun  binomio  di  questa  equazione  in  funzione  di  y.  A tale 
oggetto  osserveremo  che 


dalla  quale,  dopo  la  sostituzione  di  y in  luogo  di  x+-,  si  ricava 

cc 

Jn = (*•+  ?)  y—  +J=i)  • 

Ora  in  questa  eguaglianza  facendo  successivamente  n=l,2,3, 
4,5,6,  ec.  ed  osservando  che  x’+^j  =1+1=2,  si  ottengono 
i seguenti  risultameli 

( * +|)  y-2=y’-2 , 

**+  ? = (X*+Ì)  y - (x’+?)  =ry<  4y*+2  , 
x,+  ì=(x«+p)y-(x,+  ì)=y5-5y,+5j/ , 
x’+^tx'+ljy  — (x*+  ;~)=y‘— 6y*+9y9— 2 , ec. 
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Sostituendo  questi  valori  nell’equazione  (7),  si  verrà  ad  eliminare 
l'incognita  x,  c risulterà  un'equazione  in  y del  grado  m. 

Determinati  che  si  saranno  i valori  di  y , si  troveranno  le  ra- 
dici della  proposta,  mediante  l'equazione  (6),  dalla  quale  si  ricava 

x==y_±\/y'-l' 

Esempio  4 ."  Risolvere  l’equazione 

xl — 4x,+5xm — 4x-f-  1=0. 

Dividendo  questa  equazione  per  x \ si  ha 

1 1 

x * — 4x4-5— 4-4- -i=0, 
x x 


ossia  (x*4-p) — 4 -1-5=0. 

Poi  facendo  *+■;=!(,  onde  è x*-t- \=y'— 2 , e sostituendo, 
viene  l'equazione 

y*— 4j/-f-3=0 , 

che  risoluta  dà  y=l  , ed  y=3.  Messi  questi  valori  successiva- 
mente nell' equazione 

y=x-t-l, 

X 


danno  le  due  equazioni  di  secondo  grado 
x* — x-t-l=0  , 
x' — 3®+ 2=0  , 

dalle  quali  si  ha 


x- 


1±|/ — 3 
: 2 


ed  x — 


3±l/5 


che  sono  le  quattro  radici  della  proposta. 

Esempio  2.°  Risolvere  l'equazione 

3x* — 7x* — x ' — x * — 7x4-  3=0. 

Questa  equazione  evidentemente  ha  per  radice — i,  laonde  il  suo 
primo  membro  6 divisibile  per  X4-1,  e messo  il  quoziente  eguale 
a zero,  si  ha  l’equazione 

3x* — 10x’-t-9x’ — 10x+-3=0, 
che  divisa  per  x*  diventa 


3xm— 10x4-9— 10-4-3-1=0, 

X x% 

ossia  3(x*4-Ji)-10(x4-i)4-9=0, 

Lei.  di  Jlff. 


*9 
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c posto  .r-t-  *=«/,  onde  x'+^—ìf— 2,  viene 
3y*_16y+3=0, 
clic  risoluta  dà  t/=3 , ed  !/=jj  • 

Onde  x-+--=3,  ed  x+--=4,  ossia 

X X o 

x * — 3x+l=0,  ed  x* — gc+l=ft, 

dalle  quali  si  ricava 

3±l/5  , l±l/— 35 

x= — 5 — , ed  x= g 

Dunque  le  cinque  radici  della  proposta  sono 

34.1/5  3—1/5 

x=-l,  x=  — 2— , ^r=— 2- . 

I4.I/335  1—1/335 

*= 6 . ^ *= g 


LEZIONE  XXII. 

Teorema  di  CARTESIO. 

451.  Quando  in  un  polinomio  due  termini  successivi  son  pre- 
ceduti da  segno  contrario , si  dice  che  formano  una  variazione , 
e quando  son  preceduti  dal  medesimo  segno,  si  dice  che  formano 
una  permanenza.  Dunque  in  un  polinomio  il  numero  delle  varia- 
zioni è il  numero  delle  volte  che,  nel  percorrere  la  serie  de’ suoi 
termini  si  passa  da  un  segno  al  segno  contrario  , ed  il  numero 
delle  permanenze  è il  numero  delle  volte  che  da  un  segno  si  passa 
al  segno  simile.  Cosi  nel  polinomio 

x'-t-3x* — 2xs — i}x*-h~x— 8 , 

si  contengono  tre  variazioni  e due  permanenze.  La  prima  variazione 
è quella  di  -t-3x* — 2x\  la  seconda  è quella  di  — 5x2-t-7x,  c la 
terza  è quella  di  -+-7x — 8.  Delle  due  permanenze  la  prima  è quella 
di  x‘-+-3x4,  e la  seconda  è quella  di  — 2x* — 5x*. 

452.  Segue  da  ciò  die  in  un’equazione  completa  /’(.r'=0  il  nu- 
mero delle  variazioni  e quello  delle  permanenze  eguaglia  il  grado 
dell’equazione.  E siccome  cambiando  x in  — x le  permanenze 
di  f(x)  diventano  variazioni  nella  trasformata  f( — xj,  e recipro- 
camente ; cosi  in  ogni  equazione  completa  il  numero  delle  varia- 
zioni de’  suoi  termini  e quello  delle  variazioni  della  sua  trasfor- 
mata in  —x  eguaglio  il  grado  dell’equazione. 
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453.  Sia  ora  un  polinomio 

xm— Axm-’,-f-l$.rB|— p—  Cx,',-V4-Dx’,,-r— Ex*,-»-f-Fx,"-<— Gx’»-».  .. 

ordinato  secondo  le  potenze  decrescenti  di  x,  c supponiamo,  per 
fissare  le  idee , che  il  primo  termine  sia  positivo. 

£ chiaro  che  nel  leggere  la  serie  de’ termini  di  questo  polinomio, 
si  dice  prima  variazione  quando  dal  primo  termine  xm,  che  ha 
il  segno  si  passa  al  seguente  -r-Ax"-*  che  ha  il  segno  — ; 
si  dice  seconda  variazione  quando  da  questo  termine  col  segno  — 
si  perviene  all’altro  termine  Bxm—J’  col  segno  si  dice  terza 
variazione  quando  da  questo  termine  col  segno  4-  si  arriva  all’al- 
tro — Cxm-«  col  segno  — ; quarta  variazione  quando  da  questo 
termine  col  segno  — si  passa  al  seguente  Dx1"— r col  segno  4-; 
quinta  variazione  quando  si  passa  ad  un  altro  col  segno — , sesta 
variazione  quando  si  passa  ad  un  altro  col  segno  -f- , c cosi  pro- 
seguendo. Dunque  al  segno  4-  corrispondono  la  seconda,  la  quarta, 
la  sesta,  cc.  variazione;  ed  al  segnò  — corrispondono  la  prima, 
la  terza,  la  quinta,  cc.  variazione.  Onde  le  variazioni  contale  sa- 
ranno pari  se  l'ultimo  segno  a cui  si  arriva  è -f-,  c saranno  im- 
pari se  questo  segno  a cui  si  arriva  è — . Dunque  se  l' ultimo 
termine  dei  polinomio  è positivo  il  numero  di  tutte  le  variazioni 
sarà  pari;  e s'è  negativo,  il  numero  di  queste  variazioni  sarà 
impari.  Si  può' dunque  stabilire  che  il  numero  delle  variazioni  di 
un  polinomio  ordinalo,  è pari  o impari  secondochè  i termini  estre- 
mi sono  del  medesimo  segno  o di  segno  contrario. 

434.  Lemma  I.  In  ogni  equazione  la  somma  del  numero  delle 
variazioni  de' suoi  termini  e di  quello  delle  variazioni  delia  trasfor- 
mata che  si  ottiene  quando  in  luogo  di  x si  mette  — x,  non  può 
eccedere  il  grado  dell’ equazione  ; e quando  è minore,  la  differenza 
è un  numero  pari. 

Sieno  Nx’,4-Px“~r  due  termini  successivi  qualunque  di  un’equa- 
zione: essi  potranno  presentare  due  casi,  secondochè  r è pari  o impari. 

1. *  Se  r è pari,  gli  esponenti  « ed  n — r saranno  della  stessa 
parità , cioè  saranno  entrambi  pari , o entrambi  impari , onde 
quando  si  cambia  x in  — x,  questi  termini  o conservano  entrambi 
i loro  segni,  o li  cambiano  entrambi,  c perciò  se  questi  termini 
formano  nella  proposta  una  variazione  o una  permanenza,  forme- 
ranno anche  nella  trasformata  una  variazione  o una  permanenza; 
e quindi  in  tutto,  cioè  nella  proposta  c nella  trasformata  daranno 
o due  variazioni,  o nessuna. 

2 . *  Se  r è impari , gli  esponenti  n ed  n— r saranno  di  di- 
versa parità,  cioè  uno  sarà  pari  e l’ altro  impari , onde  allorché 
si  cambia  x in  — x uno  di  essi  conserverà  il  proprio  segno  e 
l’altro  lo  cambierà;  e quindi  se  nella  proposta  formano  una  per- 
manenza , o una  variazione , nella  trasformala  formeranno  una 
variazione  o una  permanenza,  ed, in  lutto  non  daranno  che  una 
sola  variazione. 
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Ora  siccome  il  minimo  valore  che  può  avere  r è 2 nel  primo 
raso  ed  1 nel  secondo,  perciò  il  numero  delle  variazioni  prodotte 
da  due  termini  successivi  tanto  nella  proposta  che  nella  trasformata, 
non  può  superare  la  differenza  de' due  esponenti. 

Inoltre  siccome  quando  r è pari  è della  forma  2u> , e quando 
è impari  è della  forma  2u>-t-l , e siccome  nel  primo  caso  i due 
termini  successivi  Nx’,-t-Px"—r  danno  due  variazioni  o nessuna  si 
nella  proposta  che  nella  trasformata  in  — x,  ed  una  sola  varia- 
zione nel  secondo  caso , cosi  quando  r è pari  l' eccesso  che  ha 
il  numero  r su  quello  delle  medesime  variazioni,  sarà  della  forma 
2tc — 2,  o 2tc  — 0,  cioè  un  numero  pari;  e quando  r è impari 
questo  eccesso  sarà  delia  forma  2tc-+-l  — 1,  ossia  2to  eh' è anche 
un  numero  pari.  Dunque:  quando  il  numero  delle  variazioni  pro- 
dotte da  due  termini  successivi  tanto  nella  proposta  che  nella  tra- 
sformata in  — x è minore  della  differenza  de’ due  esponenti,  l’ec- 
cesso è sempre  un  numero  pari. 

Ciò  posto  sia  l’equazione 

r_ r’-t-GEm-r—r'— • . .-t-U=0  , 
e sieno  v ,v' , v" . . . i numeri  delle  variazioni  che  danno  tanto  nella 
proposta  che  nella  trasformata  in  — x , il  primo  ed  il  secondo 
termine  ; il  secondo  ed  il  terzo  ; il  terzo  ed  il  quarto , ec.  sarà 
per  quello  che  precede 

n<Cr  . t>’<V  , t >"<V' 

r — v=2tc  , r' — v’—2u>’ , r" — v”=2w",. . . 
onde  sarà  v+v'+v"+. ....  <^r+r'-Hr"-+-. .... 
ed  r-l-r'-t-r". . . — . .)=2(uH-u>'4-u>"-t-. . 

Ma  è c+r'+r''+....=iii,  perchè  l’esponente  dell'ultimo  ter- 
mine, eh’ è zero,  si  ottiene  togliendo  r,r',r",  ec.  da  m,  dun- 
que sarà 

..  •<;»»,  ed  m — (o+v'+v"+...)=2(tc-t-to'-+-tc"-)-...). 

Ed  osservando  che  v + v'+v"+. . . è il  numero  delle  variazioni 
de’  termini  della  proposta , e di  quelli  della  trasformata  , e che 
l’espressione  2(u>-pu>'4-u>"-|-.. .)  è un  numero  pari,  si  deduce 
che  in  ogni  equazione  la  somma  delle  variazioni  de’ suoi  termini 
c di  quelli  della  trasformata  in  — x non  può  eccedere  il  grado 
dell’equazione  ; e quando  è minore,  la  differenza  è sempre  un  nu- 
mero pari,  e ciò  dimostra  l’enunciato  del  lemma. 

Lemma  II.  Se  un  polinomio  si  moltiplica  per  un  fattore  di  pri- 
mo grado  x — a,  nel  quale  a è una  quantità  positiva,  il  prodotto 
avrà  almeno  una  variazione  di  più  del  polinomio,  e se  ne  ha  più 
di  una , dovrà  averne  «n  numero  impari. 

Sia  il  polinomio 

xm-i-.. Nx“— . . . +PxP-K  . . — Qx«— . . . ±Tx'± . . . ±U , 
ordinalo  secondo  le  potenze  decrescenti  di  x , e nel  quale  xw  è 
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il  primo  termine,  — Nx"  è il  primo  termine  negativo,  -f-Pxp 
è il  primo  termine  positivo  che  segue,  — Qx*  è il  primo  termine 
negativo  che  segue,  e cosi  proseguendo.  In  fine  sia  ±Tx‘  il  primo 
di  una  serie  di  termini  che  fino  all’  ultimo  inclusivo  abbiano  lo 
stesso  segno,  e sia  ±U  l’ ultimo  termine. 

Moltiplicando  questo  polinomio  pel  fattore  x — a,  si  ottiene 

x“-t- . . . — Nx"— . . . -t-Pxp4- . . . — Qx«— . . . ±Tx'± . . . ±U 
x — a 


x"^1 — ...+P 
4- 


xP-r‘4-. 


. — Q x»+t— ...±T  x‘+,±...±Ux±l:a 
— ± 


«"+1+...— N'x*+I — ...-f-P^xP-H-l-...— Q'xv-t-> — ...±Tx'+>±..,h2l}d/ 

In  questo  prodotto  il  primo  termine  xn‘+I  sarà  evidentemente  po- 
sitivo; il  coefficiente  N'  del  secondo  termine  x^1  sarà  negativo, 
perchè  risulta  dalla  somma  di  — N,  eh’ è negativo,  e dal  prodotto 
di  — a pel  coefficiente  del  termine  precedente  ch’è  positivo.  Del 
pari  il  coefficiente  P'  di  xp+ì  sarà  positivo  perchè  è la  somma 
di  +P  e del  prodotto  di  — a pel  coefficiente  del  termine  prece- 
dente eh’ è negativo.  Per  la  stessa  ragione  il  coefficiente  Q'  di  x«+t 
sarà  negativo,  e cosi  appresso.  In  fine  l’ultimo  termine  sarà  q=Ua. 
Ora  il  moltiplicando  non  ha  che  una  sola  variazione  dal  primo 
termine  x"  a — Nx",  e nel  prodotto  vi  è almeno  una  variazione 
dal  primo  termine  xm+i  fino  a — dacché  questi  due  ter- 
mini sono  di  segno  contrario.  Del  pari  nel  moltiplicando  non  vi  è 
che  una  sola  variazione  dal  termine  — Nx”  all’altro  4-Pxp,  e nel 
prodotto  vi  è per  lo  meno  anche  una  variazione  dal  termine 
— N'x*4-1  all’altro  4-P,xp+i,  e cosi  per  gli  altri.  Dunque  quante 
variazioni  sono  nel  moltiplicando  dal  primo  termine  al  penul- 
timo ±Tx‘,  tante  ancora  per  lo  meno  ve  ne  sono  nel  prodotto 
dal  primo  termine  x"+l  al  termine  ±Ux.  Ma  nel  moltiplicando 
dal  termine  ±Tx‘  fino  all’ultimo  ±U  non  vi  è nessuna  varia- 
zione, e nel  prodotto  vi  è una  variazione  dal  termine  ±Tx,+1 
fino  all'ultimo  cpUa,  dunque  il  prodotto  contiene  per  lo  meno 
una  variazione  di  più  del  moltiplicando.  Onde  la  moltiplicazione 
del  fattore  x — a introduce  nel  prodotto  almeno  una  variazione 
di  più  di  quelle  che  contiene  il  polinomio. 

Da  un'altra  parte  1’  ultimo  termine  del  polinomio  non  può  es- 
sere che  positivo  o negativo.  Supponiamo  in  prima  che  sia  posi- 
tivo : è chiaro  che  in  questo  caso  il  polinomio  conterrà  un  nu- 
mero pari  di  variazioni  (n.  453).  E poiché  in  questa  ipotesi  l'ul- 
timo termine  del  prodotto  è negativo,  perciò  questo  prodotto  con- 
terrà un  numero  impari  di  variazioni;  e quindi  la  moltiplicazione 
del  polinomio  pel  fattore  x — a ha  dovuto  introdurre  nel  prodotto 
un  numero  impari  di  variazioni. 

Se  poi  l'ultimo  termine  del  polinomio  è_  negativo,  questo  po- 
linomio conterrà  un  numero  impari  di  variazioni  ; e siccome  in 
questo  caso  l'ultimo  termine  del  prodotto  è positivo,  perciò  questo 
prodotto  conterrà  un  numero  pari  di  variazioni , e quindi  la  mol- 
tiplicazione del  polinomio  pel  fattore  x — a ha  dovuto  introdurre 
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nel  prodotto  un  numero  impari  di  variazioni.  Dunque  in  ogni  caso 
la  moltiplicazione  del  polinomio  pel  fattore  x — a introduce  nel 
prodotto  un  numero  impari  di  variazioni. 

4oo.  Con  1’  appoggio  di  questi  due  lemmi  riesce  facilissima  la 
dimostrazione  del  teorema  di  Cartesio:  eccone  la  enunciazione. 

Teorema.  In  ogni  equazione  completa  o incompleta: 

1. "  Jl  numero  delle  radici  positive  non  può  essere  maggiore 
di  quello  delle  sue  variazioni. 

2. °  Il  numero  delle  radici  negative  non  può  essere  maggiore 
di  quello  delle  variazioni  della  trasformata  che  si  ottiene  mettendo 
— x in  luogo  di  x. 

5°  E se  tutte  le  radici  sono  reali,  il  numero  delle  positive  è 
precisamente  quanto  quello  delle  variazioni , ed  il  numero  delle  ne- 
gative è quanto  quello  delle  variazioni  della  sua  trasformata  in  — x. 

1. °  Il  primo  membro  di  un’equazione  f[x)  = 0 è il  prodotto 
de’ fattori  di  primo  grado  corrispondenti  alle  radici  positive,  alle 
negative,  ed  alle  immaginarie.  Dunque  se  supponiamo  già  fatto 
il  prodotto  de'  fattori  corrispondenti  alle  radici  negative  ed  alle 
radici  immaginarie  ; il  primo  membro  dell’  equazione  si  otterrà 
moltiplicando  questo  prodotto  successivamente  per  ciascuno  de’ fat- 
tori corrispondenti  olle  radici  positive.  Ora,  in  virtù  del  secondo 
lemma,  ciascuna  di  queste  successive  moltiplicazioni  introduce  nel 
corrispondente  prodotto  almeno  una  variazione  di  più  di  quelle  del 
rispettivo  moltiplicando  , dunque  nell’  ultimo  di  questi  prodotti , 
ossia  nel  primo  membro  dell’equazione  si  dovranno  avere  per  lo 
meno  tante  variazioni , quante  sono  le  radici  positive  , e perciò 
il  numero  di  queste  non  può  essere  maggiore  di  quello  delle  va- 
riazioni. 

2. °  Mettendo  nell'  equazione  — x in  luogo  di  x , le  radici 
della  trasformata  sono  eguali  e di  segno  contrario  a quelle  della 
proposta  (n.  408).  E siccome  in  questa  trasformata  il  numero  delle 
radici  positive  non  può  eccedere  quello  delle  variazioni , cosi  nè 
anche  nella  proposta  il  numero  delle  radici  negative  potrà  eccedere 
quello  delle  variazioni  della  trasformata. 

3. °  Per  dimostrare  la  terza  parte  dell’enunciato  teorema,  in- 
dichiamo con  m il  grado  dell’ equazione  , con  p il  numero  delle 
radici  positive,  con  n quello  delle  radici  negative,  e con  V e V’  il 
numero  delle  variazioni  della  proposta  e quello  delle  variazioni  della 
trasformala  in  — x:  sarà  p + n=m. 

Da  un’altra  parte,  a causa  del  primo  lemma,  V + V non  può 
eccedere  m , quindi  non  può  eccedere  p + n ; ma  per  la  prima 
e seconda  parte  di  questo  teorema  V-t-V'  non  può  essere  minore 
di  p-hn:  dunque  V-t-V'  non  potendo  essere  nè  maggiore,  nè 
minore  di  p-f-n,  dev'essere  eguale;  cioè  sarà  V -+-\'=p-+-n. 
Ora  in  questa  eguaglianza  V non  può  essere  minore  di  p , come 
abbiamo  dimostrato  nel  primo*lcraraa,  c V istessa  non  può  essere 
maggiore  di  p,  perchè  sarebbe  V'  minore  di  n,  il  che  è impossi- 
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bile , dunque  dovrà  essere  \—p  e quindi  V'=n  ; cioè  quando 
un'equazione  ha  tutte  le  radici  reali,  il  numero  delle  radici  po- 
sitive è quanto  quello  delle  variazioni , ed  il  numero  delle  nega- 
tive è quanto  quello  delle  variazioni  della  trasformata  in  — x. 

456.  Corollario  I.  Se  l'equazione  che  ha  tutte  le  radici  reali 
è completa,  siccome  le  variazioni  della  trasformata  sono  in  questo 
caso  le  permanenze  della  proposta,  cosi  il  numero  delle  radici  po- 
sitive sarà  quanto  quello  delle  variazioni , ed  il  numero  delle  ra- 
dici negative  sarà  quanto  quello  delle  permanenze. 

Cobollario  li.  Abbiamo  veduto  che  il  numero  delle  radici  po- 
sitive non  può  eccedere  quello  delle  variazioni , ed  abbiamo  ve- 
duto ancora  che  il  fattore  corrispondente  a ciascuna  radice  posi- 
tiva introduce  nel  prodotto  un  numero  impari  di  variazioni.  Dunque 
il  numero  totale  delle  variazioni  introdotte  da  tutti  questi  fattori 
sarà  pari  o impari,  secondochè  le  radici  positive  sono  di  numero 
pari  o impari;  e perciò  l’eccesso  del  numero  delle  variazioni  su 
quello  delle  radici  positive  sarà  sempre  un  numero  pari.  Dunque 
quando  il  numero  delle  radici  positive  è minore  di  quello  delle  va- 
riazioni , la  differenza  è sempre  un  numero  pari. 

Corollario  III.  Poiché  il  numero  delle  radici  reali  di  un’equa- 
zione non  può  eccedere  quello  delle  sue  variazioni , più  quello 
delle  variazioni  della  trasformata  in  — x;  e poiché  il  numero  di 
tutte  le  radici  dev’essere  quanto  il  grado  dell’equazione,  ne  segue 
che:  quando  in  un’  equazione  la  somma  del  numero  delle  variazioni 
de’  suoi  termini , e di  quello  delle  variazioni  della  trasformala 
in  — x non  eguaglia  grado  , l'equazione  ha  delle  radici  imma- 
ginarie , e ne  ha  per  lo  meno  tante , quani  è l’ eccesso  del  grado 
sulla  somma  delle  variazioni. 

457.  Riprendiamo  l'equazione  del  numero  454. 

a:n‘4-Axm-r-t-Bxm_r— r'H-Crm— r-r'-r"-f- -4-l'=0  , 

e conserviamo  le  denotazioni  per  indicare  le  va- 

riazioni che  hanno  in  questa  equazione  e nella  sua  trasformata 
in  — x i termini  successivi  primo  e secondo;  secondo  e terzo; 
terzo  e quarto  , ec.  Rappresentiamo  con  V la  somma  di  queste 
variazioni  ; sarà 

m=r-t-r'-+-r"-t-  ec. , e Y=»-m>'4-»"-1-  ec. 
onde  sarà 

(1)  m — Y=(r — t’)4-(r' — c')-t-(r" — v")+  ec. 

Or  quando  le  m radici  dell’equazione  sono  tutte  reali,  si  ha  \=m , 
e quindi  m — V è zero;  e siccome  nessuna  delle  differenze  r — », 
r' — »' , r" — v"  ec.,  può  essere  negativa  ( lem.  1 ),  cosi  dovrà  es- 
sere r — » = 0 , r' — »'=0  , r" — »"=0,  ec.  Segue  da  ciò  che  se 
qualch’  una  di  queste  differenze,  per  esempio  r— »,  non  è zero,  l’equa- 
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zione  (1)  si  riduce  od  m — V=r — u , ed  in  lai  caso  la  proposta 
equazione  avrà  per  lo  meno  m — V,  ossia  r — v radici  immaginarie. 

Ciò  posto , supponiamo  che  l’ equazione  proposta  fosse  incom- 
pleta e che  mancasse  un  numero  impari  di  termini  successivi  2to4-l 
tra  due  termini  del  medesimo  segno  Px"  c Qx"_ r.  In  tal  caso  la 
differenza  degli  esponenti  di  questi  termini  sarà  r=2«>4-2,  e 
quindi  il  numero  e delle  variazioni  prodotte  in  questi  due  termini 
tanto  nella  proposta  che  nella  trasformata  in  — x sarà  zero  ( n.  45 4); 
onde  r — v,  si  riduce  ad  r,  e quindi  a 2tc-+-2,  eh’  è eguale  ad  r. 
Dunque  m — V sarà  per  lo  meno  eguale  a 2tc-f-2,  c quindi  la 
proposta  avrà  per  lo  meno  2to-t-2  radici  immaginarie. 

Quando  è tc=0 , ossia  quando  tra  due  termini  dello  stesso  se- 
gno Px*  c Qxn~r  manca  un  sol  termine  , l’ espressione  2tc  -f-  2 
si  riduce  a 2 , e ciò  mostra  che  un’  equazione  eh'  è mancante  di 
un  sol  termine , e che  i termini  vicini  a quello  che  manca  sono 
del  medesimo  segno  , ha  per  lo  meno  due  radici  immaginarie. 

Se  i due  termini  successivi  Px*  e Qx"~r  tra  i quali  mancano 
2to-f-l  termini  fossero  di  segno  contrario,  allora  sarà  «=2  ( n.  454), 
e siccome  la  differenza  degli  esponenti  di  questi  due  termini  è 
2t©+-2 , perciò  sarà  r=2u>-f-2 , e quindi  r — u diventa 
2to-t-2 — 2=2to. 

Dunque  in  tal  caso  la  proposta  avrà  per  Io  meno  2w  radici  imma- 
ginarie. 

Si  noti  intanto  che  in  questa  ipotesi  se  è tc  = 0,  anche  2to  si 
riduce  a zero,  e perciò  sarà  r — r=0,  e quindi  ancora  m — V=0. 
Onde  la  mancanza  di  un  termine  tra  due  altri  di  segno  contrario 
non  porta  la  certezza  dell'  esistenza  delle  radici  immaginarie  , e 
l’ equazione  proposta  potrebbe  avere  in  questo  caso  tutte  le  radici 
reali.  Cosi  nell’ equazione  xs — 19x-f-30=0  quantunque  mancasse 
il  termine  x*  tra  due  altri  di  segno  contrario,  pure  le  tre  radici 
sono  reali , 2,3,- — 5.  Per  l’ opposto  l' equazione  x* — 2x -4-4=0 
è mancante  del  termine  x*  tra  due  termini  di  segno  contrario  , 
ed  ha  realmente  due  radici  immaginarie  ed  una  per  conseguenza 
reale: — 2,  l + l^ — 1,  1 — 1/ — 1. 

Supponiamo  in  fine  che  tra  due  termini  qualunque  successivi 
Px*  e Qx"— *■  manchi  un  numero  pari  2u>  di  termini;  sarà  in  tal 
caso  r=2io-|-l,  e v=l  ; dunque  sarà 

r — r=2tc  4- 1 — l=2u> , 

e quindi  la  proposta  equazione  avrà  per  lo  meno  2u>  radici  imma- 
ginarie, qualunque  sieno  i segni  di  P e di  Q.  Risulta  da  questa 
discussione  che:  se  il  primo  membro  di  un  equazione  ha  una  la- 
cuna di  p termini  successivi  mancanti,  f equazione  avrà  necessa- 
riamente delle  radici  immaginarie  , e 

1. °  se  p è pari  ne  avrà  un  numero  p , 

2. ®  se  p è impari  ne  avrà  p-4-1,  o p — l , secondochè  i 
termini  estremi  a quelli  che  mancano  son  del  medesimo  segno  o di 
segno  contrario  : 
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5.°  quando  il  primo  membro  dell'equazione  ha  molte  lacune, 
il  numero  delle  radici  immaginarie  è quanto  la  somma  di  quelle 
corrispondenti  ad  ogni  lacuna. 

Per  esempio,  l’equazione  x*-t-l=0  è mancante  di  sette  ter- 
mini successivi  ; e poiché  i termini  estremi  a quelli  che  man- 
cano sono  del  medesimo  segno,  cosi  l’equazione  avrà  7 -1-1  = 8 
radici  immaginarie,  cioè  tutte  immaginarie.  L’equazione  x’ — 1=0 
ha  pure  sette  termini  successivi  mancanti,  e poiché  i termini  estremi 
a quelli  che  mancano  sono  di  segno  contrario,  perciò  l’equazione 
conterrà  7 — 1=6  radici  immaginarie,  e per  conseguenza  due 
reali,  che  sono  -t- 1 e — 1. 

Per  la  stessa  ragione  l'equazione  x' -1-1=0  avrà  sei  radici  im- 
maginarie, e l'equazione  x‘ — 1=0  ne  avrà  4. 

In  fine  sia  l’equazione  x ” — 3x’-+-5x* -t-l=0.  I due  primi  ter- 
mini , che  sono  di  segno  contrario,  formano  una  lacuna  di  5 ter- 
mini, e quindi  stabiliscono  la  esistenza  per  lo  meno  di  4 radici 
immaginarie.  11  2.°,  ed  il  3."  termine  che  sono  anche  di  segno 
contrario,  formano  una  lacuna  di  due  termini:  dunque  annunziano 
l’esistenza  almeno  di  due  radici  immaginarie.  In  fine  il  3.°  ed  il  4.° 
termine,  che  sono  del  medesimo  segno,  formano  una  lacuna  di 
tre  termini;  onde  determinano  l’esistenza  almeno  di  4 radici  im- 
maginarie. Dunque  in  tutto  , la  proposta  equazione  avrà  per  lo 
meno  4-t-2-t-4=10  radici  immaginarie. 

Nello  stesso  modo  si  vedrà  che  l’equazione 

x’° — X1* — x'<‘+X°  + Xl — £4-1=0  , 
contiene  per  lo  meno  4-t-4-t-2-l-2-t-2=14  radici  immaginarie. 

458.  Ecco  alcuni  teoremi  che  Storsi  ha  dedotti  come  conse- 
guenza di  quello  di  Cartesio. 

Teorema  I.  Quando  la  moltiplicazione  del  primo  membro  di  una 
equazione  per  un  fattore  x — a,  nel  quale  a è una  quantità  positiva, 
introduce  2w-t-l  variazioni,  o quando  la  moltiplicazione  pel  fat- 
tore x-j-a  fa  sparire  2w  variazioni , l'equazione  arra  per  lo  meno 
2w  radici  immaginarie. 

Sia  f[x)=0  un'equazione  del  grado  m,  ed  abbia  V variazioni: 
per  conseguenza  avrà  al  massimo  V radici  positive.  Or  se  la  mol- 
tiplicazione di  f[x)  pel  fattore  x — a introduce  nel  prodotto  2to  -t- 1 
variazioni,  questo  prodotto  ne  avrà  V-|-2to-t-l,  e quindi  l'equa- 
zione (a:  — a)  f{x)—  0,  ch’è  di  grado  m-t-1,  avrà  tutto  al  più 
V-+-2w-+-l  radici  positive;  onde  le  radici  negative  saranno 
m-t-1 — (V-|-2to-t-l)=m— V — 2 te. 

E poiché  le  radici  negative  di  (x — a)f(x)= 0 sono  le  stesse  di  quelle 
della  proposta  f{x)±=  0,  perciò  anche  le  radici  negative  di  questa 
saranno  m — V — 2tr.  Ma  questa  equazione  avendo  V variazioni 
contiene  al  più  V radici  positive;  dunque  al  massimo  tutte  le  ra- 
dici reali  dell' equazione  f(x)  saranno 

m — 4’ — 2mm-V=ih — 2w  ; 

Lez.  di  Alg.  ’■*> 
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ma  contiene  in  tutto  m radici  per  essere  del  grado  in  , dunque 
essa  conterrà  per  lo  meno  2w  radici  immaginarie. 

Supponiamo  ora  che  la  moltiplicazione  di  f(x)  pel  fattore  x+a 
faccia  sparire  nel  prodotto  2io  variazioni.  Essendo  V il  numero 
delle  variazioni  di  f{x),  sarà  Y — 2tc  quello  delle  variazioni  del 
prodotto  ( x+a  f(x ),  onde  l'equazione  (x+a)f<x)=0  avendo  V — 2ie 
variazioni  avrà  al  massimo  Y — 2ic  radici  positive;  or  queste  ra- 
dici sono  le  stesse  radici  positive  della  proposta  f(x)=Q,  dunque 
anche  l’equazione  f(x) = 0 avrà  al  massimo  V — 2u>  radici  posi- 
tive. Ma  essendo  V il  numero  delle  variazioni  di  questa  equazione, 
essa  avrà  almeno  m — V radici  negative.  Oude  tutte  le  radici  reali 
dell'equazione  f[x)=  0 saranno  al  più 

V — 2tc-f  m — V=m — 2tc , 

e perciò  questa  equazione  avrà  per  lo  meno  2w  radici  immaginarie. 

4ii9.  Teorema  li.  Se  un'equazione  ha  almeno  tre  coefficienti 
successivi  in  progressione  geometrica , /'  eqmzione  ammette  delle 
radici  immaginarie. 

Sia  l’equazione 

f{x]=-  • • A£K+Bzn—I+B7xn-*+Bv\rn~3-t-CT"--4-t-- . . 

Moltiplichiamo  i due  membri  per  x — q,  si  avrà 

. . . Ax"4-Bx"-,+Bgx"— *-t-Bq*xn~3-f-Ofl— 4-l — • 
x — q 

. . .Axn+H-Bx*-hB7.x^,+Bq*.j;,,-ii-l-Cx"-3-t-. .. 

— A qxn — Bqx*- 1 — Bij'x’*-4 — B q’x*-3 — Cqx”~* — . . 

(x — q)frx)=. . . (B — Aq)xn  -|-(C — B q,)xn~3. . . 

Questa  equazione  avrà  dunque  una  lacuna  di  due  termini,  e perciò 
contiene  delle  radici  immaginarie  (n.  457)  le  quali  appartengono 
alla  proposta  f{x)— 0;  dacché,  ad  eccezione  della  radice  reale  q, 
tutte  le  altre  radici  sono  le  stesse  nelle  due  equazioni 

ftc}= 0.  e (x—q)f(x)= 0. 

Dunque  anche  l'equazione  proposta  f(x)= 0 ha  delle  radici  imma- 
ginarie. 

Corollario.  Segue  da  ciò  che  quando  in  un’equazione  tre  coeffi- 
cienti successivi  sono  eguali  e il  primo  ed  il  terzo  sono  del  me- 
desimo segno , l' equazione  ha  delle  radici  immaginarie.  La  ra- 
gione ò che  i tre  coefficienti  si  trovano  allora  essere  in  progres- 
sione geometrica. 

Teorema  HI.  Se  un'equazione  f(x)=0  contiene  almeno  quattro 
coefficienti  successivi  in  progressione  aritmetica , l'  equazione  am- 
mette delle  radici  immaginarie. 

Sia  l'equazione 

[[*)—■  • • Ax”-t-Ba''-1-t-(B-l-r)x"-*+(B+2r)xn-3-f-(B-)-3r)x"-*-l-C.T»-5. . . 
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Moltiplichiamo  ambo  i membri  per  x — 1 , verrà 

. . .Ax"-|-Bx"->-t-(B+r)x"~*+(B-f-^r)':l[r*— 3+(B+3r)x*— *-+-Cx"— s-f---  • 
x — 1 

. . .Àx'1+<-f-Bxn-f-jB-(-V)a:,,-1+(B-h2r)x"— *+(B+-3r)x*— 3 -f-Cx»— ■ i-f-... 

— Axn  — Bx»_1 — (B  -+-  r)  x"— a — [B-f-2r)x"— 3 — (B-f-3r)x"— *... 

(x— ì(/(x)=- — t-B|x"  +rx»— 1 +rx*‘— * -+-rx»-3  C;x"— A... 

—Al  — B! 

— 3r 

Questa  equazione  avendo  Ire  coefficienti  successivi  in  progressione 
geometrica  , ammette  radici  immaginarie  ( Coroll.  preced.  ).  Ma 
queste  radici  appartengono  alla  proposta  f(x)=0 , dacché  tutte 
le  radici  di  f(x)= 0 e di  (x — l)/(x)=0  sono  le  stesse,  ad  écce- 
zione  della  radice  x=l  eh’ è di  più  in  (x — i)f{x)=0.  Dunque 
la  proposta  equazione  f(x)= 0 ammette  delle  radici  immaginarie. 

LEZIONE  XXIII. 


Teorema  di  STDRM.  Teorema  di  ROLLE. 

AGO.  Quando  un'equazione  si  è liberata  per  mezzo  della  divi- 
sione da' fattori  corrispondenti  alle  radici  razionali  ed  alle  radici 
eguali,  resta  un'altra  equazione  di  grado  inferiore,  le  cui  radici 
reali  non  possono  essere  che  irrazionali.  Ora  per  determinare 
queste  ultime  radici  fa  mestieri  conoscere  il  loro  numero,  o più 
particolarmente  è necessario  conoscere  quante  di  queste  radici  si 
comprendano  tra  due  numeri  dati. 

Per  una  tale  ricerca,  il  seguente  teorema  dovuto  a Sturai  dà 
esattamente  il  numero  delle  radici  reali  che  un’equazione  ammette 
tra  due  numeri  dati. 

461.  Teorema.  Sia  f(x)=0  un’ equazione  di  qualsivoglia  grado, 
ma  che  non  abbia  radici  eguali,  e sia  f (x)  la  prima  derivala  di  f(x). 
Si  operi  su  di  f(x)  e f'(x)  come  se  si  dovesse  trovare  il  massimo 
comune  divisore,  avvertendo  bene  di  cambiare  il  segno  ad  ogni 
resto , quando  passa  ad  essere  divisore.  Sieno  f,(x) , f,(x)...fr(x) 
i resti  successivi  co'  segni  cambiali , V ultimo  de’  quali  fr(x)  deve 
essere  una  quantità  indipendente  da  x , perchè  l' equazione  non 
ammette  radici  eguali.  Se  nella  serie  de'  polinomi 

(1)  f(x),  f'(x)  , f,(x) , f.(x). . .fr(x) 

si  metta  in  luogo  di  x un  numero  qualunque  p,  » segni  de' risullamenti 
scritti  in  linea  presenteranno  un  certo  numero  di  variazioni  e di  per- 
manenze , secondochè  ad  un  segno  succederà  il  segno  contrario,  o 
lo  stesso  segno.  Si  sostituisca  di  poi  in  luogo  di  x un  altro  nu- 
mero q maggiore  di  p , si  otterrà  una  seconda  serie  di  segni , che 
axranno  pure  delle  variazioni  e delle  permanenze.  La  differenza  tra 
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il  numero  delle  variazioni  della  prima  serie  e quello  della  seconda, 
indicherà  esattamente  il  numero  delle  radici  reali  comprese  Ira  p e q. 

In  fatti  indicando  con  Q,,  Qa,  Q,...Q,.i  quozienti  ottenuti  con  le 
successive  divisioni,  si  avranno  tra  i polinomi  (1)  le  seguenti  relazioni 

f(z)=Q.r(x)-fj,x) 

i r(*)=Q.r%(x)-r.<x) 

\ u*)=Q.f.(x)-rj*) 

^ I /■,_, (*)=<),/„(*)— fn+l(x) 

, fr-t[x)=Qr-ifr-i[x)—fr(x). 

Se  ne' polinomi  si  dà  ad  x un  valore  p,  i risultamenti  presente- 
ranno una  certa  serie  di  segni.  Se  poi,  a partire  da  p,  si  fa  cre- 
scere x per  gradi  insensibili , i segni  de’  risultamenti  rimarranno 
gli  stessi , fino  a che  un  valore  di  x non  renda  nullo  un  polinomio, 
c perciò  lo  faccia  cambiare  di  segno.  Or  possono  darsi  due  casi, 

0 che  un  valore  di  x annulli  un  polinomio  intermedio  fn{x),  o che 
annulli  il  primo  f(p). 

Nel  primo  caso,  se  un  valore  x=«  annulla  il  polinomio  fH(x), 
questo  valore  non  può  annullare  nè  il  resto  precedente  f»-s{x) 
nè  il  seguente  fn+t(x).  Poiché  se  x—«  annullasse  i polinomi  fn-\(x) 
c fn(x),  x — « dividerebbe  ciascuno  di  questi  due  polinomi  (n.  57/), 
e quindi  per  le  relazioni  (2)  dividerebbe  anche  f[x)  e f'(x);  ed  al- 
lora f(x)  e f (x)  avrebbero  un  divisore  comune,  il  che  è impossibile, 
quando  l’equazione  f(x)— 0 non  ha  radici  eguali.  Dunque  x=* 
se  annulla  fn(x),  non  potrà  annullare  nè  il  polinomio  fn-\{x)  che 
lo  precede,  nè  l’altro  che  lo  segue.  Di  più  per  le  stesse 

relazioni  (2)  essendo 

fn-l(x)=QJK(x)—fn  + i{x)  , 

quando  fjx)  è zero,  si  avrà  \[x)= — fn+\'x) ; cioè,  quando 
un  valore  x annulla  uno  de’  polinomi , gli  altri  due  tra  i quali 
questo  è compreso  debbono  essere  di  segno  contrario. 

Ciò  posto , mettiamo  in  luogo  di  x i due  valori  « — h ed 
entrambi  vicinissimi  ad  h : i due  polinomi  {*— i{x)  e fn+.\{x)  avranno 
gli  stessi  segni  che  hanno  per  x=a,  dacché  si  può  prendere  h 
tanto  piccola , che  tra  <* — h ed  a+è  non  cada  nessuna  radice  delle 
due  equazioni  i(a;)=0  e f*+  i(x)=0,  e perciò  questi  due  po- 
linomi, nell  intervallo  tra  a—h  ed  «H -h  conserveranno  gli  stessi 
segni  che  hanno  per  x=a.  Ma  abbiamo  veduto  che  quando  x=a 
annulla  il  polinomio  fn(x),  gli  altri  due  che  lo  comprendono  f»-i{x) 
c i(x)  sono  di  segno  contrario,  dunque  questi  due  polinomi  per 

1 valori  a — h ed  <h -h  avranno  segno  contrario.  Onde  fra  i tre  po- 
linomi fn—i(x) , fjx),  fn+ì(x)  si  avrà  questa  serie  di  segni 

X=a—h  l(x)  , fjx) , fH+ ,(x) 

T ±.  ± 

X=«-+-Ò Zf:  ± ; 
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e ben  si  vede  che  prendendo  i segni  superiori , o gl'inferiori  si 
avrà  sempre  una  variazione  ed  una  permanenza. 

462.  Dunque  quando  un  valore  di  x annulla  un  polinomio  in- 
termedio , il  numero  delle  variazioni  non  cambia. 

Lo  stesso  avviene  se  un  valore  di  x annulla  più  polinomi  in- 
termedi non  consecutivi. 


463.  Supponiamo  ora  clic  un  valore  x=?  renda  zero  il  primo 
polinomio  f(x),  sarà  p una  radice  deil'equazione  f(x'= 0. 

Sia  « una  quantità  tale  che  fra  p— u e p+-u  non  cada  nessuna 
radice  dell’equazione  /"(x)=0  ; mettiamo  in  luogo  di  x,  la  quantità 
Pqpu  tanto  in  f(x)  che  in  f{x),  ed  osservando  che  ffi)=0,  si  avrà 

f(p+u)=u[+f  (P)-t-  ec.] 

/•(PTti)=r(p)q=/"(P)u-t-eC. 

E siccome  si  può  prendere  per  u un  valore  tanto  piccolo  da  rendere 
il  segno  de’  secondi  membri  lo  stesso  di  quello  del  primo  termine 
+/*(£ I compreso  tra  le  parentesi  (n.  548),  cosi  fip^u)  e /v(Prpu) 
avranno  segno  contrario  per  p — u e lo  stesso  segno  per  P-t-u; 
cioè  che  i segni  di  f(x)  e f(x)  presenteranno  una  variazione  prima 
che  x giunga  al  valore  della  radice  p , ed  una  permanenza  dopo 
questo  valore , e perciò  una  variazione  si  cambia  in  permanenza 
ogni  volta  che  il  valore  di  x sorpasso  una  radice. 

Dunque  nel  passare  che  fa  x per  gradi  insensibili  dal  valore  p 
al  valore  q , il  numero  delle  variazioni  non  cambia  quando  si  an- 
nulla un  polinomio  intermedio,  ma  si  perde  una  variazione  ogni 
volta  che  x eguaglia  il  valore  di  una  radice;  e perciò  il  numero 
delle  radici  reali  comprese  tra  p e q sarà  quanto  il  numero  delle 
variazioni  perdute , ossia  quant’  è ,la  differenza  tra  le  variazioni 
della  prima  serie  e quelle  della  seconda. 

464.  Segue  da  questo  teorema  che  per  avere  il  numero  di  tutte 
le  radici  reali  di  un’  equazione  si  può  prendere  in  luogo  di  p e q 
il  limite  superiore  delle  radici  negative  e delle  radici  positive  ; 
ed  osservando  che  ogni  radice  negativa  è compresa  tra  zero  c l'in- 
finito negativo , ed  ogni  radice  positiva  è compresa  tra  zero  e 
l’ infinito  positivo , perciò  può  farsi  a meno  di  cercare  questi  li- 
miti prendendo  — oo  in  luogo  di  p , e -t-oo  in  luogo  di  q.  Ma 
siccome  facendo  x eguale  all’  infinito  i segni  de'  polinomi  si  ridu- 
cono a quelli  de’  loro  primi  termini,  così  si  avranno  le  due  serie 
di  segni  prendendo  prima  i segni  che  hanno  i primi  termini  dei 
polinomi  quando  si  mula  x in  — x,  e poi  quelli  degli  stessi  primi 
termini  nel  modo  che  si  trovano  scritti.  La  differenza  tra  le  va- 
riazioni di  queste  due  serie  indicherà  il  numero  preciso  di  tulle 
le  radici  reali  che  ammette  l' equazione  proposta. 
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465.  Applichiamo  questo  teorema  ad  alcuni  esempi. 

Sia  l' equazione  x' — 7a:-t-7=0  , si  avrà 

f(x)=x‘ — 1x^-1  , 
r{x]=3x%—i , 
fjx)=  2x — 3 , 

Facendo  in  queste  funzioni  x= — oo,  ed  ;r=oo,  e tenendo  conto 
de’  soli  segni  de’  primi  termini,  si  avranno  queste  due  serie  di  segni 

x— — ao  . . . . 1 h 

X=-f-oo 4 — h 4 — h • 

E poiché  la  prima  serie  de'  segni  offre  tre  variazioni,  e la  seconda 
nessuna,  perciò  l' equazione  proposta  avrà  tutte  le  tre  radici  reali. 

Per  trovare  fra  quali  numeri  sieno  comprese  le  radici  positive, 
faremo  nelle  medesime  funzioni  ar=0 ,2,3,  ec.  fino  a che  si 
abbia  una  serie  di  segni  tutti  positivi  : avremo  dunque 

x 
x 
x 

Or  poiché  la  seconda  serie  ha  due  variazioni,  e la  terza  nessuna, 
perciò  tra  1 e 2 si  comprendono  due  radici  reali  positive. 

La  terza  serie  essendo  formata  da  segni  tutti  positivi,  fa  vedere 
che  2 è limite  superiore  delle  radici  positive. 

Per  la  radice  negativa,  che  è unica,  basta  la  sola  f[x)  a dare  i limiti. 
Sia  per  secondo  esempio  l'equazione. 

xi — 2x’ — 7x*4- 10x4-1 0=0  , m 
sarà  f[x)=a c*- — 2x’ — 7x*-f-10x+10 

f(x)=-ìx' — 6** — 1 4x4-10 
ft[x)=  1 7x* — 23  x —45 
/■,(x)=152x — 305 
/■4te;==-t-524785. 

Facendo  in  queste  funzioni  x= — oc,  ed  #=4-00  si  ottiene 

X=  — oo  . . . .4 1 b 

x — 0 + 4“  — — -f- 

x = + 00  . . . . 4 — I 1 1 b • 

Tra  la  prima  e la  seconda  serie  de'  segni  la  differenza  delle  va- 
riazioni è due,  e perciò  l’equazione  data  avrà  due  radici  reali  ne- 
gative. Tra  la  seconda  e la  terza  serie  la  differenza  delle  variazioni 
è anche  due,  e perciò  la  proposta  equazione  avrà  due  radici  reali 
positive.  Dunque  le  quattro  radici  della  proposta  sono  reali  ; ma 
due  positive  e due  negative. 
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Per  trovare  fra  quali  numeri  cadano  le  radici  positive,  faremo 
in  queste  funzioni  #=0 , 1 , 2 , 3 , ec.  fino  a che  si  avrà  una 
serie  formata  da  segni  tutti  positivi.  Avremo  dunque 

1- 

h 

h 

H — h 5 

onde  si  vede  che  2 dà  due  variazioni , e 3 nessuna  ; dunque  fra 
2 e 3 si  comprendono  le  due  radici  positive. 

Facendo  Io  stesso  per  le  radici  negative,  si  trova  che  una  ra- 
dice cade  tra  0 , e — 1 , l’altra  fra  — 2 e — 3. 

466.  L’esposto  teorema  può  somministrarci  le  condizioni  che  deb- 
bono aver  luogo  tra  i coefficienti  di  un'equazione,  affinchè  questa 
abbia  tutte  le  radici  reali. 

Sia  per  esempio,  l’equazione 

x'+px+q—O.. 

Applicando  il  teorema  di  Stcrm,  si  ha 

[(x)=x'+px->rq 
f{x)=-Zx'+p 
f,(x)=2px—3q 
fi[x)= — 4p* — 27g*. 

Ora  affinchè  l’equazione  data  abbia  tutte  le  radici  reali,  è d’ uopo 
che  —oo  dia  ne' primi  termini  tre  variazioni,  e -t-oo,  nessuna; 
e perciò  è necessario  che  p sia  negativa,  e che  si  abbia 

4p*>27q\  ossia  (\p)‘>{ìq)' . 
le  quali  due  condizioni  si  riducono  alla  condizione  unica 
4p'+279*<0. 

Teorema  di  ROLLE. 

467.  Teorema.  Se  le  radici  reali  di  un’  equazione  f(x)=0  son 
disposte  in  ordine  di  grandezza , tra  due  successive  di  queste  ra- 
dici dovrà  cadere  almeno  una  radice  dell  equazione  f'(x)=0. 

In  fatti  sieno  a e 6 due  radici  reali  consecutive,  e sia  u una 
quantità  piccolissima.  Abbiamo  veduto  (n.  461)  che  il  polinomio 
f[x)  ed  il  suo  derivato  f(x)  hanno  segno  contrario  per  a — u 
e lo  stesso  segno  per  a-t-u.  Del  pari  f[x)  e f(x)  hanno  segno 
contrario  per  b — u e Io  stesso  segno  per  6 + u.  E poiché  a e b 
sono  due  radici  successive  , e perciò  tra  esse  non  cade  nes- 
sun’altra  radice  di  f{x)= 0,  cosi  il  polinomio  fix)  dovrà  con- 
servare Io  stesso  segno  quando  x cresce  in  un  modo  continuo  da 
a+u,  fino  a 6 — u;  laonde  f(a- t-u)  e f{b — u)  saranno  del  medesi- 
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mo  segno.  Ma  il  segno  di  /(a+-u)  ò lo  slesso  di  f(a+u),  dunque 
anche  f(a+u)  è del  medesimo  segno  di  f(b-t-u).  Ora  il  segno  di 
f(b — u)  è il  contrario  di  f'(b — u),  dunque  f(a+-u)  e f(b — u),  ossia 
f(a),  c /*(6)  avranno  segno  contrario;  e perciò  tra  a e 6 si  troverà 
un  numero  impari  di  radici  reali  dell’equazione  f(x)=0  , e per 
conseguenza  vi  sarà  almeno  una  radice. 

Corollario  I.  Segue  da  questo  teorema  che  se  l'equazione  f{x)=0 
ha  tutte  le  sue  radici  reali,  anche  le  equazioni 

f(x)=0  , r'(x)= 0,  f>)= 0,  ec, 


formate  dalle  successive  derivate,  avranno  tutte  le  radici  reali. 

Inoltre  , indicando  con  o,  , a,  , a,  , at.  . .a„-t  , an  le  radici 
reali  di  f{x)= 0 disposte  in  ordine  di  grandezza,  l'equazione  f(x)=0 
dovrà  avere  almeno  una  radice  reale  compresa  tra  a,  ed  a,,  al- 
meno una  tra  a,  ed  a,  ; almeno  una  tra  a,  ed  at. . . . ed  in  fine 
almeno  una  tra  a„_i  ed  aH.  Dunque  essa  avrà  almeno  n — 1 ra- 
dici reali,  se  la  proposta  ne  ha  n ; e perciò  un'equazione  non  può 
avere  che  una  sola  radice  reale  di  più  di  quelle  della  sua  derivata. 

» Corollario  li.  Segue  ancora  che  l’equazione  f[x)= 0 non  può 
avere  che  una  sola  radice  reale  minore  della  più  piccola  radice 
di  f(x)=0,  ed  una  sola  maggiore  della  più  grande  di  f{x)= 0. 

Corollario  111.  Segue  in  fine  che  tra  due  radici  reali  succes- 
sive dell’ equazione  /"(x)=  0 non  può  cadere  che  una  sola  radice 
reale  ili  f x)—0. 

Questo  teorema  che  si  è dedotto  come  conseguenza  di  quello  di 
Sturm,  può  essere  dimostrato  direttamente  nel  seguente  modo. 

Sia  f[x=0  la  data  equazione,  e sieno  a,  b,  c...l,  le  sue  ra- 
dici reali,  ed  a' , b' , c' . . .1'  le  immaginarie.  Facciamo 


(x—a  ) (x—b  ) ( x—c  ) (x — l )=?(x) , 

(x — a')  (x — 6')  (x—c') ....  (x — l')=9(x)  ; 


onde  a,  b,  C....I  sono  le  radici  dell'equazione  y(a:)=0,  e sono 
tutte  reali , ed  a’,  b' , c' ...V  sono  le  radici  dell'equazione  8(x)=0 
e sono  tutte  immaginarie  ; sarà  evidentemente 

f(x)=?(x).fl(x). 

Ora  essendo  la  derivata  f'(x)  la  somma  de’ prodotti  ad  m — I ad 
m — 1 de’ fattori  di  primo  grado  dell'equazione  proposta  (n.  410), 
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ed  essendo 

lH=(x— b)(x— «)(*— d)  ■ • •;£*=(*— a)(x—c)(x— d). . . 

a)(x— b)(x-d)..  «)(x— ò)(x— c). . . 

sostituendo  sarà 

(1)  /y(x)=[(.r — 6)(x — c)[x — d)  ■ • --{-(x— o)(x — e)(x— d)..,(x — a(x — b)(x — d)...]0fx) 


Ciò  posto  supponiamo  che  le  radici  reali  a,  b,  c,  d...ì,  si  sieno  disposte 
in  ordine  decrescente  di  grandezza,  onde  a>6,  6>c,  e>d,  ec. 
e supponendo  ancora  che  nell’  equazione  precedente  (1)  si  metta 
successivamente  in  luogo  di  x ciascuna  di  queste  radici,  esami- 
niamo qual  sarà  per  ciascuna  sostituzione  il  segno  che  compete  al 
secondo  membro , e per  conseguenza  a f\x).  Ora  ò chiaro  che 
a,  6,  c,. . .1  essendo  radici  dell'equazione  ?(x)=0,  per  ciascuna  di 
queste  sostituzioni  il  fattore  ?(x)  diventa  zero,  c quindi  nell'equa- 
zione (1)  la  seconda  parte  del  secondo  membro  si  annulla.  È 
chiaro  ancora  che  essendo  le  radici  di  ®(x)=0  tutte  immaginarie, 
il  fattore  ®(x)  per  ciascuna  di  queste  sostituzioni  darà  sempre  ri- 
sultamenti  positivi.  Dunque  il  segno  che  con  queste  successive 
sostituzioni  competerà  al  secondo  membro  dell'  equazione  (1) , e 
quindi  a f'(x) , sarà  quello  che  prenderà  la  somma  de’  prodotti 

(2)  (x — b)(x — c)(x — d)  • • . -+-(x — a)(x — c)(x — d) 

-t-(x — o)(x — b)(x — d) (x — a)(x — b)[x — c)  — 

Ma  in  questa  somma  di  prodotti  facendo  in  prima  x=a,  tutti 
i gruppi  spariscono,  meno  il  primo  che  diventa 
(x — b)(x — c){x — d) . . . 

e che  sarà  positivo , perchè  formato  da  fattori  tutti  positivi  ; dun- 
que f\a ) è positiva. 

Facendo  di  poi  x=ò  la  somma  de’  prodotti  (2)  si  riduce  al  solo 
secondo  gruppo 

{b-a)[b—c)(b—d). . . 

che  sarà  negativo , per  avere  il  solo  fattore  b — a negativo,  e luti'  i 
rimanenti  positivi.  Dunque  f{b)  è negativa.  Del  pari  facendo  in  (2) 
x=c  questa  espressione  si  riduce  al  terzo  gruppo 
(c— a)(c— 6}(c— d). . . 

che  sarà  positivo , perchè  solo  i due  primi  fattori  c — a,  c — b sono 
negativi,  e tutti  i rimanenti  positivi.  Dunque  f(c)  è positiva. 
Similmente  si  dimostra  essere  f(d)  negativa,  f{e)  positiva,  ec. 

Dunque  i risultamenti  di  queste  successive  sostituzioni  essendo 
alternativamente  positivi  e negativi , ne  segue  che  l’ equazione 
f(x)=0  avrà  almeno  una  radice  reale  tra  a e 6,  almeno  una  tra 
ite,  almeno  una  tra  c e d,  e cosi  appresso. 

Lez.  di  Alg.  ** 
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LEZIONE  XXIV. 

Calcolo  delle  radici  irrazionali  col  metodo  di  NEWTON.  In  quale 
caso  questo  metodo  riesce  fallace,  come  si  rimedia,  e come 
questo  caso  si  evita. 

468.  Quando  si  deve  risolvere  un'  equazione  numerica  , ossia 
quando  si  vogliono  determinare  tutte  le  sue  radici  reali,  conviene 
prima  assoggettarla  al  metodo  delle  radici  razionali,  ed  a quello 
delle  radici  eguali,  onde  vedere  se  la  medesima  ammetta  fattori  ra- 
zionali di  primo  grado  e fattori  moltiplica  Nel  caso  che  li  am- 
metta, è necessario  liberare  l’equazione  da  questi  fattori  mediante 
lo  divisione , e posto  il  quoziente  eguale  a zero,  si  avrà  una  nuova 
equazione  di  grado  inferiore  alla  proposta,  le  cui  radici  reali  non 
possono  essere  che  irrazionali.  Di  poi , mediante  il  teorema  di 
Sturm  si  determinerà  il  numero  di  queste  radici,  e se  ne  farà  la 
separazione;  cioè  a dire  si  determineranno  per  ciascuna  radice  due 
limiti  cosi  vicini  da  non  comprendere  che  una  sola  di  esse.  Ciò 
fatto  non  resterà  che  a calcolare  per  approssimazione  il  valore 
numerico  di  ciascuna  di  queste  radici. 

469.  Prima  però  di  esporre  il  modo  do  conseguire  questa  ap- 
prossimazione, giova  osservare  che  quando  si  hanno  i limiti  a e b 
fra  i quali  si  comprende  una  sola  radice,  è facile  determinare  il 
valore  di  questa  radico  approssimata  fino  a'  decimi , mediante  le 
successive  sostituzioni.  In  fatti  sostituiamo  nell' equazione  un  nu- 
mero c compreso  tra  a c 6 ; il  segno  del  risultnmento  farà  cono- 
scere se  la  radice  ò compresa  tra  a e c,  ovvero  tra  c e 6 (n.  3 77). 
Supponiamo  che  sia  tra  « c c.  Si  sostituirà  un  altro  numero  d inter- 
medio tra  a e c,  ed  il  segno  del  risultamento  farà  conoscere  se  la 
radice  cade  tra  a e d o pure  tra  jet.  E continuando  in  questo 
modo  a restringere  sempre  più  i limiti,  si  arriverà  a due  limiti  <* 
e |3  che  differiranno  di  un  decimo.  E poiché  la  radice  è inter- 
media , perciò  « e |3  saranno  i valori  di  questa  radice,  con  l’er- 
rore minore  di  un  decimo,  in  « per  difetto,  ed  in  S per  eccesso. 

470.  Siccome  il  calcolo  delle  radici  è più  semplice  per  le  po- 
sitive che  per  le  negative,  perciò  quando  si  tratterà  di  calcolare 
i valori  delle  radici  negative,  converrà  cambiare  nell' equazione  x 
in  — x,  perchè  allora  si  otterrà  una  trasformata  della  quale  le 
radici  saranno  eguali  e di  segno  contrario  a quelle  della  proposta 
(n.  408). 

471.  Ciò  premesso,  vediamo  in  che  modo  possiamo  calcolare 
per  approssimazione  le  radici  irrazionali  di  un’equazione.  Due  sono 
i metodi  più  conosciuti  per  l’ approssimazione  delle  radici  irrazio- 
nali di  un’  equazione  numerica  : il  metodo  di  Newton  , e quello 


Digitized  by  Google 


_ 103  — 


di  Lagrange.  Noi  tratteremo  in  prima  del  metodo  di  Newton , 
come  quello  che  nelle  applicazioni  ha  sull’altro  il  vantaggio  di  dare 
con  maggiore  rapidità,  i valori  delle  radici  irrazionali , riserban- 
doci di  esporre  il  metodo  di  Lagrange  nella  seguente  lezione. 

Metodo  di  approssimazione  di  NEWTON. 


472.  Sia  /fx]=0  l’equazione  data,  e supponiamo  che  nel  modo 
qui  sopra  indicato  siesi  calcolata  una  radice  a approssimata  fino  ai 
decimi.  Per  ottenere  un  altro  valore  di  questa  radice,  più  appros- 
simato , faremo  x=a-t-y , c la  trasformata  sarà 

fw+rn  9+  jV  w+  rò^'w»14-  • • • • ■+■ y m=0- 

Ora  essendo  y una  frazione  minore  di  0.1  le  sue  successive  po- 
tenze saranno  minori  di  0,01  ; 0,001  ; 0,0001  ; ec.  e perciò  per 
una  prima  approssimazione  possiamo  trascurare  tutti  i termini  della 
trasformata  che  contengono  le  potenze  di  y superiori  alla  prima, 
e risulterà  il  valore  di  y approssimato  lino  a’ centesimi.  In  questo 
modo  la  trasformata  diventa 


r(a]+f(a)y=0  , 


dalla  quale  risulta 

(1) 


fi" 

ri- 


chiamando p questo  valore  di  y,  approssimalo  fino  a’ centesimi, 
si  avrà  x=a-hp. 

Per  continuare  l’approssimazione  si  farà  x = a-hp-+-y'  nel- 
l’equazione data,  e si  avrà 


ria+p)+f'(a+p)y,+^'(a+p)y,M-hj-^^,'(a+p)y',+...i/,,n==0 


nella  quale  trascurando  i termini  con  y'* , y"  , y * , ec.  questa 
diventa 


A«-w»H-r(«+py=o 


dalla  quale  si  ricava 

^ y — r(a+P) 

Questo  valore  è quello  stesso  che  si  ottiene  quando  nell'equazio- 
ne (1)  si  mette  a-t-p  in  luogo  di  a.  Chiamando  a ' questo  valore 
di  y , approssimalo  con  quattro  cifre  decimali,  si  avrà  y =p'  , 
c quindi  x=a-i-p+p' . 

Facendo  di  nuovo  x=a  -t-p-t-p’ e nella  trasformata  clic 
risulta  trascurando  i termini  che  contengono  le  potenze  di  y"  su- 
periori alla  prima,  si  ha 

f[a-bp+p')+f  {a+p-+-p'  y'’=0 , 
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la  quale  somministra 

fia+P+p') . 

y ~~  ri*+p+p’)  • 

e questo  valore  è quello  stesso  che  si  ottiene  quando  nell’  equa- 
zione (1)  si  mette  a+p+p'  in  luogo  di  a. 

Nel  calcolare  questo  valore  di  y"  si  spingerà  l’approssimazione 
fino  ad  avere  nel  quoziente  otto  cifre  decimali.  Chiamando  p"  que- 
sto valore  di  y"  cosi  approssimato,  sarà  x=a-^-p+p'  +p" . 

Nello  stesso  modo  si  proseguirà  l’operazione  quando  si  volesse 
conseguire  una  maggiore  approssimazione  , avendo  cura  di  spin- 
gere ogni  divisione  fino  ad  ottenere  nel  quoziente  un  numero  di 
cifre  decimali  doppio  di  quello  delle  cifre  che  già  si  conoscevano. 


473.  Nell'applicazione  di  questo  metodo  non  è necessario  di  avere 
tutte  le  successive  trasformate,  dacché  le  approssimazioni  succes- 
sive di  y,  y'%  y",  y"\  cc.  si  possono  ottenere  più  brevemente  net 
seguente  modo. 

Si  prenda  di  f(x)  la  sua  derivata  f{x)  e si  formi  la  frazione 


(3) 


Indi  in  luogo  di  x si  metta  il  suo  valore  a,  approssimato  fino  a’de- 
cimi.  Si  spingerà  l'approssimazione  fino  a'centesimi,  e sia p questo 
quoziente  cosi  approssimato;  sarà  x=a-i-p. 

Nella  stessa  frazione  (3)  si  metterà  in  luogo  di  x la  quanti- 
tà n+p,  e si  spingerà  la  divisione  fino  ad  avere  il  quoziente  con 
quattro  cifre  decimali;  sia  p'  questo  quoziente  così  approssimato, 
sarà  x=a+p+p' . Volendo  una  maggiore  approssimazione,  si  farà 
una  nuova  sostituzione,  mettendo  nella  stessa  frazione  (3)  in  luogo 
di  x la  quantità  a+p+p',  e si  spingerà  la  divisione  fino  ad  avere 
nel  quoziente  otto  cifre  decimali:  sia  p"  questo  quoziente  cosi  ap- 
prossimato, sarà  x=a+p+p'+p" , e cosi  si  proseguirà,  qualora 
si  volesse  un'approssimazione  maggiore. 


474.  Questo  metodo  riesce  fallace  quando  non  si  verifica  una  con- 
dizione, che  forma  la  base  del  metodo,  cioè  che  se  a è il  valore 
approssimato  di  una  radice , bisogna  che  a+y  sia  un  altro  valore 
di  questa  radice,  ma  più  approssimato  del  primo.  Nelle  applica- 
zioni quando  questa  condizione  non  è verificata , e per  conse- 
guenza il  metodo  riesce  fallace,  allora  vi  si  rimedia,  osservando 
che  siccome  per  ogni  radice  si  hanno  sempre  due  limiti,  a'quali 
il  metodo  è egualmente  applicabile,  cosi  per  isfuggire  questo  in- 
conveniente, si  abbandonerà  il  limite  che  Io  produce,  c si  farà 
uso  dell'  altro.  Quando  nò  anche  ciò  bastasse , converrà  restrin- 
gere i limiti  nel  modo  qui  sopra  esposto,  e poi  sperimentare  quali 
de'  due  conduca  allo  scopo. 

Del  resto;  ad  oggetto  di  non  andare  incontro  a questo  inconve- 
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niente,  gioverà  servirsi  del  seguente  metodo  proposto  da  M.  Cauchv. 
Sia  F(x)=0  l’equazione  data  e supponiamo  che  la  radice  da  de- 
terminarsi sia  positiva  , dacché  se  fosse  negativa  , si  trasforme- 
rebbe l'equazione  data  in  un'altra  le  cui  radici  sarebbero  di  segno 
contrario  a quelle  della  proposta.  Sicuo  a e b i limiti  della  ra- 
dice da  determinarsi  e sia  a*<ò.  Supponiamo  che  il  limite  mi- 
nore a renda  F(a)  > 0 , il  che  sempre  si  può  supporre  , poiché 
se  il  limite  a rendesse  F(a)  negativa  , si  potrebbero  cambiare  i 
segni  a tutti  i termini  dell'  equazione , ed  allora  si  avrebbe  F(o) 
positiva. 

Con  queste  ipotesi  si  formerà  la  frazione 


y f» 

e si  decomporrà  il  denominatore  F’(x)  in  due  gruppi  f{x)  e — j[x), 
il  primo  formato  dal  complesso  de' termini  positivi,  ed  il  secondo 
dal  complesso  de’ termini  negativi,  e verrà 

— F(x) 

V~  fix)  — ?(*)’ 

e posto  in  f(x)  in  luogo  di  x il  limite  maggiore  b,  si  ottiene 

— F(x) 

V fi*)- ti*)' 

Ciò  fatto  si  sostituisca  ad  x il  limite  minore  a,  e verrà 


(*) 


_ — FM 

y_/W-<p <*}’ 

e spinta  la  divisione  fino  a’ decimi,  sia  « il  quoziente  cosi  appros- 
simato; sarà  y=«,  e quindi  x=a -+•  <*=<*'. 

Si  metta  nella  stessa  frazione  (4)  <*'  in  luogo  di  x,  e verrà 

— F(*') 

y -/!*')-#) 

e si  spinga  la  divisione  fino  a’ centesimi:  sia  p questo  valore  di  y 
cosi  approssimato,  sarà  x=.*-\-p—«.".  Si  metta  del  pari  «"  in 
luogo  di  x nella  stessa  frazione  (4)  e verrà 

— F(«") 

e spinta  la  divisione  fino  ad  avere  nel  quoziente  quattro  cifre  de- 
cimali, sia  p‘  questo  valore  di  y,  sarà  x — a."  + p’,  c cosi  si  con- 
tinuerà, qualora  si  volesse  una  più  grande  approssimazione. 


475.  Esempio  /.  Determinare  le  radici  irrazionali  dell’equazione 
x’+x — 3=0. 

Applicando  a questa  equazione  il  teorema  di  Sturm,  troveremo 
che  ammette  una  sola  radice  reale  , la  quale  è positiva  c cade 
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tra  1 e 2.  Prendiamo  il  medio  di  questi  numeri,  ch’è  1,5  e so- 
stituiamolo in  luogo  di  * nell’equazione  proposta:  avremo  un  ri- 
sultamenlo  positivo  ; ma  1 dà  un  risultamelo  negativo , dunque 
la  radice  cade  tra  1 ed  1,  5.  Prendiamo  il  medio  ch’è  1,  3 e met- 
tiamolo in  luogo  di  x,  avremo  un  risultamento  positivo,  e perciò 
la  radice  cade  tra  1 ed  1 , 3.  Prendiamo  il  medio,  ch'è  1 , 2 e 
mettiamolo  in  luogo  di  x,  avremo  un  risultamento  negativo,  e perciò 
la  radice  cade  tra  1 , 2 ed  1 , 3.  Questi  due  limiti  differiscono  di 
un  decimo , c la  radice  essendo  intermedia , possiamo  prendere 
ciascuno  di  essi  pel  valore  della  radice , con  I’  errore  minore  di 
un  decimo,  però  in  1 , 2 l'errore  è per  difetto,  ed  in  1 , 3 è 
per  eccesso. 

Per  approssimare  di  più  questo  primo  valore  della  radice , ci 
serviremo  dell’esposto  metodo  di  Newton  : a quale  oggetto  fare- 
mo *=1  , 2+y , e per  calcolare  il  valore  di  y ricorreremo  alla 
frazione  (3). 

y 

che  nel  nostro  caso  diventa 


" /■'(*) 


(5) 


— (.t’+* — 3) 


* 3x*+ 1 

In  questa  espressione  sostituendo  ad  x il  valore  1 , 2 si  ottiene 


y 


— [(l,2)*-f-(l,2) — 3] — (1,728+1,2—3) 


3(1,2)*+! 


4,32+1 


01 

5,32  5320  ’ ’ 


e perciò  sarà  *=1  ,2+0, 01=1  ,21.  Faremo  di  nuovo 

*=1,21+!/ 

c per  calcolare  y sostituiremo  nella  frazione  (5)  in  luogo  di  * la 
quantità  1,21,  ed  avremo 

0,018439  18439 

y=^3923-  = 53923Ó0:=0’0034 
e perciò  sarà  *=1  ,21-1-0,0034=1,2134.  Facendo  di  nuovo 
*=1,2134+!/  * 

e quindi  sostituendo  nella  frazione  (5)  in  luogo  di  * la  quanti- 
tà 1,2134,  si  ottiene 

0,000063177896  63177896 

y=^4l7MW-=54l7O1868OÒOÒ^’°0001166 
e la  radice  cercata  sarà 


* = 1,2134+ 0,0000116G=1, 21341166. 

Nello  stesso  modo  si  proseguirà  quando  si  vorrà  la  radice  con  mag- 
giore approssimazione. 
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Esempio  II.  Proponiamoci  di  risolvere  l'equazione 
x' — Ix — 8=0. 


Questa  equazione  avendo  l’ultimo  termine  negativo,  avrà  necessa- 
riamente una  radice  reale  positiva,  e non  ne  avrà  che  una  sola, 
perchè  ha  una  sola  variazione.  Per  conoscere  se  le  altre  due  ra- 
dici sono  reali  negative , ovvero  immaginarie  , possiamo  servirci 
del  teorema  di  Sturm  ; ma  6 più  facile  vedere  se  i coefficienti 
— 7 e — 8 veriGcano  la  condizione  4/>5-(-27q*<^0  che  stabilisce 
essere  reali  le  radici.  Facendo  dunque  p= — 7 e q= — 8,  si  ha 
— 1372+ 1718<[0,  la  quale  condizione  non  restando  verificata, 
mostra  che  le  altre  due  radici  sono  immaginarie. 

Inoltre  essendo  1/8=3 , sarà  3-t-l=4  il  limite  superiore  delle 
radici  positive;  quindi  faremo  nella  proposta  x=0, 1,2,  3,  4,  ed 
avremo 

x=0 — 

x=\ — 

T — o 

x=3 — 

x=4 


da  questi  risultamenti  si  vede  che  la  cercata  radice  cade  fra  3 e 4. 

Restringendo  questi  limiti  col  solito  metodo  delle  sostituzioni 
successive,  si  trova  che  la  chiesta  radice  cade  fra  3,  e 3,  1.  Or 
se  per  approssimar  di  più  il  valore  di  questa  radice , servendoci 
del  metodo  di  Newton,  si  facesse  x=3-\-y , la  frazione 


-(*■-?  ,r-8) 
V 3x* — 7 


darebbe 


(27— 21— 8)  2 

V~~  2a— 7 20  U’  1 ’ 


e quindi  il  valore  di  x risulterebbe  3-1-0 , 1 =3,  1 , valore  evi- 
dentemente assurdo , dacché  questo  è appunto  il  limite  superiore 
della  radice.  Dunque  in  questo  caso  il  metodo  di  Newton  riesce 
fallace  per  rispetto  al  limite  minore  3.  Ma  se  prendiamo  il  limile 
maggiore  3,  1 e facciamo  x=3,  1 — y,  la  frazione 

(x'_7x— 8) 
y—  3x* — 7 ’ 


ci  dà 


29,791— 21,7— 8_0, (191 
28,83-7  ~ 21,83: 


0,004, 


e perciò  sarà  3=3, 1 — 0,004=3,096  eh’  è un  valore  compreso 
fra  3 e 3,1.  Dunque  col  limile  maggiore  3,1  il  metodo  di  Newton 
riesce  esatto. 

Facendo  di  poi  x=  3,096  -t-y,  si  ottiene 


y=  — 0,00013  e quindi  sarà  x = 3,09587. 
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Facendo  in  olire  x = 3, 09587 ~ty,  si  trova 
x= 3,095823999, 

valore  esalto  (ino  all’ ultima  cifra  decimale. 

Applicando  lo  stesso  metodo  alla  ricerca  delie  radici  dell'equa- 
zione x* — 2x’ — 7x*-t-  lOx  -t- 10=0  , si  trovano  essere  queste 

2,2360682  ; 2,7320506  ; —2,2360682  ; —0,7320506. 


LEZIONE  XXV. 


Metodo  di  approssimazione  di  LAGRANGE. 


476.  Il  metodo  di  Lagrange  per  l’ approssimazione  delle  radici 
irrazionali  consiste  in  esprimere  ciascuna  di  queste  radici  in  fra- 
zione continua.  E se  da  una  parte  questo  metodo  esige  un  calcolo 
più  laborioso  di  quello  che  richiede  il  metodo  di  Newton,  dall’altra 
ha  il  vantaggio  di  esser  sempre  sicuro,  e le  approssimazioni  che 
somministra  sono  per  conseguenza  della  più  gronde  certezza. 

Sieno  a ed  a-t-i  due  numeri  interi  successivi  che  comprendono 
una  sola  radice  dell’equazione  f(x}= 0.  Questa  radice  sarà  eviden- 
temente quanto  a accresciuta  di  una  frazione.  Indichiamo  con  - 
questa  frazione,  sarà  per  conseguenza 


ed  il  valore  di  y sarà  necessariamente  maggiore  dell’unità.  Messo 

nella  proposta  a-f--  in  luogo  di  x,  è chiaro  che  la  trasformata 

non  potrà  avere  che  una  sola  radice  maggiore  dell’unità,  poiché 
se  ne  avesse  più , messa  ciascuna  in  luogo  di  y nella  relazione 

x = a+ì, 

V 


anche  x avrebbe  più  di  un  valore , ed  in  tal  caso  tra  i numeri 
interi  consecutivi  o ed  a -+- 1 esisterebbero  più  radici  della  pro- 
posta, il  che  è contro  la  supposizione.  Dunque  la  trasformata  in  y 
non  potrà  avere  che  una  sola  radice  maggiore  dell’ unità.  Suppo- 
niamo che  questa  radice  cada  tra  6 e b+  1 , si  farà  y=b+—  , 


e sarà  il  valore  di  y,  maggiore  dell’unità.  Nella  trasformata  in  y si 

metta  in  luogo  di  y il  suo  valore  6-f-— , si  avrà  una  seconda 

trasformata  in  y,  che  per  la  ragione  esposta  avrà  una  sola  radice 
maggiore  dell’unità. Ammettiamo  che  questa  radice  cada  tra  c e c-f-1, 

si  farà  y,=c-t — ; sarà  y,  maggiore  dell’unità.  Nella  trasformata 
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ili  y,  si  niella  c-+-  — in  luogo  di  y,,  si  avrà  la  trasformata  in  y, 

che  avrà  una  sola  radice  maggiore  dell'ulula.  Supponiamo  che  questa 

radice  cada  traded-t-l,  si  farà  y%—d  •+■  — , e cosi  appresso. 

y> 

uhi  i valori  di  y , yt , ya,  y, , ec.  si  formerà  il  valore  di  x. 
ossia  il  valore  della  cercala  radice  espressa  dalla  frazione  continua 

x=a  + - — ; 


*>+- 


c-h 


1 

<i4-ec. 


477.  Ora  le  successile  trasformule  in  y . in  y, , in  y, , ec.  si 
possono  ottenere  facilmente  facendo  uso  delle  derivale. 

Nell’ equazione  proposta  f,x) = 0 mettendo  oh — iu  luogo  di  x, 

si  ottiene  (n.  34 7; 

Aa)4-f(.)i+^5/"c)j.+ron«)?+-+Ai=® 


y l.z-  ' y-  1.5S.4-  ' ' y-  y“ 

che  moltiplicala  per  ym,  e rappresentando  il  prodotto  con  ?(y),  diventa 

?{y)=f\a)ym+r  »ym-*-+-  t-i=o. 


1.2.3» 


1 


Mettendo  in  questa  òH — in  luogo  di  yt,  moltiplicando  il  risul- 
tamento  per  y,m,  e dinotando  il  prodotto  con  8(yt),  si  avrà 

• -=°- 

Del  pari  Tacendo  in  questa  y=c- si  otterrà  la  trasfurmala 

F(y,)=9(<')tf,m+8,(c)y.m-1+ 

e così  successivamente. 


478.  Esempio  Proponiamoci  di  risolvere  l’ equazione 
x'-\-x — 3=0. 

Questa  equazione  avendo  l’ultimo  termine  negativo , ammette  ne- 
cessariamente una  radice  reale  positiva  ( n.  379  ).  £ poiché  è 
mancante  del  termine  con  x *,  e il  primo,  ed  il  terzo  termine  sono 
del  medesimo  segno,  perciò  ha  due  radici  immaginarie  ( n.  437'. 
Inoltre  essendo'  3 H limite  superiore  delle  radici  positive , cosi 
per  conoscere  tra  quali  numeri  sia  compresa  questa  radice,  sosti- 
tuiremo in  luogo  di  x i numeri  0 , 1 , 2 , 3 , ed  avremo 
per  x=0-  • • — 
x=  1 • • — 

x=> h 

x = 3- 


Lez.  ili  Alg. 
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Dunque  la  cercata  radice  è compresa  tra  1 e 2 ; e perciò  fare- 
mo #=1-+--:  sarà  y maggiore  dell'unità.  Or  per  avere  con  più 

facilità  la  trasformata  in  y ci  serviremo  del  metodo  esposto  al  nu- 
mero 374,  ed  avremo 

1 -t-0  4-1  — 3 coefficienti 
4-1  4-1  4-2 


1 4-1  4-2 

— 1 

4-1  4-2 

1 4-2 

+4 

4-1 

u 3 

1; 

dunque  la  trasformata  sarà 

ya — 4y* — 3y  — 1=0. 

In  questa  equazione  il  valore  di  y cade  fra  4 e 5 , perciò  fa- 
remo y=44™ , ed  applicando  lo  stesso  metodo  avremo 

1 — 4 — 3 — i coefficienti 
4 0—12 


14-0—3 
4 -4-16 

—13 

14-4 

4 

13 

Ij  8 


l; 


dunque  la  trasformata  in  y , sarà 


1 3y — 1 3y,* — 8y, — 1=0. 

E siccome  il  valore  di  y,  cade  tra  1 e 2,  perciò  faremo  y,=  l 4-  — . 

. 

ed  avremo 


13 — 13 — 8 — 1 coefficienti 
13  4-  0 —8 


13  4-0 

— 8! 

—9 

13  4-13 

13  4-13 
13 

5 

• 13]  26 
13. 


E quindi  la  trasformata  in  y,  sarà 

— 5y,* — 2Gy, — 13=0. 
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In  questa  equazione  il  valore  di  y,  cade  tra  2 c 3,  e perciò  fa- 
remo y„=2+  — , e verrà 
y> 

9 — 5 — 26  — 13  coefficienti 
18  +26  -1-  0 


9 H— 13  -+-  0 

—13 

18  -+-62 

9 -+-31 

62 

18 

£J  49 
9 : 


dunque  la  trasformata  in  y,  sarà 

13y,’ — 62y„* — 49ys — 9=0. 

E poiché  in  questa  equazione  il  valore  di  y,  cade  tra  5 e 6,  cosi 
faremo  y,=5-4-—  , ed  avremo 


y« 


13  — 

62 

— 49 

— 9 

65 

15 

—170 

13  -+- 

3 

— 34 

—179 

65 

+340 

13  4- 

68 

306 

65 

coefficienti 


13J  133 

13; 

c perciò  la  trasformata  in  yt  sarà 

179J/,’— 306y/—  133y*—  1 3=0. 


ì di  yt 

tra 

2 c 3, 

faremo  y4=2+ 

179- 

-306 

—133 

— 13  coefficienti 

358 

+104 

—58 

179  -t 

- 52 

— 29 

—71 

358 

+820 

179  +410] 

791 

358 

179| 

768 

179, 

c la  trasformata  in  y,  sarà 

71y/— 791y,*_ 768y5— 179=0, 
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nella  quale  j|  valore  di  y , cade  tra  12  e 13.  Si  farà  dunque 
y.=12+ì,  e si  avrà 

y« 

71  — 791  — 768—179  coe(Hcicuti 
852  + 732  — 432 


71  + 61 

— 361 

—611 

852  -+-  10956j 

71  + 913 
852 

10920 

71 1 1703 

71. 


Dunque  la  trasformata  in  y,  sarà 

6 1 1 y,* — 1 0920j/„* — 1 76ay, — 71  =0 , 

nella  quale  il  valore  di  y„  cade  tra  18  c 19.  E cosi  si  seguite- 
rebbe a trovare  le  altre  successive  trasformate,  quando  si  volesse  una 
maggiore  approssimazióne.  Arrestandoci  a questo  valore  di  y,=18, 
avremo  i quozienti  incompleti 

1.  !/=*.  y,—h  y,=2.  !/j=5,  y,=2.  y3= 1 2,  y«=18, 

e quindi  con  la  regola  del  numero  335  formando  le  successive  ri- 
dotte, troveremo  il  valore  di  x,  ossia  il  valore  della  cercata  ra- 
dice espressa  dalle  frazioni 

__1  5 fi  17  91  199  2179  41821 
*=1’  4 ' 5’  ri’  75’  161’  2043  * 36938’ 

che  sono  alternativamente  minori  e maggiori  della  vera  radice.  Pren- 
dendo por  la  radice  coreuta  l'ultima  di  queste  frazioni,  si  fa  un  errore 

minore  dl  30938(36938+2043)  Si^  °SSÌa  m,nore  di  1439880178’ 
c quindi  minore  di  0,0000000007.  Dunque  svolgendo  in  decimale 
44S21 

la  frazione  ggggg  . si  avrà  il  valore  della  radice  1,213411662, 

che  sarà  esatta  fino  all’ ultima  cifra  decimale.  Or  questo  risulta- 
menlo  coincide  perfettamente  con  quello  ottenuto  al  numero  475 
risolvendo  la  stessa  equazione  col  metodo  di  Newton. 

479.  Esempio  2."  Proponiamoci  per  secondo  esempio  di  calco- 
lare le  radici  dell’equazione 

x’— 21x-t-37=0. 

Applicando  a questa  equazione  il  teorema  di  Sturm,  avremo 
ffx)=x*— 21x+37 
/»=x*-7 
f,  r*j=14x— 37 
^,(x}=+37. 
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K facendo  successivamente  x= — oo,  x=0,  ed  x=-t-oc,  si  ha 

per — oo  . . . — i 1-  tre  variazioni 

per  0. . . . h 1-  due  variazioni 

per-t-  oo  ....  H — | — I — i-  nessuna  variazione. 

Dunque  l’equazione  ha  tutte  e tre  le  radici  reali,  ma  una  negativa 
e due  positive. 

Per  conoscere  tra  quali  numeri  si  trovino  comprese  queste  radici 
positive,  in  queste  medesime  funzioni  faremo  successivamente  x=0, 
1,  2,  3,  4,  ec.  Ano  a che  non  si  avranno  più  variazioni  di  segno. 
Cosi  facendo  si  troveranno 

per  x=0. . . . H 1-  due  variazioni 

x=i . . . . h due  variazioni 

«=2....h H due  variazioni 

x=3 .4 — | — I — H nessuno  variazione. 

Dunque  le  due  radici  positive  cadono  tra  2 e 3;  e per  trovarci 
limiti  parziali  di  ciascuna  di  esse  trasformeremo  la  proposta  in 
un'altra  a radici  multiple  (n.  406),  per  esempio  a radici  triple; 

per  la  qual  cosa  faremo  nella  proposta  x=| . onde  otterremo  la 

trasformata 

(1)  ys — 1 89i/-t- 999=0. 

E poiché  nella  proposta  le  due  radici  cadono  tra  2 c 3,  in  questa 
trasformata  cadranno  tra  6 e 9.  Facciamo  successivamente 

j/=6,  7,  8,  9, 

ed  i segni  de’risultamenti  saranno  i seguenti: 

per  y= 6 -+- 

*/=7 

y—S — 

y=9 -t-. 

E perciò  una  radice  di  questa  trasformata  cade  fra  7 ed  8 , e 
l’altra  fra  8 e 9. 

Per  calcolare  la  prima  di  queste  radici,  faremo  y = 7-t-i,c 
verrà  la  trasformata 


1 9y — 42!/,*-t-21 1/,4- 1=0. 

Or  siccome  il  valore  di  y,  cade  tra  1 e 2,  faremo  i/,  = l 4-  — . 

y. 

e verrà 

!/.'-+-6y,*— 1 5y, — 19=0. 

E poiché  in  quests  il  valore  di  yt  cade  tra  2 e 3,  si  farà 


y. 
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Così  continuando , si  troveranno  i valori  de'  quozienti  incompleti 
7, 1,2, 1,1, 2, 10, 3, 5, 


co' quali  si  calcoleranno  le  rispettive  ridotte 

7 8 23  31  54  139  1444  4471  23799 
I’  P 3 ’ 4 ’ 7 ’ "fiT’  187  ’ 579  ’ 3082  " 

23799 

Prendendo  pel  valore  della  radice  l'ultima  ridotta  QAQn  , si  farà 


un  errore  minore  di  tt. 


3082 

3082p82^’ equindi  min0redi  °'00000009' 

23799 

Dunque  riduccndo  la  frazione  *n  decimale,  si  ha  pel  valore 

della  radice  y=7 ,7219338,  esatta  fino  all'ultima  cifra  decimale. 

In  fine  prendendo  di  questo  valore  la  terza  parte  , per  avere 
la  prima  radice  della  proposta,  verrà 


x— 2,5739779. 

Calcolando  nello  stesso  modo  la  seconda  radice  della  trasformala  (1), 
la  quale  radice , come  abbiamo  veduto,  è compresa  tra  8 e 9,  si 
trovano  i quozienti  incompleti 

8, 6, 1,1, 1,3, 4, 2, 1,2, 
onde  le  rispettive  ridotte  saranno 

8 49  57  106  163  595  2543  5681  8224  22129 
1*  6 ’ 7 * 13  ’ 20  * 73  ’ 312  ’ 6971’  1009’  ’57l5" 


Prendendo  l'ultima  di  queste  ridotte  pel  valore  della  cercata  ra- 
dice si  farà  un  errore  minore  di  0745(0715.  <oó9Ì  ’ e 9uin<^  m*“ 

22129 

nore  di  0,000000099.  Svolgendo  la  frazione  in  decimale  si 

ottiene  y=8, 1500445,  e prendendo  la  terza  parte  per  avere  la 
seconda  radice  della  proposta , si  ha 

x=2, 7168815. 

Nell’equazione  proposta  x * — x -+-  37=0,  mancando  il  secondo  ter- 
mine, la  somma  delle  tre  radici  è zero,  e perciò  la  radice  nega- 
tiva, col  segno  contrario,  è quanto  la  somma  delle  due  positive;  ma 
questa  somma  è 5,2908594,  dunque  la  radice  negativa  è — 5,2908594. 

Intanto  noi  eseguiremo  direttamente  il  calcolo  di  questa  radice 
negativa,  tanto  per  esercizio  de' giovani  , quanto  per  una  prova 
dell'esattezza  delle  radici  positive  già  calcolate. 

Cambiando  nella  proposta  equazione  x in  — x,  si  ha 

x' — 2ix — 37=0  ; 


e l’ unica  radice  positiva  di  questa  sarà  la  negativa  della  proposta 
( n.  408). 

Ora  essendo  6 il  limite  delle  radici  positive  di  questa  cquazio- 
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ne  («.  426),  faremo  perciò  ar=0,  2,  3,  4,  5,  6,  onde  vedere 
tra  quali  numeri  la  radice  sia  compresa,  ed  avremo 

per  *=0. .. . — 
x=l. . . . — 
x=2 ....  — 

JL  3 .... 
x=4. . . . — 
x=5. . . . — 

3=6. . . . -t- 

dunque  la  cercato  radice  cade  tra  8 e 6.  Facendo  3=5-4-^ , si  ha 
la  trasformata 

17ys — 54y* — 1 5y — 1=0 . 

Siccome  il  valore  di  y cade  fra  3 e 4 , si  farà  e 

verrà 

73y,’ — 120y,' — 99y, — 17=0. 

E poiché  yt  cade  tra  2 e 3,  si  metterà  y,=2  + ^- , c si  otterrà 
111  y — 297y,* — 3 1 8y, — 7 3=0 , 

ed  y,  cadendo  fra  3 e 4 , si  farà  yg=3-t-ì*  Cosi  continuando 
si  trovano  i quozienti  incompleti 

5,  3,  2,  3,  1,1,  6,  11, 


con  i quali  calcolando  le  corrispondenti  ridotte,  si  trovano  esser 
queste 

5 16  37  127  164  291  1916  21301 
1’  3 ’ 7 * 24  ’ 31  ’ 55  ’ W 4026  ' 


Prendendo  pel  valore  della  radice  l’ ultima  di  queste  ridotte , si 

farà  un  errore  minore  di  SÒ26W^  = neàò62’  0 ^uindi 

' 21301 

minore  di  0,00000006.  Riducendo  la  frazione  in  decimale 
si  ha  5,2908594 , e perciò  la  radice  negativa  della  proposta  è 
—5,2908594 , 

eh' è precisamente  quella  che  dovevamo  aspettarci. 


480.  In  questo  esempio  due  radici  positive  della  proposta  erano 
comprese  tra  i numeri  consecutivi  2 e 3,  e per  separarle  abbiam 
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dovuto  trovare  la  trasformala  a radici  triple:  iodi  abbiamo  calcolate 
le  radici  di  questa  trasformata,  e di  ciascuna  abbiamo  presa  la  terza 
parte  per  avere  cosi  i valori  di  x,  radici  della  proposta.  Ma  quando 
più  radici  di  un'equazione  si  trovano  comprese  tra  due  numeri 
interi  consecutivi,  non  è necessario,  per  calcolare  queste  radici , 
di  trovar  la  trasformata  a radici  multiple  ; dacché  combinando 
il  teorema  di  Sturm  col  metodo  di  Lagrange , si  possono  trovar 
queste  radici  senza  fare  nell’equazione  alcuna  trasformazione.  In 
fatti,  nel  nostro  esempio  avendo  trovato  che  le  due  radici  posi- 
tive della  proposta  son  comprese  tra  2,  e 3,  possiamo  fare  #=2-+-- 

y 

ed  in  tal  caso  y deve  avere  due  valori , ciascuno  maggiore  del- 
l’unità. Sostituendo  nella  data  equazione  2+-iu  luogo  di  x,  si 
ha  la  trasformata 


3y’ — 9y*-+-  Cy-t-  1 = 0, 

che  dovrà  avere  due  radici  positive  ciascuna  maggiore  dell'uuità. 
Per  conoscere  tra  quali  numeri  successivi  sien  comprese  queste 
radici,  nelle  funzioui  precedenti  f{x),  f{x) , ft(x) , f,{ x),  mette- 
remo 2-)--  in  vece  di  x , ed  avremo 

f(y)=W— %*+Gy+l  % 

ri  y)=— 3y*+  4y-t-l 

rM=—*y  + i * 

r,(y)=- 1-3 

e facendo  in  queste  y=  1 , 2 , 3 , si  ha 

per  y = 1 . . • . — t — p-  — i — }—  nessuna  variazione 

y=z2- . . . H h due  variazioni 

y =3 . . . • H h due  variazioni  : 

dunque  i due  valori  di  y sou  compresi  tra  1 e 2 , e perciò  si 

farà  y=lH — • Con  la  sostituzione  di  questo  valore  le  funzioni 
Vi 

diventano 

nyJ=i/i’— 3y,*+3 , 
f(Vx)=2y,*-2yI-3 , 

L{yJ=Sy— 9 . 

f,(y,)=+3 , 

che  per  i valori  1 , 2 , e 3 , danno 

per  y,=i . . . . -f due  variazioni 

y,=2. . . . h -f-  una  variazione 

y,=3. . . . •+•  •+-  -+-  -+-  nessuna  variazione. 
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Dunque  un  valore  di  y è compreso  tra  i e 2,  e l'altro  tra  2 e 3. 
Si  farà  dunque 

yl==  1 -f- i_ . ed  !/,=  24-ì, 

2fa  J * 

nude  i due  valori  di  x sono 


*=2-+-  — 

H 


ed 


1+- 


1 + 


y. 


i 

y. 


Separate  in  questo  modo  le  radici , ossia  i due  valori  di  x , si 
continuerà  per  ciascuno  di  essi  il  calcolo  degli  altri  successivi 
quozienti  incompleti.  A tale  oggetto  nell'  equazione 

y,-3y,*+3=o 

si  metterà  in  luogo  di  y,  una  volta  t-t-ì  ed  un’ altra  volta  2-t-—  , 

b y.  y* 

e si  avranno  le  due  trasformate 


y,'-3y.‘+Ì=0,  ed  y.*— 3y,-l=0, 
su  ciascuna  delle  quali  si  continuerà  ad  applicare  il  metodo  di 
Ixigrange. 


481.  Intanto  è da  notarsi  che  nell’applicazione  del  metodo  di 
Lagrange  per  l’ approssimazione  delle  radici  irrazionali,  può  avve- 
nire che  la  frazione  continua,  eh’  esprime  il  valore  di  una  radice, 
sia  periodica.  Allora  questa  radice  è della  forma  a+V'b,  che  si 
determina  con  l'equazione  di  secondo  grado  corrispondente  alla 
frazione  continua  (n.  545).  Sia  x*-+-px-|-g=0  questa  equazione, 
c sieno  « e (3  le  sue  radici,  sarà  x’-+ -px+q=(x — «)(x — p).  Sa- 
ranno « e j9  anche  radici  della  proposta  f(x  ==ò , e perciò  il  suo 
primo  membro  fyx)  sarà  divisibile  tanto  per  x — « che  per  x — p, 
e quindi  sarà  divisibile  pel  prodotto  (x — *)  (x — P) , ossia  per 
x'+px- 4-q  che  gli  è eguale.  In  tal  caso  l’equazione  proposta  è 
suscettibile  di  abbassamento , dacché  messo  eguale  a zero  il  quo- 
ziente della  divisione,  si  avrà  un’equazione  del  grado  ni — 2. 

Segue  da  ciò  che  quando  nello  frazione  continua,  ch’esprime  il 
valore  di  una  radice,  si  trovano  de’ quozienti  incompleti  che  si  ri- 
producono nel  medesimo  ordine , allora  per  accertarsi  se  questa 
frazione  sia  realmente  periodica,  si  formerà  l’equaziono  di  secondo 
grado  corrispondente  a questa  frazione  continua  periodica  , c si 
vedrà  se  il  primo  membro  di  questa  divida  esattamente  il  primo 
membro  della  proposta.  Se  ciò  ha  luogo,  si  risolverà  l’equazione 
di  secondo  grado , e si  avranno  i valori  di  due  radici.  Indi  messo 
eguale  a zero  il  quoziente  della  precedente  divisione,  si  avrà  un’al- 
tra equazione  di  due  gradi  di  meno  di  quello  della  proposta,  c 
su  questa  seconda  equazione  si  farà  la  ricerca  delle  altre  rima- 
nenti radici. 

Lez.  di  Alg.  53 
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Per  darne  un  esempio , proponiamoci  di  determinare  le  radici 
dell'  equazione 

f[x)=x* — 7x’4-l  2x* — x — 7=0. 

Essendo  5 il  limite  superiore  delle  radici  positive  (n.  426)  faremo 
successivamente  x=0,  1,  2,  3,  4,  5,  ed  avremo 

per  x=0 ....  — 7, 
x=l . . . . — 2, 
x—2. . . . — 1, 
x=3. . . . — 10, 
x=4. . . . — 11, 
x=5. . . . 4-35. 

Non  si  ha  che  un  solo  cambiamento  di  segno , il  quale  fa  vedere 
esservi  una  radice  reale  positiva  tra  4 e 5.  Ma  l’equazione  po- 
trebbe avere  anche  altre  radici  reali  positive  , le  quali , perchè 
comprese  tra  due  numeri  successivi,  non  producono  alcun  cambia- 
mento di  segno.  Per  accertarcene  applichiamo  alla  proposta  il  teo- 
rema di  Sturm , ed  avremo  : 

f ( x)=x* — 7x’-f-12x* — x — 7 
f(x)=\x'— 21x"-t-24x — 1 
ft[x)=blx'‘ — 1 56x4- 1 19 
f,(x)= 329x— 527 
/»=+ 2890. 

In  queste  funzioni  mettendo  successivamente  0,  1,  2,  3,  4,  5, 
si  hanno 

per  x=0 .... 1 Ire  variazioni 

x=l . . . . H 1-  tre  variazioni 

x—2. . . . 1 — | — t-  una  variazione 

x— 3. . . . 4-  -t-  4-  una  variazione 

x~i. . . . 1 — l — |-  una  variazione 

x=b. . . . 4 — I — | — I — (-  nessuna  variazione. 

Dunque  oltre  della  radice  positiva  che  cade  tra  4 e 5 ve  ne  sono 
due  altre  comprese  tra  1 e 2.  Per  separare  queste  due  ultime  fa- 
remo x=1-+--t  e si  avrà 

y 

f (!/)=—  2y*4-6t/‘— 3y*— 3y  4- 1 
r (,'/)= Qy'—Gy'—Oy  4-4 
/■,(y)=14y*— 54y-t-5l 
f,[y)=z-my  4-329 
/■„(y)=4-2890. 


Digitized  by  Google 


— 419  — 


Facendo  in  queste  funzioni  y=l,  2,  3,  -4,  ec.  fino  a che  si  ab- 
biano due  differenze  di  variazioni,  si  ottengono 


per  y=l. . . . 1 — | — t-  una  variazione 

y=2. . . . 1 H tre  variazioni 

y=3. , . . 1 — | h tre  variazioni. 


Dunque  tra  1 e 2 cadono  i due  valori  di  y,  e perciò  si  farà  y=l4-  — , 
e si  avrà 


f (»,)=— »/-Hf  .'H-3»  2y  — 2 

n«/J=-5!/I,-3yI*4-12y,+6 
1 VÌ — 26y,+ 1 4 
/ì(yI)=i3iy, — 198 
/t(yJ=+.2890; 

che  danno 


per  y—  1 . . . . i H tre  variazioni 

y=2. . . , h 4-4-  una  variazione. 

Dunque  cadendo  tra  1 e 2 i due  valori  di  y, , si  farà  y,=:l4-  — 
c verrà 

f (y.)=— 3y  — 1 , 

(y.)= 1 Oy,* — 9y,* — 1 8y, — 5, 

/.(yj=— y.*-- *y.-i-ii . 

/•,(y,)=-67y.4-i3i , 

/•4(y,)=H-2890, 

che  danno 

per  y,=l . . . . h 4-  4-  una  variazione 

y,=2....-t-H 1-  due  variazioni 

y,—3 . .. . 1 h tre  variazioni. 

Dunque  un  valore  di  y,  cade  tra  l e 2,  e l’altro  cade  tra  2 e 3. 
Si  farà  dunque 

y,=l+i,  ed  y,=24-i-, 
e i due  valori  corrispondenti  di  x saranno 


* = 1 + 


14- 


cd  *=l4- 


14 


1 + - 


1+* 


1 -f-  - 


2 + 


<J. 
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l’el  primo  di  questi  valori  cade  il  dubbio  che  la  frazione  continua 
sia  periodica.  Per  assicurarci  formeremo  l' equazione  di  secondo 
grado  corrispondente  a questa  frazione  continua  (supposta  perio- 
dica), per  cui  avremo  ( n . 345) 

1 

05=1-1 — , ossia  x% — x — 1=0. 
x 

Dividiamo  x* — 7x,-f-12x* — x — 7,  primo  membro  della  proposta, 
per  x’ — x — 1;  e poiché  si  ha  un  quoziente  esatto  x* — 6x+7  , 
si  conchiude  che  realmente  il  primo  valore  di  x è una  frazione 
continua  periodica , e perciò  l' equazione  proposta  si  decompone 
nei  fattori 

(x* — 6x4-7)  (x*—  x— 1)=0 . 

E mettendo  ciascun  fattore  eguale  a zero,  si  hanno  le  due  equa- 
zioni 

x" — 6x+7=0  , 
x’ — x — 1=0  , 

che  risolute  danno 

x=3  ± , cd  x = ^ (t  ± V''  YÌ)  • 

Dunque  le  quattro  radici  della  proposta  equazione  sono 
x=3-t-P/2,  x=3 — 1/2,  x=^(l-+-t/5),  ed  x=^(l — 1/£). 


LEZIONE  XXVI. 


Calcolo  delle  radici  immaginarie. 

482.  Per  compiere  la  risoluzione  delle  equazioni  numeriche 
resta  ad  esporre  la  ricerca  delle  radici  immaginarie.  E quantun- 
que la  conoscenza  di  queste  radici  non  sia  di  un  grande  interesse, 
pure  si  presenta  talvolta  la  necessità  di  doverle  determinare , si 
perchè  le  medesime  possono  servire  nell’  analisi  per  discoprire  o 
per  dimostrare  alcune  importanti  verità,  e sì  perchè  eseguendo  su 
di  esse  alcune  operazioni  algebriche  possono  conseguirsi  risulta- 
menti  reali.  Esporremo  dunque  in  questa  lezione  il  modo  col  quale 
si  perviene  alla  conoscenza  di  siffatte  radici. 


483.  Sia  /Vx)= 0 un’equazione  del  grado  ni,  e sia  x=gq-sl/ — 1 
una  sua  radice  immaginaria  : si  tratta  di  determinare  i valori  reali 
di  y c z.  Sostituendo  nella  proposta  in  luogo  di  x l'espressione 
y-4-zl/ — 1 si  ha  una  trasformata  di  questa  forma 

P+Ql/— 1=0, 
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nella  quale  P contiene  tutte  le  potenze  pari  di  z , e Q tutte  le 
potenze  impari.  Or  l'equazione  P-t-Ql/ — 1=0  non  può  sussi- 
stere se  non  si  abbia  separatamente 

P=0  , e Q=0 , 

dacché  la  quantità  reale  P non  può  essere  distrutta  dalla  imma- 
ginaria Qt/ — ì.  Si  otterranno  dunque  tutte  le  radici  immaginarie 
della  proposta  f(x)= 0 determinando  le  coppie  de’ valori  reali  che 
soddisfino  a queste  duo  equazioni. 

Ora  essendo 


f{y  + zl/— 1)= 
le  due  equazioni  P=0 , e Q=0 , diventano 

1 t ‘Vi— TSaf  fW3*+j.2,S.4.jnv)s4  1.2.34..V  +"-=0" 


Fra  queste  due  equazioni  eliminando  una  delle  incognite  y o z, 
risulterà  un'altra  equazione  che  farà  determinare  il  valore  dell’altra 
incognita.  Se  si  elimina  y,  l’equazione  che  risulta  conterrà  z elevata 
a potenza  pari,  dacché  questa  incognita  non  entra  nelle  due  equa- 
zioni (1)  che  a potenze  pari  ; e questa  equazione  sarà  del  grado 
m(m — 1).  Dunque  fatto  m(m — l)=2n,  l’equazione  può  ridursi  alla 
forma 

z^Az^-t-Bz^-M-C***-»-!-. . . = 0 
che  col  fare  z’=e  diventa 


(2)  3-4- . . . = 0 , 

e questa  equazione  farà  trovare  e,  ossia  3*.  Or  per  ciascun  valore 
di  z*  che  si  sostituisce  nelle  due  equazioni  (1) , si  avranno  due 
equazioni  in  y , le  quali  per  essere  verificate  dallo  stesso  valore 
di  y,  è d’uopo  che  abbiano  un  divisore  comune.  Dunque  trovando 
tra  i primi  membri  di  queste  due  equazioni  in  y il  massimo  co- 
mune divisore  e messolo  eguale  a zero,  si  avrà  un’equazione  che 
farà  determinare  il  valore  di  y,  corrispondente  a quello  di  z che 
si  è sostituito.  In  fine  prendendo  di  z*  la  radice  quadrata , si  avrà 
z,  e quindi  verranno  a determinarsi  le  radici  immaginarie  coniu- 
gate della  proposta 

a:=y  -+-z\/ — 1 ed  x—y — ■zV/ — 1. 


484.  Bisogna  notare  che  siccome  z dev'  essere  una  quantità 
reale,  e quindi  z * una  quantità  necessariamente  positiva,  cosi  nel 
risolvere  l’equazione  (2)  si  dovranno  determinare  soltanto  le  radici 
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® quando  questa  equazione  non  ammette  radici  positive 

InoItS  tr°P0StU/-)  = ° ammetterà  radici  immaginarie  ’ 
di  rad  ci  Zme  8d  Va'°re  di  3‘  corrisponde  una  coppia 

coppie  di  Scf  imi-'  * proposta-  cosi  <luesla  ammetterà  tante 
zione  (2).  'mmag.narie  quante  radici  positive  avrà  I1  equa- 
zioni ?rr  ,fnn  aa  n,0ta,rsi.  cha  ae-  d°p°  di  aver  sostituito  nelle  equa- 
rknlHn  de  Va,on  6ia  determinati  di  z\  le  due  equazioni  che 

al  primo  IumZ°  T mass.imo  comune  divisore  di  grado  superiore 
„ pr'mo,  allora  od  un  valore  di  z*  corrispondendo  più  valori  di 
V ’ Pr°P°sta  avrebbe  jùù  coppie  di  radici  immaginarie  con  lo 

forma  COefficiente  di  e quindi  queste  coppie  verrebbero  della 


a-hbl/- 
a — by~ 


a'^rb\/~ì 

a'—b\/~l 


a"-t-àl/=T 
a" — bV—  1 ecc. 


Ui^8iLP.r°POnÌam,°n.  pcr  un  prirao  esempio  di  determinare  le  ra- 
diti immaginarie  dell  equazione 

x’+x— 3=0. 

Abbiamo  in  questo  caso 

f(y)=y’-t-y— 3 
r(y)=3,,'-M 
f(y)= 6y 
f'(y)=6. 

Onde  le  due  equazioni  (1)  diventano 

y'+y- 3— 3us*=0 , 

3y*-f-i — z*=0. 

Eliminando  l'incognita  z*,  verrà 

83ts-+-2y-t-3=0 , 

Facciamo  "ilf  mi»  1d°  a,cunaI^ variazione,  avrà  solo  radici  negative, 
facciamo  in  questa  y=— verrà 

t? — 3 = 0 

zinne8 YÌ  “"f  so,a  radice  ««le  positiva.  E siccome  questa  equa- 

numero  178  della  proposta  *‘+*-3=0,  da  noi  risoluta  al 
numero  478,  cosi  sarà  i = l, 213411662,  e quindi 

y= 0,606703831. 


Or  dall’equazione  3,/-»-l— z”  = 0 , si  ricava  z= 1/37TT,  e 
mettendo  in  luogo  di  y il  suo  valore  trovato,  verrà  z=l, 050845325. 
Dunque  le  due  radici  immaginarie  della  proposta  saranno 

*=0,606705831  -+-1,0508453251/^1  , 

*=0,606705831 —1,050845325|/^1. 
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Sia  per  un  secondo  esempio  da  determinarsi  le  radici  immaginarie 
dell’equazione 

x4-+-12x — 8=0. 

n questo  caso  abbiamo 

f{y)=yt -t— 12y — 5 ; /'(y)=4y*-t-12;  r'(»)=12 y*; 
f"(y)=24y;  fT(!/)=24; 


c perciò  le  due  equazioni  (1)  diventano 

/•>,  ( y*— 6yV+12y-f-a4— 5=0 

W l y’ — js*y-4-3=0. 

'Eliminando  2*  tra  queste  due  equazioni , si  ottiene 

4y*4-5y* — 9=0 , 


la  quale  contiene  quattro  radici  immaginarie  (n.  437)  e due  reali 
una  positiva  e l’altra  negativa  (n.  579).  E poiché  la  somma  dei 
coefficienti  è zero,  e l’incognita  sta  elevata  a potenze  pari,  cosi 
le  due  radici  reali  saranno  evidentemente  t=4-l , ed  y= — 1. 

Sostituendo  ciascuno  di  questi  valori  nelle  due  precedenti  equa- 
zioni, si  ottengono  i due  sistemi 


per  y=l 


2‘— 62*4-8=0 
2*— 4=0 


e per  y= — 1 


2‘— 62*— 1G=0 
z*4- 2=0. 


11  massimo  comune  divisore  de’ primi  membri  del  secondo  si- 
stema è 2*4-2,  che  eguagliato  a zero  dà  2 = ±1/ — 2,  cioè 
immaginaria.  Dunque  questo  secondo  sistema  che  dà 

y=— 1 , c 2=±|/ — 2 

non  può  servire  alla  determinazione  delle  radici  immaginarie  della 
proposta. 

Il  massimo  comune  divisore  de’ primi  membri  del  primo  sistema 
è 2* — 4,  che  messo  eguale  a zero  dà  2 = ±2.  Dunque  le  due 
radici  immaginarie  della  proposta  sono 

x=Ì4-2l/— T ed  x=l— 2l/^-T. 

Dividendo  il  primo  membro  della  data  equazione 

x4-+-12x — 8=0  per  (x — 1 — 2l/^l)(x — 14-21/ — 1), 

ossia  per  x* — 2x4-8,  si  ha  per  quoziente  x*4-2x — 1,  che  egua- 
gliato a zero  dà  x*4-2x — 1=0,  e quindi  si  ricava 

x= — l-t-1^2,  ed  x— — 1 — 1/2. 

Dunque  le  quattro  radici  della  proposta  sono 

,r=— 14-1/2,  x=-l-l/2,  x=l4-21//—l,  ed  x=l-2l/-l. 
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486.  Abbiamo  veduto  in  questo  esempio  che  al  valore  y= — 1, 
il  secondo  sistema  dava  s = ± |/^2.  Orse  questi  valori  di  y c; 
si  sostituiscono  nelle  espressioni 

x=yH-;l/— t ed  x=y — al/ — 1 

si  ottengono 

x— — l-t-l/2  ed  x= — 1 — 1/2, 


rhc  sono  appunto  le  due  radici  reali  della  data  equazione.  Dunque 
de’ valori  di  y e di  a dedotti  dalle  due  equazioni  (3)  alcuni  de- 
terminano le  radici  immaginarie  della  proposta  ed  i rimanenti 
ne  determinano  le  reali , e quindi  vi  dev’  essere  una  relazione , 
ossia  una  certa  dipendenza  tra  le  radici  delle  due  equazioni  (3) , 
e quelle  della  proposta.  Per  vedere  in  generale  come  le  radici 
delle  due  equazioni  (1)  dipendano  da  quelle  della  proposta  f(x=  0), 
si  fa  osservare  che  le  due  equazioni  (1)  esprimono  che  y+zl/ — 1 
è uua  radice  di  f(x)= 0,  e per  conseguenza  (n.  380)  anche  la  sua 
coniugata  y-sl/ — 1 è radice.  Or  se  rappresentiamo  con  a e 6 due 
radici  qualunque  di  f(x)=^},  e facciamo 

y-t-sl/— T=«  ed  y — zV — 1=6, 


sarà 


e quindi 


n — b 

21^— ì ’ 


cioè  che  y è la  semisomma  delle  due  radici,  e a*  è il  quadrato 
della  differenza  presa  col  segno  contrario  e diviso  per  4.  Dunque 
se  si  calcoli  l'equazione  de' quadrali  delle  differenze,  potrà  questa 
tener  luogo  di  quella  che  risulta  dall'eliminazione  di  y tra  le  due 
equazioni  (1) , ossia  che  potrà  supplire  all'equazione  (2).  Quindi 
sostituendo  in  questa  equazione  de"  quadrati  delle  differenze  —4» 
in  luogo  dell'incognita  che  contiene,  si  avranno  i valori  di  v, 
ossia  i valori  di  s , e le  loro  radici  quadrate  saranno  quelli  di  x. 
Sostituendo  poi  i valori  di  z nelle  due  equazioni  (1)  si  avranno 
due  equazioni  con  la  sola  incognita  y ; onde  cercando  tra  i primi 
membri  di  queste  equazioni  il  massimo  comune  divisore,  ed  egua- 
gliandolo a zero,  si  avrà  l’equazione  che  determinerà  i valori  di  y, 
corrispondenti  a quelli  di  z che  si  sono  sostituiti.  Cosi  nell'esem- 
pio precedente,  calcolando  dell’equazione  x*+l2x — 5=0  quella 
de’ quadrati  delle  differenze  si  trova  («.  4 18) 

»©,-40te‘+3744tc^2800to,l—155520tt— -591872=0, 


nella  quale  mettendo  — 4t>  in  luogo  di  re,  e dividendo  il  risulta- 
mento  per  256 , si  ottiene 

16e*—«10i4-+-936r*  — 175«>'-t-2430r— 2312=0. 
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Or  questa  equazione  ammette  una  sola  radice  positiva  eh’ è t>=4, 
onde  sarà  z'=- 4,  e quindi  z= 2,  Sostituito  questo  valore  di  s 
nelle  due  equazioni  (3),  queste  diventano 

y* — 24y*H-12j/+ll=0 
y'— 4y-t-3=6, 

ed  il  massimo  comune  divisore  tra  i primi  membri  di  queste  è 
y — 1,  che  eguagliato  a zero  dà  y=l.  Dunque  nelle  due  espressioni 

x=yA-z[/ — 1 ed  x— y — zi/ — 1 

messo  in  luogo  di  y il  suo  valore  1 ed  in  luogo  di  z il  suo  va- 
lore 2,  si  hanno  le  due  radici  immaginarie  della  proposta 

x=l+2l/-—l",  ed  x—1 — 21/ — 1 

come  precedentemente. 

LEZIONE  XXVII, 

Riduzione  dell’espressione  p/a±l//l  alla  forma  |/z(x-H/^) 


487.  Vedemmo  al  numero  182  che  l’espressione  J'ail^Tpuò 
essere  alle  volte  trasformata  in  un’  altra  più  semplice , composta 
dalla  somma,  o dalla  differenza  di  due  radicali  quadrati,  c vedemmo 
che  questa  trasformazione  è possibile  quando  a e b verificano  la 
condizione  che  a*  — 6 sia  un  quadrato  esatto  , o ciò  che  vuoi 
dire  io  stesso  , quando  a e 6 sono  tali  che  le  radici  dell’  equa- 
zione x * — a* -4-6  = 0 sieno  razionali.  Vedremo  in  questa  lezione 
che  consimile  trasformazione  può  farsi  nell’  espressione  generale 

\/a±.V//b,  quando  però  le  quantità  a,  e b sono  tali,  che  una 
certa  equazione  del  grado  m c dipendente  da  a e 6 ammetta 
una  radice  razionale.  Allora  questa  espressione  generale  può  ri- 
dursi ad  un'altra  più  semplice,  della  forma  x+l/y , nella  quale 

più  non  si  trova  il  radicale  soprapposto.  L’espressione  +1/6 
essendo  del  grado  m,  avrà  m determinazioni,  e perciò,  affinchè  questa 


nuova  espressione  x -+-  j/y  abbia  ancora  m determinazioni , la 
moltiplicheremo  per  un  radicale  del  grado  m.  Stabiliremo  adunque 
]'  equazione 


(1)  a-h  V 6=l/z(x+l/y) , 

e cercheremo  di  determinare  i valori  delle  tre  quantità  x,  y,  z 
con  la  condizione  che  sieno  razionali  e che  verifichino  queslu 
equazione. 

Lez.  di  Alg.  54 
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Elevando  i due  membri  di  questa  equazione  alla  potenza  m,  verrà 

Eguagliando  tra  loro  le  parti  razionali  de’ due  membri,  e le  parli 
irrazionali,  questa  equazione  si  decompone  nelle  due 


(2) 

(3) 


(x" 


1.2  y ^ 1.2.3. 4 yx 


•••) 


K6=j(: 


,_i  , m(m— l)(m  2)y^m_n 


1.2.3 


E poiché  Io  sviluppo  di  non  differisce  da  quello  di 

(x — V y)m  che  solo  ne’  segni  de’  termini  di  posto  pari , perciò 
queste  due  equazioni  resteranno  le  stesse  se  in  vece  di  stabilire 
da  principio  l’equazione  (1)  si  stabilisse  quest’altra 

l / a — l'/6==P/z(x — l/y). 

Ora  da  questa  equazione  e dall’altra  (1)  si  ha 
a -+-  \/b=z(x-¥-  V/y)m 
a — b/b=s(x — \/'y)m  • 

clic  moltiplicate  in  corrispondenza  danno  (n.  55) 
a* — 6=a*(x* — y)*, 

per  Io  che  sarà 

(a*— b)zm~' 4 


(*) 


x — y=- 


e quindi  al  sistema  delle  equazioni  (2)  e (3)  si  può  sostituir  quello 
delle  (2)  e (4). 

In  quest’ultima  equazione  (4)  essendo  il  primo  membro  razio- 
nale, tale  dovrà  essere  anche  il  secondo,  e tale  per  conseguenza 
dovrà  essere  p' (a* — b)zm~ì.  Si  potrà  dunque  profittare  della  in- 
determinazione della  quantità  z , onde  assegnarle  un  valore  che 
renda  questa  espressione  razionale.  Decomponendo  la  quantità  a* — b 
ne’ suoi  fattori  primi,  sarà  facile  vedere  qual  debba  essere  il  valore 
di  s perchè  possa  soddisfare  a questa  condizione.  Per  esempio 
nell’espressione  P/E4Ó3=P/2‘.3,.5.s , è facile  vedere  che  per 
renderla  razionale  basta  fare  s=2.5’=50.  Del  pari  l’espressione 
P/648s,=l^2,.3*.a5,  diventa  razionale  facendo  z=2*.3*=144. 

Supponiamo  dunque  che  siesi  assegnato  a s un  valore  da  rendere 
V (a* — b)zm — * razionale,  e dinotiamo  con  c il  valore  dello  quantità 
p' (a*— àjz”*—*  . 
z ’ 

l’equazione  (4)  diventa  x* — y=c,  onde  sarà 

(5)  y==x* — c. 
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Questo  valore  di  y sostituito  nella  (2),  c messo  ancora  in  luogo 
di  z il  valore  che  le  si  è assegnato,  si  avrà  un'equazione  con  la 
sola  incognita  x.  Quando  questa  equazione  non  ha  nessuna  radice 
razionale,  la  trasformazione  (1)  è impossibile  ; ma  se  ammette  una 
radice  razionale,  si  sostituirà  questa  nell’equazione  (5),  e si  avrà 
il  valore  di  y.  In  fine  nella  formola  (1)  messi  in  luogo  di  z,  x,  ed 
y i loro  valori  determinati,  si  avrà  la  cercata  trasformazione. 


Esempio  i .*  Sia  l’espressione 


^524-301/3 


, sarà  m=3,  a=S2, 


V' 6=  30l//3=J/ 2700 , e perciò  6=2700.  Onde  la  formola  (4) 
diventa 


c si  vede  chiaramente  che  per  essere  4^4 z razionale  basta  fare 
z=2;  per  la  qual  cosa  si  avrà 

x'—y—\  , 

e quindi  y=x * — 1.  Questo  valore  sostituito  nell'equazione  (2),  dà 
4xJ — 3x — 26=0 


la  quale  somministra  x=2.  Ma  è y=x% — 1,  dunque  sarà  y—3. 
Onde  si  avrà 

1^52  + 301/3 = 1^2(2  + V~3) . 

Sia  per  secondo  esempio  l’espressione 

1^41  -t- 291/2, 

sarà  m = 5,  a=41,  6 = 1682,  e l'equazione  (4)  diventa 


Per  rendere  il  secondo  membro  razionale  basta  fare  s=l,  laonde 
si  avrà 

x’— 1/=— 1 , 

c quindi  t/  = x*+l. 

Questo  valore  di  y sostituito  nella  (2)  dà 

t6x5+20x*+b£ — 41=0 , 

clic  somministra  x=l,  e per  conseguenza  sarà  t/=2.  Dunque  sarà 

\/  41  -1-201/2=1  ly2. 

Sia  per  ultimo  esempio  l'equazione 

f/— 238  + 2401/— 1 , 
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sarà  m = 4,  a= — 238,  b — — 37600,  onde  la  forinola  (4)  di- 
vento 

, _ \y\Om\z'  _\y^- 

X—y _ - , 

c per  essere  il  secondo  membro  razionale  basta  fare  s=2  per 
ottenere 

y=13, 

c perciò  sarà  y=xu — 13,  che  messo  nella  (2)  dà 
x * — 13x*-+-36=0  , 

dalla  quale  si  ricava  x=3,  c quindi  sarà  y= — 4.  Dunque 
V—  238  240  V~\  =1^2(3+  21/^1). 


LEZIONE  XXVIII. 


Risoluzione  delle  equazioni  di  terzo  grado. 

488.  Un'equazione  ordinata  può  esser  sempre  trasformala  in 
un'  altra  mancante  del  secondo  termine , con  sostituire  in  luogo 
dell’ incognita  un’altra  incognita  accresciuta  del  coefficiente  del  se- 
condo termine,  preso  col  segno  contrario  e diviso  pel  grado  del- 
l' equazione  (n.  403).  Possiamo  dunque  supporre  che  l’equazione 
di  terzo  grado  che  si  deve  risolvere  sia  già  stata  liberata  dal  se- 
condo termine,  ed  abbia  per  conseguenza  presa  la  forma 

x’-t-paH-g=0 

nella  quale  le  costanti  p e q si  suppone  che  sieno  sempre  reali. 

Avendo  riguarda  s’segni  che  possono  convenire  alle  quantità  p e q, 
non  potranno  aversi  che  i seguenti  quattro  casi  : 

(1)  x’-4-px — g=0 

(2)  . x’ — px — 5=0 

(3)  a;5+-px-+-5=0 

(4)  x’ — px-tq= 0. 

E siccome  le  due  ultime  di  queste  equazioni  si  riducono  alle  due 
prime  quando  si  fa  x — — x,  cosi  basta  considerare  soltanto  le 
due  prime. 

Ora  la  prima  di  queste  equazioni  essendo  di  grado  impari,  ed 
avendo  l’ultimo  termine  negativo,  avrà  necessariamente  un  numero 
impari  di  radici  reali  positive  (n.  379)  ; e siccome  è di  terzo  grado, 
cosi  dovrà  avere  o una  sola  radice  positiva  o tutte  tre.  Tulle  le 
tre  radici  positive  è impossibile  , perchè  il  primo  membro  del- 
l'equazione non  ha  che  una  sola  variazione  (n.  453),  È anche  im- 
possibile perchè  se  le  tre  radici  fossero  tutte  positive , la  loro 
somma  non  sarebbe  zero,  e quindi  l'equazione  non  sarebbe  man- 
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caute  del  secondo  termine  ( «.  385  ).  Dunque  la  proposta  equa- 
zione (t),  in  quanto  a radici  reali  positive,  non  ne  ha  che  una 
sola.  Vediamo  ora  se  le  altre  due  radici  possano  essere  negative. 
Mettiamo  — x in  luogo  di  a:,  si  ottiene 
xl -\-px-{-q=tì , 

la  quale  non  potrà  avere  alcuna  radice  positiva  , e ciò  per  due 
ragioni:  l.“  perchè  il  primo  membro  è formato  da  termini  posi- 
sitivi  (n.  409)\  2.*  perchè  il  primo  membro  non  ha  nessuna  va- 
riazione (n.  455)  Dunque  l’equazione  (1)  non  avrà  alcuna  radice 
negativa.  Onde  le  altre  due  radici  della  (1)  non  polendo  essere  nè  po- 
sitive, nè  anche  negative,  saranno  necessariamente  immaginarie.  E 
tali  sono  in  effetto,  dacché  essendo  il  primo  membro  mancante  di  un 
termine  tra  due  altri  del  medesimo  segno,  l’equazione  deve  ammettere 
due  radici  immaginarie  (n.  453).  Dunque  l’equazione  (1)  ha  una 
sola  radice  reale,  che  è positiva , e le  due  altre  sono  immaginarie. 

L’equazione  (3)  avendo  le  sue  radici  eguali  e di  segno  contrario 
a quelle  della  (1),  avrà  una  sola  radice  reale,  che  sarà  negativa, 
e le  due  altre  radici  immaginarie. 

Consideriamo  adesso  l’equazione  (2).  Questa  avendo  l’ultimo  ter- 
mine negativo,  avrà  necessariamente  una  radice  reale  positiva,  c 
non  potrà  averne  che  una  sola  , per  le  stesse  ragioni  dette  qui 
avanti.  Mettendo  — x in  luogo  di  x,  si  ha  la  trasformata 
x* — px  -+-  q=0 , 

la  quale  avendo  due  variazioni , potrà  avere  due  radici  reali  posi- 
tive (r>.  455),  e quindi  la  proposta  (2)  potrà  avere  due  radici  reali 
negative.  Ma  la  stessa  equazione  proposta , essendo  mancante  di 
un  termine  tra  due  altri  di  segno  contrario,  potrà  avere  due  ra- 
dici immaginarie  (n.  457).  Dunque  l’equazione  (2)  ha  una  sola 
radice  reale  positiva  , e le  altre  due  o sono  reali  e negative , o 
pure  sono  immaginarie. 

Per  conseguenza  l'equazione  (4)  che  ha  le  sue  radici  eguali  e 
di  segno  contrario  a quelle  della  (2),  avrà  una  sola  radice  reale, 
che  sarà  negativa,  e le  altre  due  o entrambe  reali  e positive,  o 
entrambe  immaginarie. 

Or  per  conoscere  in  qual  caso  le  altre  due  radici  dell’equazio- 
ne (2)  sono  reali  o immaginarie,  stabiliremo  il  seguente  teorema. 

489.  Teorema.  Se  nell  equazione  x’ — px — q=0  le  tre  radici 
sono  reali , le  quantità  p e q dovranno  verificare  la  condizione 
4p’>-27q*;  e reciprocamente,  se  le  quantità  p e q verificano  que- 
sta condizione , le  tre  radici  dell’  equazione  saranno  reali. 

In  (alti  abbiamo  veduto  che  questa  equazione  perchè  ha  l'ultimo 
termine  negativo , ammette  una  radice  reale  positiva  , e non  ne 
ammette  che  una  sola.  Sia  a questa  radice;  sarà  il  primo  membro 
dell’equazione  divisibile  per  x — a,  e messo  il  quoziente  eguale  a 
zero,  si  avrà  l’ equazione  di  sccoudo  grado 

(B)  x'+ax+a* — p= 0 
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clic  darà  le  altre  due  radici  della  proposta  (1).  Or  risoluta  questa 
nuova  equazione  si  ottiene 

x= — fa±  l /p — fa* , 

e queste  due  radici  saranno  reali  o immaginarie , secondochè  la 
quantità  sottoposta  al  radicale  è positiva  o negativa.  Ma  per  ipotesi 
queste  radici  sono  reali,  dunque  dovrà  essere  p — fa*>0,  e per- 
ciò sarà 

(6)  P>|a*. 

Essendo  inoltre  a radice  dell' equazione  (1),  sarà 
a* — pa — q=0  , 


e perciò  l'ineguaglianza  precedente  (6)  diventa 

— ^>ja*,  ossia  a — q> , 

e quindi  dev’essere  fa9^>q. 

Dunque  abbiamo  le  due  ineguaglianze 

p>fa*,  ed  f a*>g, 

laonde  facendo  il  cubo  della  prima,  ed  il  quadrato  della  seconda,  si  ha 
,*.27  , , 1 , 

P> 64°  ’ Cd  16a>«  ' 

Moltiplicando  poi  la  prima  di  queste  per  4,  e la  seconda  per  27, 
si  ottiene 

&>%*'•  e §«•>««“ 
che  addizionate  danno 

4p*  >27q*. 

Dunque  ò vero  che  se  le  tre  radici  della  proposta  (1)  sono  reali, 
le  quantità  p e q dovranno  soddisfare  a questa  condizione. 

Reciprocamente,  supponiamo  che  le  quantità  p e q verilìchino 
questa  condizione  , dimostreremo  che  le  tre  radici  della  (2)  deb- 
bano essere  reali. 

Essendo  \p‘^>27q* , sarà  ossia  che  può 

scriversi  cosi: 

3q— 9C0, 

ovvero  in  quesl’altro  modo: 
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Rappresentiamo  la  quantità  positiva  y con  v,  sarà 

pv— g<0; 


ma  dall’essere  a la  radice  positiva  deli' equazione  (2),  si  ha 
(7)  a' — pa — 9=0 , 

dunque  sarà  a’ — pa — — pv — q, 

ossia  a1 — ■»' — p[a — 1>)>0 , 

cioè  (a — e)(a*-t-atM-c*— p)>0. 

E poiché  dall'equazione  (7)  si  ha 


(8) 


_a 7 


cosi  sostituendo  questo  valore  nel  secondo  fattore  di  quest’ultima 
ineguaglianza , si  ottiene 

(a — )>■<). 


Or  affinchè  questo  prodotto  sia  positivo  è necessario  che  i due 
fattori  sieno  del  medesimo  segno  ; ma  il  secondo  fattore  è positivo, 
dunque  dovrà  essere  positivo  anche  il  primo,  e perciò  sarà  a>t>, 


ossia 


onde  sarà 


. 3 q 

a>J' 

^ 3q 


e messo  in  luogo  di  | il  suo  valore  a" — p , dato  dalla  (8) , si 

avrà  p>3  a* — 3 p, 

d'onde  si  trac 


(9)  P>ia'. 

Da  un’altra  parte  essendo  a radice  dell'equazione  x‘ — pa: — q= 0, 
il  suo  primo  membro  è divisibile  per  x — a,  e messo  il  quoziente 
eguale  a zero,  si  ha  l'equazione 

(10)  x'+ax+a* — p=0 

che  risoluta  dà  x= — ;<z±l /p— -fa*; 

e questi  due  valori  di  x saranno  le  altre  due  radici  della  propo- 
sta (2).  Ma  abbiamo  trovato  (9)  che  p>ja\  dunque  queste  due 
radici  saranno  reali , e perciò  le  tre  radici  della  proposta  equa- 
zione (2)  sono  tutte  reali. 


490.  Corollahio.  Dunque  affinchè  le  tre  radici  dell’equazione 
di  terzo  grado  x‘-t-px+q=0  sieno  reali  è d'uopo  clic  sia  p ne- 
gativa , c 27</*<  4p* , e queste  due  condizioni  si  riducono  alla 
sola  [numeri  449  e 466). 

(Il)  4p*-t-27<7‘<0. 
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491.  Quando  l'equazione  x’-hpx-t-q=0  ha  due  radici  eguali, 
le  tre  radici  dovranno  essere  reali.  In  fatti  se  l'equazione  avesse 
una  sola  radice  reale,  c per  conseguenza  le  due  altre  immaginarie, 
in  tal  caso  per  essere  eguali  due  di  queste  tre  radici,  o dovrebbe 
essere  la  reale  eguale  ad  una  delle  immaginarie,  il  che  sarebbe  un 
assurdo,  o le  due  immaginarie,  che  sono  tra  loro  coniugate  (n.  380) 
dovrebbero  essere  eguali,  il  che  sarebbe  anche  un  assurdo.  Dunque 
quando  questa  equazione  ha  due  radici  eguali,  le  tre  radici  sono 
reali,  e sono  ancora  commensurabili,  perchè  un'equazione  di  terzo 
grado  clic  non  ha  radici  commensurabili , non  può  avere  radici 
eguali  (n.  444). 

Ciò  posto,  aflìnchè  l'equazione 

(12)  x54-px-|-9=0 


abbia  due  radici  eguali , è d' uopo  che  tra  il  primo  membro,  e la 
sua  derivata  esista  un  massimo  comune  divisore  di  primo  grado 
{n.  469).  Dividiamo  dunque  x'+px+q  per  3x*4-p:  avremo  per 
resto  2px-\-3q.  Indi  dividendo  3x*-t-p  per  2px-t-3q,  risulta  il 
resto  4p>4-27q®,  che  dovrà  esser  zero  affinchè  la  divisione  si  faccia 
esattamente,  ossia  affinchè  2px-t-3g  sia  massimo  comune  divisore 
tra  il  primo  membro  dell'  equazione , e la  sua  derivata.  Dunque 
sarà 


(13) 


4p’-4-27q*=0 


la  condizione  necessaria  e sufficiente  affinchè  la  proposta  (12)  abbia 
due  radici  eguali. 

Supponiamo  che  questa  condizione  sia  verificala;  in  tal  caso  il 
massimo  comune  divisore  2px-\-3q  eguagliato  a zero  dà 

2px-t-3q=0 , 


da  cui  si  ricava 


e questo  sarà  il  valore  di  ciascuna  delle  due  radici  eguali.  Onde 
essendo  zero  la  somma  delle  tre  radici  della  proposta  (4) , sarà 
la  terza  radice  quanto  la  somma  di  queste  due  radici  eguali,  prese 

col  segno  contrario , e perciò  questa  terza  radice  sarà  Dun- 
que le  tre  radici  saranno 


(14) 


Sia  per  esempio  l'equazione 

x1 — 3x — 2=0  , 


sarà  p= — 3 , e q= — 2 , 

e perciò  4 p’= — 108  , e 277*=108  : 

quindi  dev’essere 

4p,-+-279*=— 1 08  4-108=0 . 


Digitized  by  Google 


— 433  — 


Dunque  la  data  equazione  avrà  le  tre  radici  reali  e commen- 
surabili, di  cui  due  saranno  eguali.  Con  questi  valori  le  tre  radici 
rappresentate  dalle  tre  espressioni  (14)  diventano 


_a?_— 6___  T —3?  6 . 

q ——3  ’ 6 


ed 


-3?_  6 


e perciò  le  tre  radici  sono  2,  — 1 , — 1. 

Riunendo  la  condizione  (13)  con  la  precedente  (li)  si  potrà 
stabilire  che  l’equazione  a;’-t-px4-9=0  avrà  le  tre  radici  reali 
quando  sia  verificata  una  di  queste  condizioni 


4p*-+-279*^0. 


Segue  da  ciò  che  quando  p e q non  veriGcano  nessuna  di  queste 
due  condizioni , cioè  quando  sarà 

4p'-t-27q*>0 

una  sola  radice  sarà  reale , e le  altre  due  saranno  immaginarie. 


492.  Occupiamoci  ora  della  risoluzione  dell'equazione 

(15)  x'+px+q^=0. 

Facendo 

(16)  x—y+z 

sarà  a:'=(y^-a),=y*-t-3a^(y-^-z)-^a, , 

e nel  secondo  membro  mettendo  x in  luogo  di  y + t , ed  ordi- 
nando verrà 

x' — 3 y&x — (y,-t-z*)=0. 

Or  affinchè  questa  equazione  corrisponda  con  la  proposta  (15)  do- 
vrà essere 

(17)  yz=—~p, 

ed  y‘-4-z*= — q, 

onde  yV=  — ~p‘  ed  y*-t-z‘= — q. 

Ma  essendo  — q la  somma  delle  due  quantità  y*  e z\  ed  essendo 
— ì^P*  il  l°ro  prodotto,  saranno  y"  e s‘  le  due  radici  dell’equa- 
zione di  secondo  grado  (n.  464) 

» +qi-— 27P  — o . 

la  quale  risoluta  dà 

'--b+l/k'+èìP''  e 

Lez.  di  Alg.  55 
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ed  in  luogo  di  «'  c e"  mettendo  j’ei1,  si  avrà 


onde  sarà 


(18)  àp‘ 

(19)  z=\/ -lq-f/*q'+±p\ 

Quando  si  considerano  i soli  valori  aritmetici  di  questi  radicali, 
ciascuno  di  essi  non  ha  che  un  valore;  ma  se  si  considerano  le 
loro  diverse  determinazioni , allora  ogni  radicale  avrà  tre  diverse 
determinazioni , che  son  quelle  che  si  ottengono  moltiplicando  i 
rispettivi  valori  aritmetici  per  ciascuna  delle  tre  radici  cubiche  dcl- 
T unità  (n.  368).  Chiamando  dunque  A e B,  i valori  aritmetici 
dei  due  radicali  (18)  e (19),  e dinotando  1 , ed  «*  le  tre  radici 
cubiche  dell’unità  (n.  363),  sarà 

y=A  , y=<*A  , y=a*A  ; s=B , z=* B , z=a*B. 

Ora  addizionando  ciascun  valore  di  y con  ciascuno  di  quelli  di  z, 
si  avranno  nove  valori  per  x,  i quali  evidentemente  non  possono 
tutti  convenire  alla  proposta  equazione  (15)  che  solo  ammette  tre 
radici.  Ma  siccome  i valori  di  y e di  z debbono  soddisfare  all’equa- 
zione (17)  yz= — \p , cosi  il  prodotto  ys  dev’essere  una  quantità 
reale , e perciò  di  questi  nove  valori  di  x si  dovranno  ritenere 
quelli  soltanto  ne’  quali  il  prodotto  del  valore  di  y per  quello  di  s 
risulti  reale.  Onde  avendo  presente  che  * ed  a*  sono  due  espres- 
sioni immaginarie  ; che  <**=  1 , e che  è anche  immaginaria  , 
perchè  a*=a'.a=l.a=« , sarà  facile  vedere  che  i valori  di  x 
da  ritenersi  saranno  quelli  ne’ quali  il  prodotto  del  valore  di  y per 
quello  di  s risulti  col  coefficiente  1 , o col  coefficiente  **.  Per 
conseguenza  questi  valori  di  x si  riducono  a’  tre  seguenti 

as=A+B,  #=a+a"B,  x=»’A-mB, 
e rimettendo  in  luogo  di  A e di  B i radicali  che  rappresentano,  sarà: 
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493.  Se  in  queste  formole  la  quantità  jV+^fP'  è positiva  , 

ossia  se  si  ha  4p’-l-27q*>0,  il  primo  valore  di  & sarà  reale,  c 
gli  altri  due  rimangono  immaginari. 

Se  poi  è j9*+^Ps=0i  dovrà  essere  p necessariamente  negativa 

ed  i tre  valori  di  x diventano 


= }/ —\¥a+x')- 


Ed  essendo  (n.  363) 


ed  «'= 


—1—1/— 3 


— 2 ’ 2 
sarà  «4-«*= — l,  e perciò  questi  valori  si  riducono  ad 

X=2V^— I?.  x=— ]/— |7.  *=— f/~ 5?. 


onde  le  tre  radici  sono  reali , c le  due  ultime  sono  eguali. 
Inoltre  dalla  condizione  si  ricava  27/-l-4p,=0, 

e quindi  — 4p’=27q*,  donde  — 1=*^  , e moltiplicando  per^</, 


verrà 


onde  sarà 


1 27/ 

" — fi'  — ■ -t- 

"^8p'  ’ 

3 q 

2 q=4’ 


VA 


il  quale  sostituito  ne’ tre  valori  precedenti  di  x,  darà 


3 q —3 q 

x=— , x=-s-J- , 

P 2 p ’ 


ed 

ca  2 p 


che  corrispondono  a quelli  trovati  qui  avanti  (n.  491). 

In  fine  se  si  ha  |q*-t-^p5  negativa,  cioè  j ~ />* <;  0 , i tre 

valori  di  x (20)  si  presentano  sotto  la  forma  immaginaria,  men- 
tre sappiamo  che  debbono  essere  tutti  e tre  reali.  In  tal  caso 
per  dedurre  dalle  formole  (20)  i valori  di  x svincolati  da’ simboli 
immaginari , l’ unico  mezzo  è quello  di  convertire  ogni  radicale 
cubico  in  una  serie  infinita  di  termini,  perchè  allora  nell’addizione 
di  queste  due  serie  i simboli  immaginari  si  distruggono,  ed  i va- 
lori di  x si  riducono  ad  espressioni  reali.  E perchè  altrimenti  non 
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può  ottenersi  questa  riduzione  che  ricorrendo  alle  serie  , perciò 
questo  caso , che  ha  molto  esercitato  gli  analisti , vico  chiamato 
il  caso  irriducibile  delle  equazioni  di  terzo  grado.  Dunque  quando 
la  proposta  cade  in  questo  caso  le  formole  (20)  non  sono  di  nes- 
suna utilità  per  calcolare  i valori  numerici  delle  radici,  ed  allora 
giova  ricorrere  a’  metodi  esposti  a’  numeri  475,  c 478.  Del  resto 
esporremo  qui  una  risoluzione  trigonometrica  dell'equazione  di  3.* 
grado,  quando  questa  cade  appunto  nel  caso  irriducibile. 

La  difficoltà  che  presenta  questo  caso  nasce  che  nell'espressione 
generale  di  x (20)  non  è possibile  estrarre  da'  radicali  cubici  la 
radice , di  maniera  che  la  parte  reale  fosse  separata  dalla  parte 
immaginaria,  meno  che  non  si  trattasse  di  qualche  caso  particolare, 
come  ne' due  segnenti  esempi. 

Estmpio  i.°  Sia  proposta  l’equazione 

x’-t-4x — 16=0, 

sarà  p=4,  e q— — 16,  e la  prima  delle  formole  (20)  dà 
Ed  essendo  (n.  4S7) 
sostituendo  verrà 

x=l+ ]/\  -+- 1 — 1/|=2  ; 
e le  altre  due  formole  daranno 

x= — 7,  ed  ,r=— 1— 1/^7. 

Esempio  2.°  Sia  da  risolversi  l'equazione 
x* — 19x — 30=0, 
elio  paragonata  all’equazione 

x'-hpx  -+-  q=0  , 

dà  p=— 19,  o <2— —30. 

Onde  le  tre  formole  (20)  daranno 

x=  f/l5+|/-^+-  | /l5— 

*=•  ]/  W+V  ÌZ~-  V ~TT' 

\/  i5~y=#' 
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Ed  essendo  + 3) , 

^3). 

sostituendo  questi  valori , sarà 


j:=Ì  (l  5 -Hi/ — 3)  -t- 1(15  — V—  3)  = o , 

_«(15  + l^3)  »’(15  — f/— 3)  _15(«-H**)+(*-«*)l/— 3 
*—  6 4 6 — “ 6 

«•(15+1/— 3)  . *{15-|/— 1)  1 5( *+**) — (» — *’;l/— 3 

*—  6 '+ 6 = 6 

Ed  osservando  che  dall'essere  «=  1 » e quindi 


risulta 


, — 1—1/— 3 


!-+-«•= — 1,  ed  a — a*  = (/ — 3, 


perciò  i due  ultimi  valori  di  x diventano 


— 15—3 


= — 3 . cd  x=- 


• 15+3 
6 


Onde  le  tre  radici  della  proposta  equazione  saranno 
x=5  , x— — 3 , ed  x— — 2. 

494.  Se  in  questi  esempi  le  formole  (20)  ci  hanno  date  le  tre 
radici  della  proposta  equazione  sgombre  da  espressioni  immaginarie, 
ciò  è dipeso  dacché  le  quantità  sottoposte  a'  radicali 

son  riuscite  cubi  perfetti , e quindi  nelle  loro  radici  le  parti  reali 
son  venute  separate  dalle  immaginarie,  le  quali  son  poi  distrutte 
col  fare  la  somma  delle  due  radici.  Ma  questa  felice  circostanza 
rare  volte  si  avvera,  per  cui  quasi  sempre  le  formole  (20)  danno 
i valori  di  x involti  in  simboli  immaginari,  da'  quali  non  è pos- 
sibile altrimenti  liberarli  che  o riducendo  in  serie  ciascun  radi- 
cale cubico,  o ricorrendo  ad  alcune  formole  trigonometriche,  come 
abbiamo  qui  innanzi  accennato. 

Or  quantunque  col  soccorso  delle  linee  trigonometriche  riesca 
facile  risolvere  qualunque  equazione  di  terzo  grado,  pur  non  per- 
tanto noi  ci  limiteremo  a trattare  il  solo  caso  irriducibile,  come 
quello  di  maggiore  importanza,  dacché  solo  per  questo  caso  le  for- 
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mole  (20)  non  si  prestano  al  calcolo  numerico  delle  radici,  mentre 
per  gli  altri  casi  non  presentano  alcuna  difficoltà. 

Sia  dunque  l'equazione 

x' — px  4-3  = 0 , 

e supponiamo  che  questa  cada  nel  caso  irriducibile , onde  dovrà 
essere  27(/*<4p‘. 

Dinotiamo  con  ? un  arco  qualunque:  per  una  forinola  nota  di 
trigonometria , sarà 


(21) 

Facciamo 

(22) 


, 1 3 1 1 

sen  g ? — jseng?  -+-  j sen?=0. 


tf=2j/jpsen|f  , 

, 1 rr. 

sara  per  conseguenza 
che  sostituito  nella  (21)  dà 


sengf; 


VS 


vW  Vf 


3*1  . 

x 7=-l-^senT=0 


ossia  ** — sen?|^  =0. 

Ed  affinchè  questa  equazione  possa  coincidere  con  la  proposta 

— px-hq=0 

è d’uopo  che  si  abbia 


e questo  valore  sarà  sempre  possibile,  per  essere  27?*<4p‘. 

Ora  essendo  sen? ==sen(36004-?) , se  nella  formola  (21)  met- 
tiamo sen  (360  4-?)  in  luogo  di  sen?,  è chiaro  che  nel  valore 

di  x dato  dalla  formola  (22)  dobbiamo  mettere  sen  (1204-  g?)  in 
vece  di  sen|?,  onde  sarà 

x=2  j/gpsen  ( 120  4- g?)  ; 

— g?) , sostituendo  sarà 


ed  essendo  sen(  120  4-g?)=sen  (60 


x=2 
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Del  pari  essendo  sen  y= sen  (2.360+ y) , se  nella  forinola  (21)  si 
mette  sen(2.360+y)  in  luogo  di  seny,  allora  nel  valore  di  x (22) 

in  vece  di  sen|y  , e verrà 


si  dovrà,  mettere  sen  ( 240  + ^yj 


x=2 


ed  essendo  sen(240  + |y'  = — sen|60+^y),  sostituendo  sarà 


x=— 2 j/gP sen (60+  |?)  • 

Dunque  le  formole  che  danno  i valori  delle  tre  radici  sono  : 


4 P" 

* = 2^/|psen|?', 


x=2  j/|psen(60—  |r), 
x=— 2 1 / gp  sen  (60+ 1?)  • 

Introducendo  in  queste  formole  il  raggio  delle  favole , ed  appli- 
cando i logaritmi  si  avrà 

log.sen. y = 10.4146519+  log.  q — |log.p, 
log.x=10. 0624694  + 1 log.p  + log.sen  g y , 
log.x=10.0624694  + |log.p  + log.sen  (60 — gy) 

log.( — x)= 10.0624694 +|  log.p  + log.sen  (60+  |y)  • 

Nell’ ultima  di  queste  formole  abbiamo  scritto  log.  ( — x)  per  in- 
dicare che  il  valore  di  x dev’  essere  negativo  , cioè  che  il  numero 
ottenuto  dal  valore  del  secondo  membro  dev’ esser  preso  negati- 
vamente. 

Per  applicare  queste  formole  ad  un  esempio  , proponiamoci  di 
risolvere  l'equazione 

x ‘ — x* — 2x+ 1=0. 

Affinchè  questa  equazione  posso  ridursi  alla  forma  x’+px  + g= 0 
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dev' esser  trasformata  in  un’altra  mancante  del  secondo  termine, 
e che  il  coefficiente  del  primo  termine  sia  l’unità.  A tale  oggetto 
faremo 


(23) 


x 


y+i 

3 


c con  la  sostituitone  di  questo  valore  la  proposta  diventa 
y* — 21y-+-7=0. 

Paragonando  questa  equazione  con  l’ altra  y* — py+q=0  , risulta 
p=21  e q= 7.  Onde  si  farà  il  calcolo  delle  radici  come  qui  appresso 

log.  costan.=10, 41465191 


log.y=  0,8450980 


2 


11,2597499 
ìog.p=  1,3222193 

"9,9375306 

log.p=  0,6611096 


log.sen  ?=  9,2764210 
f=10°,53',36".23 

|r=  3\37\52".08 
60— |r=56*,22',  7" .92 
60-t-JT==63%3T,52''.08 


log.  costan.=  10,0624694 
*log.p=  0,6611096 


log.sen  ^«=8, 8016598 
J _ 690 

10,7235790 


log.y=l,  5252078 
y=0, 3351258 


10,7235790 

log.sen  |60 — 1?)= 

9,9204360 
_ 111 
10,7235790 


log.  y=0, 6440261 
y=4, 4058130 

log.sen  (60-t-|f)=  9,9522832 


22 

10,7235790 


log-(— y)=  0,6758644 
y=—  4,7409387. 

Dunque  si  avrà 

y=0,3381258,  y=4,4058130,  y=— 4,7409387. 

Ora  nella  relazione  (23)  messo  successivamente  in  luogo  di  y cia- 
scuno di  questi  valori , si  ottiene 

*=0, 4450419,  *=1,8019377,  *=—1,2469796, 

che  saranno  le  radici  dell’equazione  proposta  (*). 

Proponiamoci  per  secondo  esempio  di  risolvere  1’  equazione 

. *’ — 7*-f-7=0. 

Paragonando  questa  equazione  con  l’ altra  *’ — px+q=0 , si  ot- 


(')  L’equazione  x' — x*— 2z  -t- 1=0  che  «i  è risoluta  è quella  che  si  ottiene 
quando  in  un  cerchio  di  raggio  1,  si  vuol  determinare  il  lato  x del  poligono  re- 
golare di  14  lati;  questo  lato  è dunque  0,4*50419. 
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tiene  p= 7 , y=7  , e quindi  il  calcolo  delle  sue  radici  si  farà 
come  qui  appresso  : 


log.  costan.=10,0624694 
i|og.  p=  0,4225490 

10,4850184 
log.  sen.|?=  9,6474945 
337 

10,4850184 
log.  *=  0,1325466 
*=  1,3568959 

log.sen(60 — 9,7433809 

65 

10,4850184 
log.  *=  0,2284058 
*=  1,6920208 

log.sen(60-i-g?;'=  9,9991262 

_ io 

10,4850184 
log.  ( — *)=  0,4841456 
x=—  3,0489170 

Dunque  le  tre  radici  sono 

*=1,3568959;  *=1, 6920208  ; *=— 3,0489170 

Nell’ equazione  y1 — ya — 2y-+-l  = 0,  eh’ è quella  che  si  ottiene 
quando  vuole  iscriversi  in  un  cerchio  un  poligono  regolare  di  14 
lati,  se  si  fa 

x — 1 

v=iìx—r 

si  ottiene  la  celebre  equazione  di  Lagrange 
x ' — 7x-i-7=0. 

L’ equazione  ** — 18*’-j-87x — 53=0  ha  per  radici 
*=0. 7091406 
*=8.5739770 
*=8.7168815 

e queste  formano  i tre  loti  di  un  triangolo  che  ha  per  aja  3. 


log.  costan. =10, 4146519 
log.  y=  0,8450980 
11,2597499 
log.  p=  0,8450980 

10,4146519 

|iog.  p=  0,4225490 

log.  seti  y=  9,9921029 
7=79»,  6', 23",  9 

| ?=26°, 22', 57" ,96 
60— | ?=33°, 37', 52", 04 
60-f-g7=86°,22',  7", 96 


Lez.  di  Alg. 


so 
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LEZIONE  XXIX. 


Risoluzione  delle  equazioni  di  quarto  grado. 


495.  Sia  l'equazione  di  quarto  grado  liberata  dal  secondo  termine 

(1)  x*+px“-+-<pH-r==0. 

Facciamo 

(2)  x=y-4-z-H  : 
elevando  ambo  i membri  a quadrato,  verrà 

x*=y*-t-z*-M*-t-2(yz-t-yH-z<) 
ossia  x*—  (y*-r-5*-H*)=2(yz+yt-+-z<), 

ed  elevando  di  nuovo  i due  membri  a quadrato,  si  ha 
x‘— 2 (y*4-z’+lJ)  x’-t-  (y»4-a*-w*)*= 

4 (yV -t-y  V+zV)  -t-8yzt  (y+z-H). 

Nel  secondo  membro  mettendo  x in  luogo  di  y-+-z-+-<  ed  ordi- 
nando si  ottiene 


x*—  2(y1-f-z*-M1)x!,._  8yztx-H(y*-f-z*-MV— • 4(yV+yV-t-zV)=0. 

Paragonando  questa  equazione  con  la  proposta  (1) , si  hanno  le 
tre  relazioni 

P=— 2 (y*-t-z*-H*)  ; q=—8yzt  ; 
r—  (y’+ z*+ <*)* — 4 (yV-+-y  V-t-zY). 

Elevando  la  seconda  di  queste  eguaglianze  a quadrato  , c sosti- 
tuendo nella  terza  in  luogo  di  (y*-+-z*-+-t*)*  il  suo  valore  dedotto 
dalla  prima,  verrà 

y +*  -h  — — 2 


»'=■'■= fi 

yV-t-yV+zV=g 


r 

4' 


Queste  eguaglianze  fanno  vedere  che  le  quantità  y“,  z*,  t*  sono  le 
radici  di  un’equazione  di  terzo  grado,  nella  quale  il  coefficiente 

del  secondo  termine  è — (ya-t-3*-t-<*)  ossia  | ; quello  del  terzo 

termine  ò y V-t- yY-t- zV , ovvero^ — j,  e l'ultimo  termine 

o* 

è — yazY,  ovvero  ^ (n.  585).  Dunque  questa  equazione  di  terzo 
grado  sarà 

''+i»-+(f;-i)'-fi=» 

che  chiamasi  la  ridona  o la  risolvente  della  data  equazione  (1). 
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Supponiamo  che  questa  equazione  siesi  risoluta  cd  indichiamo 
con  a , 6 , c , le  sue  radici , sarà 

y'—a , z'—b , l *=c , 

onde  si  ricava 

y=±.yra , z=±|/ò,  l=±V/'c  ; 

e quindi  sostituiti  questi  valori  nell'equazione  (2),  si  ottiene 
x=±Y^a±V'b±Y/c. 

Or  combinando  i segni  de’  tre  radicali  in  tutti  i modi  possibili , 
si  avranno  per  x otto  valori,  mentre  le  radici  della  proposta  (1) 
non  possono  essere  che  quattro.  Per  conoscere  la  causa  di  questa 
moltiplicità  di  valori  di  x , basta  osservare  che  la  ridotta  (3) 

avendo  per  ultimo  termine  in  cui  q si  trova  a quadrato,  que- 
sta ridotta  è sempre  la  stessa  tanto  se  q è positivo,  quanto  se  è 
negativo , e perciò  le  quantità  a , b , c , che  sono  i tre  valori 
di  v , dovranno  dare  non  solo  le  radici  della  proposta  (1)  che  ha 
il  coefficiente  q positive,  ma  anche  quelle  dell'equazione 

(4)  xl+px’> — qx  4-r=0 

che  ha  il  coefficiente  q negativo.  Con  ragione  dunque  si  otten- 
gono otto  valori  per  x,  perchè  quattro  sono  le  radici  della  pro- 
posta (1)  ed  i quattro  rimanenti  sono  le  radici  della  (4).  Or  per 
distinguere  tra  questi  otto  valori  di  x quali  sieno  quelli  che  ap- 
partengono alla  (1) , e quali  quelli  che  appartengono  alla  (4) , si 

osserverà  che  la  relazione  ysl= — g q,  fa  vedere  che  il  prodot- 
to yzt  dev’  essere  di  segno  contrario  a q,  cioè  che  questo  prodotto 
dev’  essere  negativo  , se  q è positivo , e dev’  essere  positivo  se  q 
è negativo.  Dunque  nel  primo  caso,  quando  cioè  q è positivo,  le 
quantità  y,  z,  t,  saranno  o tutte  tre  negative,  o una  sola  ne- 
gativa; e nel  secondo  caso,  in  cui  q è negativo,  queste  quantità 
saranno  o tutte  tre  positive , o una  sola  positiva.  Onde  i quattro 
valori  che  ha  x in  ciascuno  de'  due  casi , si  possono  esprimere 
con  le  formole 


/ ar=±( — l/a — l /è — \//~c) , 

) *=±(— l/a+l/ii+l/c) , 
j x=±(+ V a-^-Vh—V r) , 

ar=±(-l -Va — , 

nelle  quali  si  prenderà  il  segno  superiore  o l’inferiore  sccondochè 
il  prodotto  qV' al/'bVrc  è positivo,  o negativo. 
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•W6.  Poiché  le  quattro  radici  delia  proposta  si  deducono  dalle 
tre  radici  della  ridotta  (3) , ne  segue  che  la  realtà , o l’ immagi- 
narietà  delle  prime  deve  dipendere  dalla  natura  delle  seconde. 
Esaminiamo  dunque  tutti  i casi  che  possono  aver  luogo. 

1. °  Supponiamo  in  prima  che  le  tre  radici  della  ridotta  sicno 
tutte  reali.  Siccome  questa  ridotta  ha  l' ultimo  termine  essenzial- 
mente negativo,  essa  avrà  o tutte  tre  le  radici  reali  positive,  o 
una  sola  positiva  e le  due  altre  negative.  Se  le  tre  radici  a,  b,  c , 
sono  positive,  i radicali  l^a,  l / b,  I /c  saranno  reali,  e quindi  le 
quattro  radici  (5)  della  proposta  saranno  tutte  reali.  Se  poi  a è 
positiva,  e 6 e c negative,  allora  i radicali  VH,  I /c  essendo  im- 
maginari , le  quattro  radici  (5)  della  proposta  saranno  tutte  im- 
maginarie. Però  se  in  questo  caso  si  avesse  b=c,  e quindi  l^b=l/V, 
le  quattro  radici  (5)  della  proposta  diverrebbero 

x=±( — Vh — 
aj=±( — a-\-2l//b) 
x=±\ra,  x=±V'a, 

cioè  a dire  che  due  radici  sono  immaginarie,  c le  due  altre  sono 
reali  ed  eguali. 

2. “  Supponiamo  ora  che  la  ridotta  (3)  abbia  la  sola  radice  a 
reale , e le  altre  due  6 , e c immaginarie , le  quali  dovendo  es- 
sere coniugate  possiamo  rappresentarle  con 

a+pi/CZì,  ed  . 

In  tal  caso  sarà 


ia  (n.  182)  J/a-f-jSJ/' — 1 è della  forma  m •+•  n 1/ — 1 , c 
— pi/ — 1 è della  forma  m — ni/ — 1,  dunque  sarà 
— T,  c 1 //c=m — ni/ — ì. 


Con  questi  valori  le  quattro  radici  (S)  della  proposta  diventano 
a^=±( — l f~a — m — ni/ — ì— m- t-nl/ — ì)=±( — V a — 2 m) 

— l/ra+m-\-  ni/ — 1-t-m — ni/ — 1)=±( — 1 -//a+'2m) 
x=±(+l/«-+-rm-nl/ — 1 — m+nl/ — i)=±(-+-|/a-t-2nl/—  l) 


x=±(-{-l/^i — m — ni/ — 1-t-m— ni/ — l)=±(-t-|/a — 2nl/— i), 

cioè  a dire  che  due  sono  reali  e due  immaginarie. 

Dunque  riepilogando,  le  radici  di  un'equazione  di  quarto  grado 
possono  essere  o tutte  reali,  o tutte  immaginarie,  o due  reali  e 
due  immaginarie. 
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497.  Esempio.  Sia  proposta  l’ equazione 
x*+  3xm — 52x+48=0 . 

Paragonata  questa  con  l’equazione  generale  x4+px*+qrx+r=0, 
risulta  p= 3 , q= — 52 . r=48  , e perciò  la  ridotta  (3)  diventa 

* ui»— r=°- 

Facendo  t'  = ^ onde  far  sparire  i divisori , verrà 
w’-j-Gtc* — 183w — 2704=0 , 

e per  trasformar  questa  in  un’altra  mancante  del  secondo  termine, 
faremo  tc=t — 2 (n.  411)  e si  ottiene 

t' — 195t — 2322=0 , 
che  risoluta  dà  (n.  492) 

t=f/ 1161+1/1073296+ j/ll61— 1/1073296= 

^1161+1^6+1^1161— 1036=1^2197 -H  1^125  = 13+5  = 18. 
Le  altre  due  radici  saranno 

1==h£3.13+=!^.5= 

—13+131/^3— 5-5t/^3_ 

« 

-1-1^3  . — 1+1/— 3 . 

/ = g 13+ g 5= 


— 13— 131/— 3— 5+51/=3_ 
2 “ ' 


-9—41/-3. 


Ed  essendo  tc=< — 2,  sarà 

to=16,  ic= — 11+4 |/—  3 , u>  = — 11 — 4 ]/ — 3. 

Ma  si  è fatto  t>  = ^,  dunque  sarà 

, —11  + 41/— 3 —11 — 41/— 3 

v=4,  t>= j , t= 1 , 

cioè  a dire 

a=4,  6= j , c= j 

Prendendo  le  radici  quadrate  verrà  (n.  182) 


4/a=2  , l /à= 


r 1+21/- 3 


1/7= 


1-21/-3 
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e siccome  in  questo  caso  si  ha 

qV' aV^bV c— — 338  , 

cosi  ne’ quattro  valori  di  x (5)  bisogna  prendere  i segni  inferiori, 
e si  ha 


x=  ( 2 i 

x=-(-2 +HgK-i 
a=_(+2  + 1+2i^5 
X — — (-4- 


l+2l/^3  1— 21/^3 


M* 


1-2Ì/-1, 


2 

1 — 21/ —3 


2 

1+21/— 3 


j=l, 

2 j=-2-2t/=3, 

1—' 2l/-3)  =— 2 + 2t/=3 . 


2 


Dunque  le  quattro  radici  della  data  equazione  sono 


x = 3,  x=l,  x= — 2 — 21/ — 3 , ed  «=—24-21/— 3. 

In  questo  esempio  si  sono  calcolati  i radicali  esattamente,  per- 
chè le  quantità  sottoposte  si  son  trovate  potenze  esatte  degl'in- 
dici de’  radicali  ; ma  questi  casi  sono  rarissimi , e quasi  sempre 
avviene  che  per  ottenere  i valori  numerici  di  x liberati  da’  ra- 
dicali è d' uopo  calcolare  ciascuna  radice  per  approssimazione  ; 
laonde  nel  caso  che  la  proposta  ammetta  radici  razionali , le  formolo 
generali  hanno  l’inconveniente  di  dare  i valori  di  queste  radici 
quasi  sempre  per  approssimazione.  E questo  inconveniente  si  avvera 
anche  per  le  equazioni  di  3.”  grado,  come  notammo  al  num.  494. 
Da  ciò  si  vede  che  i metodi  esposti  per  la  ricerca  delle  radici 
razionali,  ed  irrazionali  ( numeri  433,  472,  e 486)  sono  i soli  che 
presentano  il  massimo  vantaggio  , quando  si  tratta  di  calcolare  i 
valori  numerici  delle  radici  di  un’  equazione. 


LEZIONE  XXX. 


Delle  funzioni  simmetriche.  Somma  delle  potenze  simili  delle 
radici  di  un'equazione.  Eliminazione  col  metodo  delle  funzioni 
simmetriche,  e grado  a cui  può  elevarsi  l’equazione  finale. 


498.  Si  chiama  funzione  simmetrica  di  più  quantità  una  fun- 
zione che  non  cambia  valore  in  qualunque  modo  le  quantità  si 
permutino  tra  loro.  Cosi  l’ espressione 

(1)  a*ò*4-  6’a‘4«V+cV+  6’c*4-  c*6* 

è una  funzione  simmetrica  delle  tre  quantità  a , 6 , c , perchè 
cambiando  o in  6,  e 6 in  o,  ovvero  a in  6,  e c in  a,  ec.  questa 
cspressic..c  non  muta  valore.  Del  pari  le  espressioni 


a6c-t-o'-t-6*4-c* , 


2 ab  2 ac  2bc  , , . 

(-  -7 — l hàabc  , 

c b a 


sono  due  funzioni  simmetriche;  la  prima  è intera,  e la  seconda  è 
frazionaria. 
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Una  funziono  simmetrica  si  dice  semplice , doppia,  tripla,  cc., 
ovvero  di  1°  ordine,  di  3.°  ordine,  di  3.°  ordine  ec.,  sccondo- 
chè  ogni  termine  della  funzione  si  compone  di  una , di  due , di 
tre  cc.,  quantità;  e queste  funzioni  si  rappresentano  in  un  modo 
compendiato,  scrivendo  un  termine  della  funzione  tra  due  paren- 
tesi e mettendo  alla  sinistra , come  coefficiente , la  lettera  S per 
dinotare  la  parola  somma.  Cosi  l’espressione  S(aVc)  rappresenta 
la  funzione  doppia  (1),  ed  S(aVc)  rappresenta  la  funzione  tripla 

a Ve  •+•  a’c*  6 5’a“e  4-  b’c’a  4-  c’a'b  ■+■  c'b’a. 

Una  funzione  quadrupla  si  dinoterebbe  con  i(ambncpd'1)  , e cosi 
oppresso. 

La  funzione  semplice  am4-ò’n4-cra- t-...,  si  dovrebbe  dinotare 
con  S(om)  ; ma  per  maggior  semplicità  s’indica  con  STO.  Cosi 

S,  =■  a -4-6  4-  c -t-... 

S,  = o*  4-6*  4-  e*  4- . . . 

S,  = a’  — f- b‘  4- c1  4-, . . 

Sm=  am4-  6m4-  cm4- . . . 


499.  Per  ottenere  lo  sviluppo  di  S(ambncp)  basta  fare  tutte  le 
permutazioni  delle  tre  lettere  a , b , c , ed  in  ciascuna  dare  alla 
prima  lettera  l’ esponente  m , olla  seconda  n , ed  alla  terza  p.  Si 
otterrà  cosi 

S(amb*cp)=zambncp-i-amcnbp-i-cmanbp-bcmbnap+bmcnar+bmancp. 

Quando  i termini  di  una  funzione  simmetrica  hanno  i coeffi- 
cienti diversi  dall' unità,  ma  sempre  eguali  tra  loro,  questo  coeffi- 
ciente comune  si  mette  avanti  la  lettera  S.  Cosi  la  funzione 

5a*64-5a*c4-56*a4-56*c4-5c*a4-Sc*6 

si  rappresenta  con  5S(a*6).  Del  pari  la  funzione 

| aVc4-  §aVà4-§  6Vc-h§6Va4-fcV&4-  §eVa 
2 

si  dinoterà  scrivendo  gS(aVc). 

Dunque  basta  considerare  le  sole  funzioni  simmetriche  intere , 
i cui  termini  hanno  per  coefficienti  l’unità. 

500.  Teorema  I.  La  somma  delle  potenze  simili  ed  intere  delle 
radici  di  un'  equazione  può  essere  espressa  razionalmente  da’coeffi- 
cienti  della  stessa  equazione. 

Sia 

(2)  /[x)=Xm-hAlXm-,-+-AtX”-a+-. . . Am_iZ4- Am=0 
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un'equazione,  c sieno  a , b , c , . . .1  le  sue  m radici.  Dividendo 
il  primo  membro  per  x — a,  si  ottiene  per  quoziente  (n.  572'\ 

xm~,4-o|icm— *+0’  xm~ 3-t-a’  xM— . . a''1-* 

A,j  A,o  A,a*  A,am— * 

A,  A. a Aaam— 3 

A.  : 

Am — 1 * 

Se  in  questo  polinomio  in  luogo  della  radice  a si  mettono  successi- 
vamente b,  c,  d,  I,  si  avranno  i rispettivi  quozienti  dello 
stesso  primo  membro  dell’equazione,  diviso  per  x — b,  x — c, 
x • •x — 1-  Onde  facendo  la  somma  di  tutti  questi  quozienti,  e 

sostituendo  S, , S,,  S,,  ec.,  in  luogo  di 

«H-è+c-f-. . . , a*+6*-+-c*-l-. . . , a*-(— 6* h- c* -4- . . . , 
si  avrà  l'espressione 

majm-i+S.lx”*— *-i-St  x^-3+S ,|x"*-*-k  . . Sm_, 

«"Af|  A,S,  A.S.  A ,Sm_i 

mAe  AaS,  AaSm_ 3 

mA,  A3S»i — 4 

mkm—i 

Or  questa  somma  sappiamo  (n.  410)  che  dev’essere  eguale  alla  de- 
rivata del  primo  membro  dell’equazione,  cioè  ad 

wx’n-1-t-(m — l)AIxm— — 2)A,xm— 3-f-(m— 3)A,xB*— *-t-...Am_i; 

dunque  i cocflìcienti  de' termini  che  contengono  la  stessa  potenza 
di  x saranno  eguali,  e quindi  si  avranno  le  m — 1 eguaglianze 

S,-f-i»A  ,=(»»' — 1)A, , 

S.-t-A.S.-f-mA.^m— 2)A, , 

S.-t-A^.-t-A.Sj-f-mAj^m — 3)A, , 

Sm— 1+AjSm— 2-f-AaSm_3+ A,Sm— i+ . . ,fflAm-l=Am-l  , 
che  si  riducono  a quest’ altre 

IS,4-A,=0 
St-t-A1S1-+-2A1=0 
S,*t-A1S,-t-AlSI-l-3A,=0 

Sm — 1-f-AjSm— 2*+*AaSm_3-hAJSm — 4+.  . . (m — l)Am— 1=0. 

Queste  equazioni  si  arrestano  alla  somma  Sm— i , ma  si  possono 
ottenere  quelle  di  SOT,  S„,_*.i,  Sm-t-a,  ec.,  nel  seguente  modo. 
Moltiplichiamo  la  proposta  equazione  (2)  per  x",  verrà 

A1xm-t-"-i-t-A„xm4-i,-*-f-A1xm+"-3-4- . . .A  xn— 0. 

* * * fll 

Sostituendo  successivamente  in  luogo  di  x le  radici  a,  b,  c,  ec., 
e facendo  la  somma  degli  m risultamenti,  si  ottiene 

+ AjSm-H*— l~+"A1Sm_|_n_j(-t-A,Sm_+j,_3-|—  • • •AmSB=0. 
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In  questa  equazione  dando  ad  n i valori  successivi  0,  1,  2,  3,  ec.,  ed 
osservando  che  Ss=a*-+-&°-l-c0-t-ec.=l-)--t-4-t4-ec.=»n,  s*  ottiene 

/ S„  -}-A  ,S»_t-t-AtSni — a-t-AjSm— 3-f-.  • 9 

\ Sm+i-t-A.S^  -t-A.Sm-l-HA^w-i-h.  . .AraS=0 
1 Sm-t-»-e-A,Sm+i4-AmSm  -4-  AjSio-- 1+  • • • A„,S,=0 
^ ec. 

Per  mezzo  di  queste  equazioni  (4)  c (5)  si  possono  ottenere  suc- 
cessivamente i valori  di  St , Sm , S, . ec.  In  fatti  dalla  prima  si 
ha  S =— A ; e con  questo  valore  messo  nella  seconda  si  ricava 
Sm=:A* — 2A,.  I valori  di  S,  ed  S?  sostituiti  nella  terza  danno 
s!=3ÀIAt— À,’— 3A,,  e cosi  seguitando  avanti. 

Da  qui  si  vede  che  il  valore  di  S,  dipende  dal  primo  coefficiente 
A ; S.  da’ due  primi  coefficienti  A,  ed  A,;  S,  da’ tre  primi  coeffi- 
ciènti A,,  A,,  A,;  ed  in  generale  S,n  dipende  dagli  m coefficienti. 

Sia  par  esempio  l’equazione 

*■— 6z*H-11x—  6=0  * 


sarà  A,= — 6,  A, — li.  A, — —6, 

e perciò  le  forinole  (4)  e (5)  daranno 

S-G=0,  S, — 6S.+22—  0 , S — 6S.+  11S,— 18=0  , 

S -eS.-t-US,— 6S,=0  , S„— 6S4+11S,— 6S,=0  , 
S_6S,+11S,-6Ss=0,  S, — 6S.-4- 1 1 S, — 6S4=0  , ec. 

e quindi  successivamente  si  ricava 

S=6,  S,=14,  S,=36,  St=98,  S,=276,  S„=794,  S,=2316,  ec. 
Questi  risultamenti  si  possono  facilmente  verificare , dacché  le 
radici  dell’equazione  sono 

x=l , x=2 , ed  x=3. 


501.  Per  avere  le  somme  delle  potenze  negative,  si  potrebbe 
fare  nelle  equazioni  (5)  n=— 1,  —2,  — 3,  — 4,  ec.  ed  avere  cosi 

Sm-i+A.Sm-s-t-A.Sm-s-t Am-iSo  -hAroS— 1=0 

Sm_9+-A1Sn.-3-i-A,Snv-H Am— lS— 1 + AmS— i=0 

Sm-a+A.Sm-l-f-A.Sm-H Am_lS_i  + AroS_3=0 

ec. 

le  quali  faranno  successivamente  determinare 
S— ì.  S — s.  S — a.  S— i.  ec. 

Ma  il  calcolo  riesce  più  facile  con  mettere  nella  proposta  - in 

luogo  di  x,  e poi  calcolare  i valori  di  S, . S,,  Ss,  St,  ec.  della 
trasformata;  queste  somme  saranno  i valori  di 

S_i,  S_l,  S— 3 . S-i,  ec. 

Lts.  di  Alg. 


Digitized  by  Google 


— 450  — 


della  proposta.  Cosi  nella  stessa  equazione  z * — 6x’4-ltx — 6=0 
mettendo  - in  luogo  di  x,  si  ha  la  trasformata 

t — %-t-l  ly* — 6y’=0  , ossia  y*—  i=0  * 


onde  sarà 


Messi  questi  valori  nelle  formolo  (4)  e (5),  si  trova 

C__1I  c 49  c 251  c 1393  c _ 8051 

* 6 ' ®*~~36’  216  ’ 1296’  ***—  7776' 

e _ 47449  c _ 282251 

46656’  ■ 279936’  eC” 


e questi  saranno  i valori  di 

S-j,  S_2,  S-3.  S_  , S — 5 1 S-o.  ed  S_7 
nella  proposta. 


502.  Non  si  tralascia  intanto  di  far  notare  che  la  somma  delle 
potenze  simili  ed  intere,  tanto  ad  esponenti  positivi  che  ad  espo- 
nenti negativi  delle  radici  di  un’equazione  si  possono  ottenere  in 
un  modo  assai  più  breve  e più  facile  dell'esposto,  non  esigendo 
che  una  semplice  divisione  algebrica.  In  fatti  dall’equazione 


-fi*)  , fi*)  , fi*) 

x — a x — b x — c 


M 

x—r 


trovata  al  numero  410,  si  ricava 


(6) 


*rw — . 

f(x)  " — « x—b  — c ' x—l 


E mettendo  — in  luogo 


;U  *,  il  primo  membro  riceve  la  forma 


e perciò  Si  avrà 

X'  1 1 1 1 

X 1 — nx  1 — — cx~*~  ~ 1 — l 


Ora  essendo 


^ - g=l  . . . 

7-V=  > + bx+b'x'+  b’x’-\ 

1 — o.r 

~ — — 1 -t-  c.r-t-  t’x'H-  cV+  • • • 
I — ex 

1 + lx +•  JV+  Cx'-t-  • • . 
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addizionando,  e sostituendo  S,,  S, , S, , ec.  in  luogo  di 

a-f-6-t-c a*4-6*-i-c*4 hi’,  «*4-6’ -+-c*. . .I\  ec., 

l'equazione  precedente  diventa 

^'=ni-t-S1X*-rS4X1-t-S,X,-i-  • • • 

Dunque,  dividendo  X'  per  X,  i coefficienti  delle  successive  potenze 
di  x nel  quoziente  saranno  i valori  delle  somme  cercate. 

Sia  l’equazione  x' — 6x*-i-llx — 6=0,  sarà 

f(x)=3x’ — 1 2x-t- 1 1 , 

c nella  Trazione 

x(3x* — 12x4-11)  3x*-12x*4-llx 

x‘ — 6x*4-l lx— 6 ’ °Siia  x*— 6x*4-llx— 6 ’ 

mettendo  — in  vece  di  x,  verrà 
x 

X'  3-12x4-11** 

X 1 — 6x4-1  lx* — 6x* 

E dividendo  il  numeratore  pel  denominatore  si  Ita  il  quoziente 

3— 12x4-lix*  |l — 6x4-1  lx* — 6x’ 

— 3±18x— 33x*4-|8x>  3+6x4-14*M-36x*4-98x‘4-276*»4-791x«4.ec. 
6x— 22x*4-18x*~ 

— 6x4-36x“ — 66x*4-  36x* 

11/ — 48xs4-  36x* 

— 14x*4-8Ix’ — 154x4-)-  8ix* 

36x5 — 1 18x‘-t-  8tx5 
— 36x*4-216x*— 396xs4-  216.r* 

98x* — 3Ì2x*4~  216xa 
— 98x44-588x>— 1078x«4-  588x’ 

276xj — 8Ò2x‘4-  588x  ’ 

—27 6.r54-  1656x‘ — 3036x’4-  1656x" 

“ 791.r“— 2448x,-t-1636x% 

c perciò  sarà 

So=3,  S=G,  S,=  14,  S.=36,  S*=98,  S,=270,  S,^794,  ec. 

precisamente  come  si  è trovato  qui  avanti. 

Per  ottenere  le  somme  delle  potenze  negative,  si  potrebbe,  come 

precedentemente,  sostituire  nella  proposta  i in  luogo  di  x;  e tro- 
vando i valori  di  S,,  S.,  S, , ec.  della  trasformata,  questi  sa- 
rebbero que’  di  S—  ì,  S— *,  S_ a,  ec.  della  proposta.  Ma  è più  facile 
operare  in  quest’ altro  modo. 
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Riprendiamo  l’equazione  (6), 


*/•(*). 

X 

f[x)  ' 

~~x — a 

x — b x— c 

. — xf(x)_ 

X 

X X 

osbia  — 

A*) 

a — x 

^ 1 

b — x c — x 

Ora  essendo 

X 

a — x 

a oa  a* 

X 

b — x 

X 

c — X 

X X*  X* 

; 1 H 1 4~  • • 

c c c 

x 

x x*  xs 

- i l 

l — x” 

'7  + 

addizionando,  l'equazione  precedente  si  riduce  a 


-^/M-S-i-r  -hS-iaf+S-aaf +S^+  • • . 
l\x ) 

Dunque  dividendo  — xf(x)  per  f(x)  i coefficienti  che  avranno  le 
diverse  potenze  di  x nel  quoziente,  saranno  le  somme  delle  potenze 
negative  della  proposta  equazione.  Così  nella  stessa  equazione  es- 
sendo f'(x)—3x‘ — 12x4-11,  sarà 

— xf{x)=— 3x*4-12x* — 1 Jx, 

e perciò  sarà 

— xf[x)_  — 3x'+l2x* -ile  llx— 12x*-(-3x* 

f[x)  x* — G.t’4- 1 lx  — 6 6 — i lx-)-6x*—  x’ 

Facendo  la  divisione  si  ottiene 


llx — ^x'-t-Sx* 

6 — 11x4-6x* — x‘ 

— llx-+-  ^-x' llx3-)- 

fa 

11  * 
6 ® 

11  , 49  , 231  s , 1393  . 

6 ®+36®  + 216®  1296® 

49  , „ j 11  , 
-ttX  — 8x  4-  -jr  x4 
0 6 


49  , 


339 
' 36  J 


Q X ^ Oi? 


30 


231  , 33  4 49  , 

36 ® 6®+36® 


231 


2761 


231 


216 


x* 


36^ 


231 

216" 


c perciò  sarà 


1393  4 202  , 

216 ® 36®' 

-il  c 49 

S-j— 6 , S_2— 36,  S-s- 


251 


216 

231 

216 


TX 


, S-r- 


1393 

"1296’ 


come  fu  trovalo  precedentemente. 
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503.  Teorema  II.  Ogni  funzione  razionale  simmetrica  delle 
radici  di  un’  equazione  può  essere  espressa  razionalmente  da’  coef- 
ficienti della  stessa  equazione. 

Cerchiamo  in  primo  luogo  di  calcolare  la  funzione  doppia  S(aBàp). 
A (ale  oggetto  moltiplichiamo  tra  loro  le  due  funzioni  semplici 

S*=aB+6"+eB+dn+. . . 
S/=ap+àp+cp+dp+.  • • 

il  prodotto  sarà  composto  da  due  specie  di  termini,  da  quelli  cioè 
della  forma  aB+p  e da  quelli  della  forma  anbp.  Ora  la  somma  dei 
primi  è rappresentata  do  Sn+p,  e quella  de' secondi  da  S(aB6p), 
dunque  si  avrà 

S»xSJ)=S»+p-t-S(«nòp) , 

c perciò  sarà 

(7)  S(a"6pj=S„xSjl — Sn+p. 

Così  nell’equazione  dell’esempio  precedente 
xl — 6ar*-f- 1 1 x — 6 = 0 

per  calcolare  la  funzione  doppia  S (aV)  faremo  nella  (7)  n=3,  e p=2, 
e verrà 

S(a*6*)=S,xS, — S,. 

Ed  avendo  qui  avanti  trovato  S,=  14,  S,=36,  ed  S,=276,  sarà 
perciò 

S(a’à*)=36x  14— 276  = 228. 

Questo  risultamento  può  essere  facilmente  verificato , dacché  es- 
sendo le  rodici  della  proposta  1,2,3,  queste  prese  a due  a due, 
danno  le  sei  disposizioni  (n.  300) 

1.2+1.34-2.3+2.1+3.1+3.2, 

ed  in  ogni  termine  dando  al  primo  fattore  l'esponente  3 , ed  al 
secondo  2 , verrà 

S(a’6*)=l‘ . 2*+ls . 3*+2’ . 3*+2‘ . l*+3* . l*+3*.  2*= 
1.4+1.9+8.9+8.1+27.1+27.4=4+9+72+27+108=228. 

Sia  ora  da  calcolarsi  la  funzione  tripla  S(a*6pc?).  Moltiplicando 
I'  una  per  I'  altra  le  due  funzioni 

S(aB6p)=aB6p+a"cp+aBdp+òBcp+6Bdp+cBdp+. . . 
S?=a«+6«+c»+d»+. . . 

il  prodotto  dovrà  contenere  tre  specie  di  termini , cioè , 1.*  i 
termini  composti  da  due  lettere  con  gli  esponenti  n+y  e p , e 
quindi  della  forma  aB+_E6p,  la  cui  somma  è espressa  da  S(aB+»6p); 
2.°  i termini  composti  anche  da  due  lettere  con  gli  esponenti  p+q, 
ed  n , e perciò  della  forma  aP-rib"  la  cui  somma  è denotata  da 
S(ap+?6";  ; 3.*  ed  in  fine  i termini  composti  di  tre  lettere  della 
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forma  aHbpcq  la  somma  de’ quali  è rappresentata  da  S(anbpcq).  Dunque 
dovrà  essere 

S(aB6P)xSs=S(a»+?6P)+S(or-n6")-t-S(a"6Pc») , 
e perciò  sarà 

S;«nàPc«j=S(oB6P) . S?— S(«"-HfeP)— S(ap+rt"). 

Ma  essendo  per  la  forinola  (7) 

S(a"èp)=SnxSp — Sn+p  > 

S(a*+»6J,)=Sn-)-JxSp — Sb+p+j  , 

S(aP+?òB)=  S„+,xSB— Sn-t-p+, , 

sostituendo  sarà 

(8]  S(a  bpc1)=Sn.$f.Sq  Sn+p-S? — SB+9.Sp — Sp4^.Sn-t-2Sn-j-p+i. 

Cosi  volendo  calcolare  la  funzione  S(a’6,c)  delle  radici  dell'equa- 
zione x* — 6x‘+llx — 6 = 0,  faremo  n=3  , p= 2,  9=1,  e la 
formula  precedente  darà 

S(a’6*c)=S, . S, . S-S; . S-S, . S,— S, . S.-4-2 . S£ . 

Ed  avendo  qui  innanzi  trovato 

S,=6 , Sa=14 , S,=36,  S,=98,  S,=276 , ed  S,=794 , 
sostituendo  , verrà 

S(oVe)=36. 14. 6— -276. 6— 98. 14— 36. 36-t-2. 798=288. 

Similmente  si  procederà  per  calcolare  le  funzioni  simmetriche  i cui 
termini  sien  composti  da  un  maggior  numero  di  lettere. 

504.  Quando  alcuni  tra  gli  esponenti  sono  eguali,  alle  formole  (7) 
ed  (8)  dovrà  farsi  qualche  modificazione.  In  fatti  per  comporre 
la  funzione  S(a"6p)  si  dovranno  formare  tulle  le  disposizioni  delle 
m radici  prese  a due  a due , e poi  in  ogni  disposizione  mettere 
l’esponente  n alla  prima  lettera,  e l’esponente  p alla  seconda;  si 
avranno  cosi  m(m — 1)  termini  tutti  diversi.  Ma  se  n è eguale  a 
p , allora  questi  termini  sono  eguali  a due  a due  ; poiché  due  ter- 
mini aHbp , e bnap , per  esempio , che  sono  diversi  quando  n è 
diversa  da  p,  diventano  eguali  nel  caso  di  n=p.  Onde  la  fun- 
zione S(a"6p)  diventa  2S(a"6")  quando  si  ha  n=p,  ed  in  tal  caso 
la  forinola  (7)  darà 

(9)  S(aBàn)=  t(S„* — S,„). 

Del  pari  la  funzione  S(aBòpc*)  nel  caso  di  n=p  diventa  2S(a*6Bc,J, 
e perciò  la  formola  (8)  si  cambia  in 

S(a"6Bc*j=  y(SB".Sg — SÌB . S5-2S.+, . S.-+2S**,). 

In  fine  se  si  ha  n=p—q  la  funzione  Sia"6pc,j  diventa  6S(a"6"c*), 
dacché  i termini  differenti 

anbpci-hancpb'+cnapb,i+cnbpa,i+dHcpa,<-+-bnapc'’ , 
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per  esempio,  diventano  eguali,  e la  loro  somma  si  riduce  a 6«*6,<c*. 
Dunque  in  tal  caso  la  formola  (8)  diventa 

(10)  (S  aW)=  l (S,*-  3S*,.  S„+-  2S3„). 

Da  ciò  si  vede  che  se  il  numero  degli  esponenti  eguali  si  dinoti* 
con  r,  il  valore  che  ha  la  funzione  in  questo  caso  particolare  è 
quanto  quello  che  ha  nella  formola  generale,  diviso  per  1.2.3..  .r. 

Dell'eliminazione  e del  grado  dell’equazione  finale. 

505.  Le  funzioni  simmetriche  delle  radici  di  un'equazione  offro- 
no un  procedimento  particolare  di  eliminazione , il  quale  se  da 
una  parte  ha  l'inconveniente  di  condurre  ad  un  calcolo  prolisso, 
dall'altro  ha  il  vantaggio  di  somministrare  l’equazione  finale  libera 
da  ogni  radice  estranea,  e di  dare  un  limite  del  grado  a cui  questa 
equazione  può  elevarsi. 

Sieno 

F(x)=xm-+-AIxm-1  + A,x,,‘-*-4-. . ,Am— ix-t-Am=0 
f(x)=xn-{- B,*"-*  . . B„_,x-+-Bn  =0, 

due  equazioni  tra  due  incognite  x ed  y , la  prima  del  grado  m , 
e la  seconda  del  grado  n;  e nelle  quali  ogni  coefficiente  sia  una 
funzione  di  y,  il  cui  grado  non  ecceda  l’indice  dello  stesso  coef- 
ficiente. Supponiamo  che  siesi  risoluta  la  prima  equazione  rispetto 
ad  x , e sieno  a,  6,  c...l  le  Sue  m radici,  le  quali  evidente- 
mente saranno  funzioni  di  y,  sarà: 

¥(x)=(x—  a)(x — b)(x — c). . .(x — l) , 

e perciò  al  sistema  delle  due  equazioni  proposte  si  potranno  sosti- 
tuire gli  m sistemi 


x — a=0  ) 

x — 6=0  ) 

x — c=0  ■! 

. . . x — 1=0  \ 

ì? 

II 

o 

f[x}—0  l 

/(*)= « > 

f[x)= 0.  1 

Or  se  in  ciascuno  di  questi  sistemi  si  prende  dalla  prima  equa- 
zione il  valore  di  x e si  mette  nella  seconda,  si  avrà  l'equazione 
finale  in  y,  particolare  per  ciascun  sistema.  In  conseguenza  molti- 
plicando tra  loro  queste  m parziali  equazioni  finali,  si  dovrà  ot- 
tenere quella  delle  due  equazioni  proposte  F(x)  = 0 e f(x)  = 0. 
Dunque  questa  equazione  finale  sarà  espressa  da 

(11)  f(a) . fb) . f c) ....  /(J)=0 . . . . 

E poiché  il  primo  membro  di  questa  equazione  non  cambia  di 
valore  comunque  si  permuti  l'ordine  de' suoi  fattori,  ovvero  quello 
delle  radici  a,  6,  c. ../,  perciò  questo  primo  membro  sarà  una 
funzione  simmetrica  di  queste  radici,  e quindi  potrà  essere  espresso 
razionalmente  da’coetficicnti  A,,  A,,  A,...AOT  dell'equazione  F(x)=0. 
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Esempio.  Sia  da  eliminarsi  l' incognita  x tra  le  due  equazioni 
F (x)=3x*+ 3yx+y' — 7=0 
f[x)=x' — 7x-h7=0. 

Sieno  o,  e 6 i due  valori  di  x ricavati  dalla  prima,  l'equazione 
tinaie  (11)  sarà 

(a* — 7 a -t-7)  (6* — 76  -+-7)=0, 

ossia 

(12)  a,6,-t-7(a'+ò’)— 1 7a6(a*+6’)+49ai>— 49(<n-à)+-49=0, 
Ma  essendo  a e 6 le  due  radici  dell'equazione 
3x*-t-3j/x-f-y* — 7=0 , 

u« 7 

ossia  a^-l-yx-t-2-» — =0  , 

u 

sarà  (>t.  i6i) 

7 

a-M>=— y,  ed  ab—  3 -, 

laonde  sarà 


a'+b'={a +b)‘—2a  b=yt—  ^ , 

a'+b'—^a+b)' — 3a6(a-i-6)=— y*-t-y(y* — 7)=— 7y  , 

Con  la  sostituzione  di  questi  valori,  l’equazione  (12)  dà 
fc!r_49y_7(^  • ^ + i%^Il+49y4-49=0, 


che  sviluppata  e ridotta,  diventa 

yf — 42y*-+-44 1 y* — 49 =0 

e questa  sarà  la  cercata  equazione  finale  (n.  592). 


306.  Teorema  111.  Se  ira  due  equazioni  a dite  incognite  si  eli- 
mina una  delle  incognite  , il  grado  dell  equazione  finale  non  può 
eccedere  il  prodotto  de’ gradi  delle  due  equazioni. 

In  fatti  il  primo  membro  dell'equazione  (11)  è il  prodotto  degli 
m fattori  f[a) , /v6) , f[c). . .f(l),  c perciò  questo  prodotto  sarà  for- 
mato dalla  somma  di  quelli  che  si  hanno  prendendo  in  tutti  i modi 
possibili  un  termine  di  ciascun  fattore  c moltiplicandoli  tra  loro 
(».  307).  Dunque  se  dinotiamo  questi  termini  con 

Hj,an— * , Hsbn~(J , Hycn— y , ecc. 
il  termine  corrispondente  del  prodotto  totale  sarà 

Il/"*xH/'f>xHrrr. . .=(H,H3Hy . . .)  (an— *6"— |3en-Sy. . .). 
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E siccome  il  primo  membro  dell'equazione  (11)  è una  funzione 

simmetrica  delle  radici  a , b , c...  perciò  il  coefficiente 

dovrà  moltiplicare  la  somma  di  tutti  i termini  della  funzione 

S(on— 16n—^cn-y. . .)•  Dunque  per  dimostrare  il  teorema  enunciato 
basta  far  vedere  che  il  grado  che  ha  y nel  prodotto 

(HfcHpHy. . .)S(an-“6n— ^cn—r. . .) 
non  può  eccedere  mn, 

A tale  oggetto  si  fa  osservare  che  siccome  il  grado  che  ha  y in  H, 
non  può  eccedere  <*,  in  non  può  eccedere  P,  in  Hy  non  può  ec- 
cedere 7 ecc. , cosi  il  grado  che  avrà  nel  prodotto 

HjXHjjXHy. . . 

non  potrà  eccedere  la  somma  «-t-P-MH-.  • • 

In  oltre  dalle  stabilite  equozioni  (4)  e (5)  che  danno  i valori  di 
S, , S, , S, , ecc.  si  vede  chiaramente  che  y non  può  eccedere  il 
primo  grado  in  S, , nò  il  secondo  in  St,  nè  il  terzo  inS,.  ed  in 
generale  non  può  eccedere  il  grado  p in  S,.  Dunque  il  grado  che 
potrà  avere  y nel  prodotto 

a'*'®*— y ‘ ■ * 

non  può  eccedere 

n — «-t-n — (3-f-n — y-h.. . , ossia  mn — [a+p+y. . .) 

e in  conseguenza  delle  formole  (7)  ed  (8)  che  danno  le  funzioni 
doppie,  triple  ecc.,  il  grado  di  y nella  funzione 

S(an~*&n~*Jcn_y. . .) 

nò  anche  potrà  eccedere  mn — («-f-(3-t-7. . .).  Dunque  complessiva- 
mente il  grado  di  y nel  termine 

non  potrà  eccedere 

*+P+y  4-...-t-mn — («-H3-t-7-+- . . .),  ossia  mn. 

Il  Sig.  Poissom  ha  estesa  questa  dimostrazione  anche  al  caso 
che  tra  m equazioni  ad  m incognite  si  eliminassero  m — 1 inco- 
gnite ( Giornale  della  Scuola  Bolilecnica  fascicolo  XI,  pag.  199). 


Lez.  di  Alg. 
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LEZIONE  XXXI. 


Nozioni  generali  sulle  serie,  e caratteri  che  assicurano 
la  loro  convergenza. 

~f"  507.  Si  chiama  serie  l'aggregato  di  un  numero  illimitato  di  ter- 
mini che  si  deducono  gli  uni  dagli  altri  con  una  legge  determinala. 

Si  dice  termine  generale  di  una  serie  un’espressione  che  fa  tro- 
vare un  termine  qualunque  senza  il  soccorso  de' termini  precedenti. 

Una  serie  si  dice  convergente  quando  la  somma  di  più  termini 
successivi  si  approssima  sempre  più  ad  un  limite  fisso  a misura 
che  si  consideri  un  maggior  numero  di  termini , di  modo  che  la 
differenza  può  rendersi  tanto  piccola  quanto  si  voglia. 

La  serie  si  dice  divergente  quando  la  somma  di  più  termini  suc- 
cessivi non  converge  verso  alcun  limite  fisso. 

Il  limite  fisso  verso  il  quale  tende  la  somma  di  più  termini  suc- 
cessivi di  una  serie  convergente  è il  valore  o la  somma  della  serie. 
Quindi  una  serie  divergente  non  ha  somma  e non  può  essere  per 
conseguenza  di  nessuna  utilità  nell'analisi. 

Una  progressione  geometrica  decrescente  è una  serie  conver- 
gente ; e di  fatti  sappiamo  ( n.  23ò  ) che  nella  progressione  per 
quoziente 

Ha  : aq  : aq ' : aq' . . .aqn  : cc. 

quando  la  ragione  q è minore  dell'unità,  la  somma  de’ suoi  ter- 


mini converge  indefinitamente  verso  il  limile 
mite  è precisamente  la  somma  della  serie. 


i — q 


, e questo  li- 


/rt  ' 

(•  X. 


508. 


nell’analisi 


Siccome  le  serie  convergenti  sono  le  sole  che  s’impiegano 
lisivcosl  è interessante  conoscere  i caratteri  che  stabili- 


scano  la  loro  convergenza;  e prima  di  tutto  faremo  osservare  che 
»•*  Una  serie  può  avere  i termini  decrescenti  indefinitamente  senza  che 

- /t$* tsT*  i 


sia  convergente.  In  fatti  consideriamo  la  serie 
1111 
1‘4_àH~3‘4_5H_5"4-*  * * 

1 

il  cui  termine  generale  - tende  verso  zero.  Se  prendiamo  il  terzo 

ed  il  quarto  termine,  avremo  e siccome  cosi  sarà 

1 U 1 1 .1  i^l 

3 + 4>4  + 4’  C,0è  3 + 4>2' 

Del  pari  prendendo  i quattro  termini  seguenti 


1 1 . 1 . 1 


S.Jn  V.,.-  - 7 -r8’7 

trA’  -f - JL+  xi-jr’  ...4 


V#  « é\  c,  t 


.4 

A) 


,f  1 1 1* ‘ ty  • tr»  " ,*4/  m /*•••<•>•  ,fr  J?  .1  4 
/X,  ' JL  -X1  + ì--L..jL.JL.  ...  _ — L 
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si  Ilei 

e perciò  sarà 


ossia 


1^1  1^1  i^l 

5^8*  6^8’  7^8’ 

1 1 1 1.1 , 


8^  8 


1 1 1 1^1 

5-h6  + 7*4"8^>5’ 


Prendendo  similmente  gli  otto  termini  seguenti  si  ha  la  somma 


i i_  j_ , jl  l i _i_  _i_ 

9 ^ 10  + 1 1 + 12  + 13  + 14  + 15  "h  16  ’ 

ed  essendo  in  queste  frazioni  ciascuna  delle  prime  sette  maggiore 

di  sarà  perciò 


1 

9 


1 1 1,1  1 
IÓH"U  + 12-+'I3+Tl 


i.  _I-v 
15  + 16^ 


c cosi  appresso. 

Ora  la  serie  proposta  può  mettersi  sotto  la  forma 


(1^)+(5+j)-‘-(5’tT+4' 


1 

1 

1 

1, 

1 

U 1 

1 

+10H 

rllH 

h12H 

h13H 

hir 

15H 

^ 16/ 

nella  quale  ogni  gruppo  racchiuso  fra  parentesi  è maggiore  di  | , 
onde  la  serie  sarà  composta  di  una  infinità  di  gruppi  ciascuno  mag- 
giore di  e quindi  la  loro  somma  può  addivenire  maggiore  di 

qualunque  quantità  assegnabile.  Dunque  la  serie  ò divergente,  ed 
il  suo  valore  ha  per  limite  l’infinito. 


509.  Sia  una  serie  convergente 

u.+u.-t-u.-t-u.+t^-t-.  • •«»— i-M»n-+-cc. 
e sia  S„  la  somma  de'  primi  n termini , sarà 

Sn=M0-t-M1+Wf+  . . .««-a-HWn-l, 

Or  affinchè  la  proposta  serie  sia  convergente,  come  vuole  la  ipo- 
tesi, ò necessario  che  queste  due  somme  tendano  verso  un  limite 
comune  S,  quando  n cresce  indefinitamente:  onde  ciascuna  di  esse 
differirà  pochissimo  da  S quando  n ò grandissimo , e per  conse- 
guenza la  loro  differenza  dovrà  essere  piccolissima.  Ma  la  diffe-  ^ 
ronza  di  queste  due  somme  ò il  termine  uH  della  serie , dunque 
questo  termine  deve  convergere  verso  zero  quando  » cresce  in- 
definitamente, c perciò  tutti  i termini  consecutivi  ad  un  dovranno 
essere  tanto  piccoli  quanto  si  voglia.  Abbiamo  veduto  per  altro 


ù=llH '"t--  (*>'.- fU*1'  „ 

^ ^ ~ — — ji  fi  ^ * 

7 '■  *“  r Goo,/[e 


clA-'W-l } a 
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che  questa  condizione  non  basta  per  istabilirc  la  convergenza  di 
una  serie. 

Rappresentiamo  con  S»+m  la  somma  de' primi  «4-m  termini  della 
serie , sarà 

& 

Sn'+tn — . . . U*4-n»_  1- 

E poiché  la  serie  si  suppone  convergente;  perciò  le  due  somme 
S„  ed  qualunque  sia  m,  tenderanno  verso  un  limite  comune 

S quando  n cresce  indefinitamente , e quindi  la  loro  differenza 
Sn4-m — S„  tenderà  verso  zero.  Reciprocamente  se  per  un  valore 
qualunque  di  m la  differenza  SB+m— Sn  tende  verso  zero,  quando 
n cresce  indefinitamente,  allora  tutte  le  somme  rappresentate  da  . 
S»H .»  differendo  pochissimo  le  uno  dalle  altre,  quando  n è gran- 
dissimo, dovranno  convergere  verso  un  limite  comune,  e quindi 
la  serie  sarà  convergente.  Dunque:  la  condizione  necessaria  e sufli- 
cienle  affinchè  una  serie  sia  convergente  è che  a partire  da  un 
termine  di  più  in  più  distante  dal  primo,  la  somma  di  un  numero 
qualunque  di  termini  successivi  possa  addivenire  minore  di  qua- 
lunque grandezza  data. 

Nella  serie  9 


^ ^ . f/CtA  «.-*• 

^4  tft*»-  ( •' 


l-W-t-*-*- 


ft  ^ /»*  *■ 


4 n «4-1 


4- 


4- 


4- 


«4-2  * 2»  2n-t-l  ‘ 2n+2 

e''  i termini  vanno  diminuendo  c possono  addivenire  minori  di  qua- 

’ M ^ a . . , • , 1 

. kinque  grandezza  dala  ; ma  siccome  a partire  dal  termine  - la 

A,  fé  *******■•  fi 


-h 


somma  determini 

^ * '4-i 


& 


i 1 

«"^"«4-Ì 


«4-2 


i 

Tn 


è>g  e quindi  non  può  addivenire  minore  di  ogni  quantità  data, 

così  la  serie  non  è convergente , e questo  è di  fatti  quello  che 
qui  ovanti  si  è veduto. ,, 

r 


"f~  810.  Teorema  I.  Una  serie  composta  di  termini  positivi  è di- 
vergente quando  a partire  da  un  certo  termine,  U rapporto  di  un 
termine  al  precedente  è maggiore  dell’  unità  ; e la  serie  sarà  con- 
vergente quando  questo  rapporto  è costantemente  minore  di  un  li- 
mile fisso  K più  piccolo  dell'unità. 

1. *  In  fatti,  quando  a partire  da  un  certo  termine,  il  rap- 
porto di  un  termine  al  precedente  è maggiore  dell’unità,  i ter- 
mini della  serie  andranno  sempre  crescendo , c per  conseguenza 
la  loro  somma  potendo  addivenire  maggiore  di  ogni  grandezza 
data , la  serie  sarà  divergente. 

2. ®  In  secondo  luogo  sia  la  serie 


(1)  U.4-U,4-U,4-M,-f-.  . .U„4-U»+14-CC., 

e supponiamo  clic  a partire  dol  termine  u„  , il  rapporto  di 

"V"  " -V-  - ~ 1.  u •'»’< 


un 


>««  A, 

A: 


2 f-t  v .«1  * 
* fi  *'M1i 


tr  1 1 1 


^ -h 


/* 


uni  luiiumt  y ai  vìi  imi 

- II.  J /•!  ; 1 ■ 4.  .•» 

?l.  X . 

/ x"  1 , 


" ■*  / 

K,  -i 

2 n 4 / 

A,  ' 


ju.tr,'  ir  x i t ..  * fì. 


r’ . »-v  . , , * . • 

<r>  aN  c 


Z * 
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termine  al  precedente  sia  un  numero  K minore  dell'unità  ; sarà 


tta+l 


<K 


Un  + l 
Un+1 


<K 


***+3  _-  ir 


K 

Mn-t-m — 1 

sarà  evidentemente 

u„4-i<Ktv+-i<K’u)1 

Un+3<Ku*4.i<KX 

M»-nn<ClÌ!(«+»i — J<KmUB  • 


Dunquo  a partire  dal  termine  un  sarà 

m„+u„+i4-u»+ì-1-.  . .u»+m<uB+Kun4-K*un-t-. . .K’"hb. 

Ora  essendo  K<1  , il  secondo  membro  di  questa  ineguaglianza 
è una  progressione  geometrica  decrescente,  e quindi  è una  serie 
convergente  ; dunque  con  più  ragione  il  primo  membro  sarà  una 
serie  convergente,  e perciò  anche  la  serie  proposta  sarà  convergente. 

Corollario.  Quando  ò K<1 , se  si  prende  per  la  somma  dello 
serie  (1)  quella  de’primi  n termini,  l’errore  che  si  commette  sarà 
quanto  la  somma  de'  termini  tralasciati , cioè 

n«+w"-*-1-+~UiH-i-+-ec., 

ma  la  somma  di  questi  termini  è minore  di 
Kw„ + K*uB+K’Mn-l-ec . , 
ossia  minore  (n.  235)  di 

2K . 

1— K 


Dunque  sarà  questa  espressione  il  limite  dell’  errore  commesso 
quando  la  somma  della  serie  (1)  si  arresta  al  termine  «n— i. 


511.  Sia  la  serie 

.1.1.  1 1 
1+1  "h  1 . 2_f_  1 .2. 3 +'T7270+  * ' * 

nella  quale  ogni  termine,  a partire  dal  secondo,  è quanto  il  pre- 
cedente diviso  pel  numero  del  posto  che  occupo.  Il  suo  termine 
generale  essendo 

1 

1 .2.3. . .n ’ 
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il  rapporto  di  questo  termine  al  precedente  sarà  - ; e siccome 

fi 

questo  rapporto  ha  per  limite  zero,  quando  n cresce  indefinitamente, 
così  pel  teorema  dimostrato  questa  serie  è convergente. 

Or  siccome  i soli  due  primi  termini  hanno  per  somma  2 , e 
tutti  i seguenti  sono  minori  di 

1,1,1,  1 
2 + 2.2  + 2.2.2'4~2.2.2.2H 

che  formano  una  progressione  geometrica  decrescente  che  ha  per 
limite  l’unità,  cosi  la  somma  di  tutti  i termini  di  questa  serie 
sarà  compresa  tra  2 e 3. 

Questa  somma , che  si  costuma  di  rappresentare  con  la  lettera  e, 
vien  spesso  impiegata  in  tutte  le  parti  elevate  dell'analisi,  ed  il 
suo  valore  è un  numero  incommensurabile.  In  fatti  essendo 'il 
valore  di  e compreso  tra  2 e 3 , è chiaro  che  non  potrà  essere 

un  numero  intero.  Sia,  s’è  possibile,  un  numero  frazionario  — in 

» 

cui  m ed  n sono  due  numeri  interi;  sarà 

»»_,  1 _t  l 1 » i 

n i + 1 ■ 2+"‘iX^+1.2...#(l,+l)+'l  .2. . .n(n4-i)(n+2)"W5C’ 

Moltiplicando  i due  membri  per  1.2.3...n,  il  primo  membro 

diventa  un  numero  intero  ; e nel  secondo  membro  tutti  i primi 

termini,  fino  ad  — -,  diventano  anche  interi;  dunque  affinché 

l’equazione  possa  sussistere  è necessario  che  tutti  i termini  seguenti 
del  prodotto  sieno  interi.  Ma  la  somma  de' termini 

1 1 . 1 

1 .2. . . (n-|-l) + 1 .2. . . (n-f-2)+ 1 .2. . . (n-t-3)  + CC‘  ’ 
moltiplicata  per  1.2.3..*»  dà  per  prodotto 
11  1 
n+1  + (»+l)(»+2) + (n-|-l}{n-i-2)(nH-3)  + ’ 

dunque  questo  prodotto  dovrà  essere  un  numero  intero , il  che  è 
impossibile , dacché  esso  è minore  di 
111 
»+l  + (n+i)*+  fi+W  + CC'  ’ 

eli’ è una  progressione  geometrica  decrescente  la  cui  somma  o 

limite  è -• 
n 

Dunque  è impossibile  che  il  valore  di  e possa  essere  espresso 
da  una  frazione  razionale  — • 

n 

Per  determinare  il  valore  approssimalo  di  e addizioniamo  i 
primi  n termini  della  serie:  è chiaro  che  l’errore  che  si  com* 
mette  è quanto  la  somma  de'  termini  rimanenti  ; cioè  è quanto 
1 1 1 
i.2...(r»-l)n  + 1.2...(n— ÌJ^H-I)4- 1.2...(«— l)»(»»+i)('H-2)‘+’ 

n 
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die  si  riduce  ad 


/I 


1.2. ..(n — 1)  n n(n-|-l)  "r"  n(n-t-l)(»+2) 

Ma  essendo  la  quantità  racchiusa  tra  parentesi  minore  di 

1 1.1 


-+- 


1 


4-  ec. J 


n ' n.n~*~  n.n.n 


•ec.. 


eh'  è una  progressione  geometrica  decrescente , la  cui  somma  ha 
per  limite  cosi  è chiaro  che  questo  errore  sarà  minóre  di 

1 1 _ 1 

1.2...  (m-M ) ' n—1  1.2. . .(n — 1)*  * 

Prendendo,  per  esempio,  i primi  tredici  termini  della  serie,  si 
farà  un  errore  minore  di 


1 1 

1.2.3.4.5.6.7.8.9.10.11.12*- 56Ì8019200 


=0,000000000177,  "T 


e per  conseguenza  il  valore  di  e che  si  ottiene  prendendo  i primi 
tredici  termini  della  serie , sarà  esatto  Ano  alla  nona  cifra  deci- 
male. Ora  addizionando  i primi  13  termini  si  trova 


l.°  ter. 

1 

2.° 

1 

3." 

0,5 

4.° 

0,16606666667 

5.° 

0,04166666667 

6.” 

0,00833333333 

7.» 

0,00138888889 

8.° 

0,00019841268 

9.» 

0,00002480158 

10." 

0,00000275562 

11.» 

0,00000027556 

12." 

0,00000002505 

13.» 

0,00000000209 

Somma  2,7182818281*. 


Dunque  il  valore  di  e con  nove  cifre  decimali  esatte  sarà 
e=2, 718281828, 

e questo  valore,  come  dicemmo  al  num.  256,  è la  base  de’ loga- 
ritmi del  sistema  neperiano. 

Per  ricordarsi  di  questo  valore  basta  fare  il  cubo  di  3 ch’ò  27, 
e scrivere  appresso  due  volte  di  seguito  1828,  si  ha  cosi  2718281828, 
nel  quale  distaccando  la  prima  cifra  a sinistra,  verrà  2,718281828 
eh’ è il  valore  di  e.  w 
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512.  Teorema  li.  Se  i termini  di  una  serie  vanno  continua - 
mente  decrescendo , e sono  alternativamente  positivi  e negativi,  la 
serie  sarà  convergente. 

Sia  la  serie 


(2)  «,H ec. 

i cui  termini  sieno  alternativamente  positivi  e negativi  e che  de- 
crescano indefinitamente , cioè  che  possano  addivenire  minori  di 
ogni  grandezza  data. 

Se  prendiamo  la  somma  di  tutti  i termini  che  seguono  ì, 
e rappresentiamo  con  S questa  somma  , sarà 

S=±  U^Un+liU^rpUn+j ± eC. 
ossia  S=±(un— M*+t-4-un+»— ti»+3-|-ec.) 

Or  questa  somma  può  mettersi  sotto  queste  due  forme 

S=±[(u„ Un+l)-t-(u«4-S UB_H3)-t-eC.] 

S L [u„ — (Uit4-i — Wn-^s- — (tr«-+3 — :U(,+4) CC . ] , 

e poiché  i termini  vanno  decrescendo , le  quantità  tra  parentesi 
saranno  tutte  positive , onde  a causa  della  prima  forma  sarà  S 
del  segno  di  ±m„,  cioè  sarà  positiva  se  n è pari  e negativa  se 
n è impari.  Ed  a causa  della  seconda  forma  si  vede  che  il  valore 
assoluto  di  S è minore  di  , perchè  è quanto  u„  diminuito  di 
più  quantità  positive.  Ma  il  valore  di  u„ , impiccolendosi  sempre 
più  a misura  che  si  aumenta  il  valore  di  n,  può  addivenire  mi- 
nore di  ogni  quantità  data,  dunque  la  somma  S convergerà  verso 
zero,  e perciò  la  serie  è convergente. ( b'jofj 

Se  per  avere  un  valore  approssimato  della  serie  (2)  si  prende 
la  somma  de'  primi  n — 1 termini,  l'errore  che  si  commette  sarà 
quanto  la  somma  de'  termini  rimanenti  ; cioè  sarà  quanto  S.  Ma 
si  è veduto  che  S 6 minore  di  dunque  l’errore  che  si  com- 
mette sarà  minore  di  vale  a dire  che  nel  prendere  il  valore 
approssimalo  di  una  serie  convergente  i cui  termini  sono  alterna- 
tivamente positivi  e negativi,  il  limite  dell'errore  che  si  commette 
è guanto  il  primo  de’  termini  tralasciali. 

Cosi  per  avere  un  valore  approssimato  della  serie 

1 1 . * 1 

O 17573  1.2. 3. 4 ec" 

si  prende  la  somma  de'  primi  nove  termini,  si  farà  un  errore  mi- 
nore del  decimo  termine , cioè  minore  di 

iTa73  i 77Iì=°  ' 00000002 . 

e quindi  si  avrà  il  valore  della  serie  con  sette  cifre  decimali  esatte. 

Se  poi  la  serie  è composta  di  termini  tutti  positivi , l' errore 
che  si  commette  prendendone  un  valore  approssimato , non  può 
altrimenti  valutarsi  che  paragonando  la  proposta  serie  8d  una  pro- 
gressione geometrica  decrescente  ; e quando  si  è verificato  che  a 
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partire  da  un  dato  termine,  si  nella  serie  che  nella  progressione, 
i termini  seguenti  della  serie  decrescono  più  rapidamente  di  quelli 
della  progressione , allora  è certo  che  il  limite  dell’  errore  com- 
messo, ossia  il  limite  della  somma  de'  termini  tralasciati  è minore 
di  quello  de’  termini  tralasciati  nella  progressione. 

Così  supponiamo  che 

Ha,  a,  : a,  ::  a,. . .a*— t : an  : a„+i  : ec. , 

sia  la  progressione  geometrica  i cui  termini  decrescono  più  lenta- 
mente di  quelli  della  serie , e supponiamo  che  per  avere  un  va- 
lore approssimato  della  serie  si  sia  presa  la  somma  de’  primi  n — 1 
termini , in  tal  caso  il  limite  dell’  errore  che  si  commette  sarà 
minore  di  quello  della  somma 


a„-t-a»+i  -t-cc. 

de’ termini  della  progressione,  che  seguono  il  termine  (n — 1 )«<*».  ^/»  ? f C j 

Onde  indicando  con  - la  ragione  de’  termini  della  progressione  , 
sarà  (n.  556) 

Pnn 


P— 1 


questo  limite,  e per  conseguenza  l’errore  che  si  commette  pren- 
dendo quel  valore  approssimato  della  serie  sarà  minore  di 


ran 
/>— 1 


Per  esempio,  nella  serie 


X X X 

1 _i__  4-  1 

^ 1M. 2 1.2.3 


’ 1.2.3. 


-f-ec. 


se  si  parte  da  un  termine  tale  che  sia  , è certo  che 

i termini  della  serie 


1.2.3...»  + 1.2.3...n(n+l)^1.2.3...nfn+l)(n+2)' 
a:"-*-3 

1.2.3. . . n(n— f— 1 ) (n— (— 2; (n— J-^3) 

decrescono  con  maggiore  rapidità  di  quelli  della  progressione  geo- 

. x 

metrica,  che  ha  lo  stesso  primo  termine,  e per  ragione  . 
ossia  della  progressione 

xn  X"*~*  ,T*+ 3 

OX^  + 1.2.3...fl(n4-l)'+'i-2.3...n(»+ir'+'l.2.3...n(fl-t-l)>'+'eC’ 
Dunque  se  per  avere  un  valore  approssimuto  della  serie  si  prende 
la  somma  de’ primi  n termini , cioè  dal  primo  termine  1 fino  al 

termine  tt,  l’errore  che  si  commette  sarà  minore  del 

1 . O.  • « 1/ 

Ltz.  di  Alg.  :‘9 


x»+s 


ec. 
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limite  della  somma  di  questa  progressione.  Quindi  nell’espressione 


P°H 

p—i 

SCn 

facendo  a ==  . n „ , c 

1.2.3. . .n 

onde  p = * , questo  limite  sarà 


1 x 

p~n+i 


/n+H 

1 .2.3..  t»\  X / (n-t-l)x11 

n+l j 1.2.3. . .n(n+l — x j ’ 


e perciò  l’errore  commesso  sul  valore  approssimato  della  serie  sarà 
minore  di  questo  limite,  yt. 


LEZIONE  XXXII. 

Metodo  de'coefficienti  indeterminati.  Dimostrazione  della  forinola 
del  binomio  per  qualunque  esponente  razionale. 


513.  Quando  si  vuol  trovare  un  polinomio  , ordinato  secondo 
le  potenze  di  una  lettera  , che  soddisfi  a certe  date  condizioni , 
il  metodo  più  semplice  ed  anche  più  naturale  è quello  di  scrivere 
il  polinomio  lasciando  indeterminati  i coefficienti  di  quella  lettera; 
indi  esprimendo  che  le  proposte  condizioni  sieno  verificate,  si  ot- 
tengono delle  equazioni  nelle  quali  entrano  que’ coefficienti  come 
incognite,  e che  ne  fanno  determinare  i valori. 

Questo  metodo , fecondo  di  bellissimi  risultamenti,  e di  cui  si 
fa  un  grandissimo  uso , poggia  sul  seguente  teorema. 

Teorema.  Affinchè  un’equazione  della  (orma 

(1)  A-t-Bx4-Cx’1-l-Dx,-f-. . . .=A'-{-B'x-t-C'x*-t-D'x,4-.. . 

sia  verificata  per  qualunque  valore  che  si  assegni  ad  x,  è neces- 
sario che  i coefficienti  della  slessa  potenza  di  x ne' due  membri  sieno 
eguali. 

In  fatti  essendo  questi  coefficienti  indipendenti  da  x , i loro 
valori  sono  sempre  gli  stessi , qualunque  sia  quello  che  si  attri- 
buisca ad  x;  e perciò  se  si  determinano  questi  coefficienti  per  un 
caso  particolare  di  x,  questi  valori  saranno  anche  quelli  che  avranno 
quando  si  assegnerà  ad  x qualunque  altro  valore.  Or  facendo  nel- 
la (1)  x=0,  si  ha  A=A',  e l’equazione  divisa  per  x diventa 

B-+-Cx+-Dx“-t-. . . .=:B’-+-C’x-^-D,x’-t- . . . 

Facendo  di  nuovo  x=0 , si  ottiene  B=B',  e questa  equazione 
divisa  per  x si  riduce  a 

C+Dx-h.  . . .=C'-HD'x-t-. . . 
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Facendo  di  nuovo  x=0,  si  ha  C=C',  e cosi  proseguendo.  Dun- 
que sarà 

A=A'  , B=B'  , C=C'  , D=D'f  ec. 

il  che  dimostra  il  teorema  enuncialo. 

Applichiamo  questo  teorema  ad  alcuni  esempi. 

Esempio  4°  Trovare  la  condizione  necessaria  affinchè  l’equazio- 
ne x'-\-px  + q = 0 abbia  due  radici  eguali.  Sia  a una  di  queste 
radici  eguali;  sarà  il  primo  membro  dell’ equazione  divisibile  per 
( x — a)*,  ossia  per  x * — 2 «£4-a\  Dinotiamo  con  x+b  il  quozien- 
te ; sarà 

x'-i-px-{-q={x* — 2ax+a*)  (x-j-6) , 
ossia  x,-{-px+q==x,+(b — 2a)x*+(a* — 2ab)x+a'b  , 

e quindi  pel  teorema  precedente,  identificando  i coefficienti,  do- 
vrà essere 

6 — 2a=0  , o* — 2 ab—p  , a*b=q. 

Dalla  prima  di  queste  equazioni  si  ha  6=2a , che  messo  nelle 
altre  due  dà 

a” — 4a*=p  , 2 a’=q 

dalle  quali  si  ricava 

1 , 1 , 

gP—  — a . 2q=za  ’ 


e facendo  il  cubo  della  prima,  ed  il  quadrato  della  seconda,  si  ha 


le  quali  addizionate  danno 


1 , t , . 

27P’+49’=0, 


ossia  4p*-+-27g’=0 , 

e questa  sarà  la  condizione  che  deve  aver  luogo  affinchè  la  pro- 
posta equazione  abbia  due  radici  eguali , come  per  altra  strada 
trovammo  al  numero  491. 

Estmpio  2."  Trovare  Io  sviluppo  in  serie  della  quantità 

Siccome  questa  espressione  diventa  l’unità  quando  si  fa  x=0  , 
cosi  faremo 


* a 

a+bx 


l-t-Ax4-Bx’-l-Cxs-f-Dx4-l-ec. 


e perciò  sarà 

a=(a4-èx)(i-+-Ax-t-Bx,-+-Cx’-v-Dx4-f-ec.) 

n_  •„  a—a  + Au  x-f-Ba  x’+Ca  x*-t-Da  x4H-cc. 

0SM8  ài  Aòj  Bè,  Cài 
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Onde  pel  teorema  precedente  dovrà  essere 

Aa-t-6=0  , B«-4-Afc=0  , Ca-+-B6=0  . Da+Cé=0  , ec. 
e perciò  sarà 


e quindi  lo  sviluppo  cercalo  sarà 
a 


a-{-bx 


, b ò*  , b‘,b*. 

1 XH rX ;X  H 7X* eC. 

a a*  a’  a* 


Esempio  5 9 Determinare  lo  sviluppo  in  serie  di  |/l-+-x. 
Siccome  l’espressione  l/l+x  diventa  1 , quando  si  fa  x=0 
così  nello  sviluppo  di  questo  radicale  la  parte  indipendente  da  x 
dev'essere  l'unità,  e perciò  faremo 


1/  l+x=H-Ax-t-Bx,>-t-Cx5-i-Dx4-+-Ex!,-t-ec. 
Elevando  i due  membri  a quadrato,  si  ha 


l-f-x=  1 -i-2Ax-+-  A* 

x*+2AB 

x’-+-B2 

x*-)-2AD 

2B 

2C 

2AC 

2BC 

2D 

2E 

Onde  sarà 


2A=1  , A“-t-2B=0  , 2AB+2C=0  , 
B1-+-2AC-h2D=0 , 2AD-t-2BCH-2E=0 
dalle  quali  successivamente  si  ricava 

X — i jj — 1 C=—  D — '*  E — 

a — 2,  u—  8,  16  . u—  128  » *— 256  ’ 

e quindi  lo  sviluppo  cercato  sarà 

. . x x*.  x’  5x*  , 7x* 

!/l+x=  14-^— T ■+■  i0— iàg  -t-256- ec- 


Dimostrazione  della  forinola  del  binomio  per  un  esponente 
qualunque  razionale. 

514.  Per  far  vedere  sempre  più  la  fecondità  del  metodo  dei 
coefficienti  indeterminati,  ne  faremo  un’applicazione  per  dimostrare 
la  forinola  del  binomio  per  un  esponente  razionale  qualunque. 

Supponiamo  in  primo  luogo  che  l’ esponente  sia  un  numero  po- 
sitivo - , il  quale  diventa  intero  quando  si  fa  q — 1:  si  tratta  di 

p 

trovare  lo  sviluppo  di  (x-t-a)''.  Or  questa  espressione  può  met- 

p 

?/  a i 

tersi  sotto  la  forma  x^l-H-)  , e facendo  per  maggior  scmpli- 
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a /as- 

cila -=y , sarà  (l  +-j  = (1 -+-*/)’.  Onde  per  ottenere  Io  svi- 

p E 

luppo  di  (x-ha.y  basta  trovar  quello  di  (lH-y)’»  poi  rimettere 

E 

in  luogo  di  y,  e moltiplicarlo  per  xq. 

p 

Or  siccome  l’espressione  diventa  1,  quando  si  fa  y=0, 

così  nello  sviluppo  di  questa  espressione  la  parte  indipendente  da  y 
dovrà  essere  l’unità,  e perciò  faremo 

(1)  (l  -hy)?=l-hPy+-Qy,-t-Ry,+Sy4+Ty!’-t-  oc. 

In  questo  sviluppo  l’esponente  che  ha  y in  ciascun  termine  è 
quanto  il  numero  de’ termini  precedenti,  dunque  se  dinotiamo 
con  AyB— '-t-By*  due  termini  qualunque  successivi,  è chiaro  che 
il  primo  sarà  preceduto  da  n — 1 termini,  c quindi  si  occuperà  il 
posto  n<,,,mo;  ed  il  secondo  sarà  preceduto  da  n termini  c perciò 
occuperà  il  posto  , e ciò  perchè  l’ esponente  che  ha  y 

nel  primo  di  questi  due  termini  è n — 1,  e quello  che  ha  nel  se- 
condo è n.  E siccome  per  la  nostra  dimostrazione  non  interessano 
nè  i termini  precedenti  a questi  due,  nè  i seguenti , così  mette- 
remo l’equazione  (1)  sotto  la  forma 

p 

(2)  (l-t-y)»=. . .-+-Ayn-,+ByB-+-. . . 

Cambiando  la  y in  z , si  ottiene 

p 

(1-K*)«=. . . -4-ArB-!-+-B2“-f- . . . 
che  sottratta  dalla  precedente  dà 

p p 

(3)  (l+y)’ — (l-t-s)’=...-+-A(y"— 1 — 3*-,)-4-B(yn-1 — z*)-t-... 
Ciò  posto  , facciamo 

(l-+-y)’=u.  ed  (l-+-z)’=e: 

elevando  ciascun  membro  di  queste  due  eguaglianze  una  volta  alla 
potenza  p , ed  un’  altra  volta  alla  potenza  q , verrà 

p p 

(4)  • (l-t-y)»=uP  ed  (l-*-z)?=t>» 

(5)  u»=(i-t-y)  c t)«=(l-fs) 

e queste  due  ultime  sottratte  danno 

(6)  uq—vq=y — 2. 

p 

Or  nel  primo  membro  della  (3)  mettendo  in  luogo  di  (1-t-y)’,  e 

p 

di  (1-1- Zy*  i loro  valori  up  c t>p , si  ottiene 

u? — vp=. . , -+-A(y"_1 — n_,)-t-B(y“— z)-i- . . . 
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che  divisa  in  corrispondenza  con  i due  membri  della  (6)  dà 
rf  ■ • -j-A(y»-»— • • 
ti* — o*  y — z 

In  questa  equazione  i termini  del  primo  membro  hanno  per  comune 
divisore  u — 1>  (n.  553)  ; ed  i due  termini  del  secondo  membro 
hanno  per  comune  divisore  y — z:  sopprimendo  questi  divisori,  si  avrà 

up—i  _|_  vup— *4-  *-| vP~l 

ut— *4-  vu'i—* + t-*u7  -3+f’u7— *H vi~l 

. ..A(y"— 3-f-  z’y" — H — z*— *)+(  By  • -\-Zyn—ì-\-Z%tfv—'i-\- . . . »*— l 

e facendo  questa  eguaglianza  y=z,  e per  conseguenza  u=v , 

il  primo  membro  diventa  , ossia  ed  il  secondo  membro 
r qui — * qu< 

diventa  ...-t-(u — l)AyB~®-t-uByB_1-|-- • • onde  sarà 


^=. . .+(» — l)Ay"-J-h«By*-'4-. . . 

E 

Mettendo  nel  primo  membro  in  luogo  di  up  il  suo  valore  (4)  (l-f-»/)* , 
ed  in  luogo  di  u1  il  suo  valore  (5)  1-4-y , si  avrà 

p 

=•  * • +(»»-l)Air-*+nBir-,+  . . . 

I 

nel  primo  membro  della  quale  sostituendo  in  luogo  di  (l-+-y)*  il 
suo  sviluppo  (2),  e liberando  l'equazione  dal  divisore  1-t-y,  si  ottiene 


. Ay"-1-^  By*+. . .=. . 
g 9 


(n — i)Ay*-*-t-nB 
(n — 1)A 

Ed  eguagliando  i coefficienti  de’  termini  che  contengono  y1 


i"— i- 


n—1 


, si  ha 


»B+-(n — 1)A=^A  , 
B=-^ L. 


dalla  quale  si  ricava 
Con  la  sostituzione  di  questo  valore  , lo  sviluppo  (2)  diventa 

(l-+-y)7=. . .-t-AyB— *4--^-— V+- •• 


In  fine  rimettendo  in  luogo  di  y il  suo  valore  ^ e moltiplicando 
E 

di  poi  per  xq , si  ha 

(,+«)L.  ..+Aa-J-+'  ! + . . . 

V 

Da  questo  risultamento  si  vede  che  nello  sviluppo  di  per 
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passare  da  un  termine  dato  al  suo  seguente,  si  deve  moltiplicare 
il  coefficiente  del  termine  dato  per  l'esponente  di  x,  e dividere  il 
prodotto  pel  posto  che  occupa  il  termine  dato;  accrescere  di  una 
unità  l’esponente  di  a e diminuire  di  una  unità  l’esponente  di  x; 
la  quale  regola  coincide  con  quella  del  numero  312  pel  caso  del- 
l’esponente intero  e positivo.  p p 

Or  siccome  nello  sviluppo  di  ( x-ì-a)q  il  primo  termine  è xq  , 
così  con  l’applicazione  dell’esposta  regola  si  ha 


(7)  {x+afq=xq-^ax 


E , t(l-i)  £_j  - s 

— la'r.l 


T2 


1.2.3 


aV 


-ec. 


515.  Supponiamo  ora  che  l’esponente  £ sia  negativo,  e che  si 

_p 

tratti  perciò  di  trovar  lo  sviluppo  di  (x-ha)  q:  si  farà  un  calcolo 
simile  al  precedente,  ed  avuta  l’equazione  (2) 

_p 

(8)  (1+y)  .«= • • 

si  muterà  la  y in  a , e si  avrà 

_P 

(l-+-a)  «==•••  -J-Aa1*— 1-+-Ba',-4-  • • • 
che  tolta  dalla  precedente  darà 

_p  _£ 

(9)  (1+y)  «— (l-t-a)  ’= hA(y*-*— a*-1) -t-B(y“ . 

1 1 

Si  faccia  (l-t-y?=u,  ed  (t-ha)’=i>, 

_E  _E 

sarà  (1+y)  «=u~p  ed  (1-t-a)  q—v~P, 

e sarà  ancora  «?=l4-y  c e*=l4-a, 
onde  si  avrà 

u1 — vq=y — a. 

_p  _ 

Sostituendo  nell’equazione  (9)  in  luogo  di  (1-f-y  * e di  (1+a) 
i loro  valori  u~ p,  e t r—p,  si  ottiene 

u~P—  v~p=-  • ■ +A(y"-1 — an-1)-+-B(y“ — a")-i-  • • ■ 

„i  1 «y— u?  —ttf—vP) 

U P V~P  - J,  ’ 


(10) 


e siccome 

cosi  sarà 

— ìy) , 


uv 


«V 


■ -t-A(yn— * — a"—,)4-B(yn — a")-+-  • 


Ora  i due  membri  di  questa  equazione  divisi  per  i due  mem- 
bri della  (10)  danno 

— (1/— t'C)  ...+A(y"— 1 — a”— 1)-f-B(y” — a")  - • • 


urvr{ui—v<)~ 


y—z 
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E dividendo  i due  termini  del  primo  membro  per  u—v,  ed  i due 
termini  del  secondo  per  y — z,  verrà 

~t<FìF(ur::'+i^ 

. . . A(y"-3-fsy,,-34-3’y"  - . s*^-ì)+B(y"~,+sy"^*+»*i/*~3+. . .s"— . . 

E facendo  in  questa  y =s,  e quindi  «=r,  il  primo  membro 
diventa 

— (pur-1) — p _ u -p~x — p trp 

u'p  q u,-‘  q »’  ’ 

ed  il  secondo  membro  si  riduce  ad 


. . . -t-(n — l)Ay»~a4-nByn-1-t- . . . 
e perciò  la  precedente  equazione  diventa 

^•^=. . . -t-(n — l)Ay’l~1-)-nB!/n-,-t-. . . 

Mettendo  nel  primo  membro  in  luogo  di  u~p  è di  u*  i loro  va- 

_E 

lori  (1-t-y)  ed  1-t-y,  si  ha 
p 


’ •+(n— l)Ay»-i-i-nBy"-,-4*. . . 

_p 

ed  in  questo  mettendo  in  vece  di  (1-t-y)  ’ il  suo  sviluppo  (8),  e 
facendo  sparire  il  divisore  1-t-y,  si  trova 

... — ^Ay"-1 — -By*-f — = — h(n — IjAy*- * -t-nB  y*- ’-t — 

(n — 1)A 

Ed  eguagliando  i coeflìcienti  de’  termini  che  ne’  due  membri  con- 
tengono t/*— 1 , si  avrà 

nB-t-(n — 1A= — - A , 

q 


dalla  quale  si  ricava  B = 
che  sostituito  nella  (8)  dà 


a(— - — »H-l) 

1 J L. 


_£ 


(1-t-y)  —■  • .-t-Ay» 


- . *(-f— *•'). 


Sostituendo  in  questa  equazione  - in  luogo  di  y , e moltiplicando 


i due  membri  per  a;  9,  si  avrà 


_E 

i 


(*-t -a)  =. . . n-Aan 


— a(-p— «+i)  — 

~'x  9 4—^-1 Lanx 
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Or  considerando  che  nel  secondo  membro  il  primo  termine  oc- 

_r 

cupa  il  posto  ne,imo,  si  ricava  che  nello  sviluppo  di  (x+a)  ? per 
passare  da  un  termine  a quello  che  segue  , si  deve  moltiplicare 
il  coefficiente  del  primo  per  l’esponente  di  x,  e dividere  il  pro- 
dotto pel  posto  che  occupa  quel  termine  : ciò  fatto  si  accrescerà 
di  una  unità  l'esponente  di  a , e si  diminuirà  pure  di  una  unità 
l’esponente  di  x. 

Ma  abbiamo  veduto  che  questa  regola  vale  ancora  pel  caso  del- 
l’esponente positivo,  sia  intero  o frazionario,  dunque  la  formola 
del  binomio  è generale,  e l’esposta  regola  è sempre  la  stessa  comun- 
que sia  l’esponente  positivo,  o negativo  ; intero,  o frazionario. 

_p  _v 

Nello  sviluppo  di  (x-f-a)  ’ il  primo  termine  essendo  x ?,  la  re- 
gola esposta  dà 

(x-t-a)  ’= 


-E  _E_,  _£/_£-i\  -E-i  y_E_,\  — E— s 

x q-v-ax  ’ + i 2 — -<—*  l~8  a'*  ' a'x  7 +ec- 


516.  Possiamo  applicare  la  formola  del  binomio  per  avere  lo 
sviluppo  di  un  radicale.  Si  debba,  per  esempio,  fare  Io  svi- 
luppo di  l/l-t-x:  siccome  questo  si  può  mettere  sotto  la  for- 

i 1 

ma  (1-4-x)* , cosi  nella  formola  del  binomio  porremo  e verrà 


(l-t-x)*=l 


,r  x* 

2 ¥ 


x1  5x*  7x“ 

16  128  256  CC' 


e questo  risultamento  corrisponde  a quello  ottenuto  nel  3.”  esem- 
pio del  num.“  513. 

Sia  da  farsi  lo  sviluppo  dell’espressione  • In  questa  fra- 
zione dividendo  i due  termini  per  n,  si  ha  — ^ — . c facendo  - x—i /. 

l+-x 

' a 


sarà 


a-j-6x  1-t-y" 

si  tratta  dunque  di  sviluppare  (1  -4-  y) — *.  Or  con  la  formola  del 
binomio  si  ottiene 

(l-t-j/)-,=l—y-4-y*—yI-t-y4— ec. , 

e rimettendo  in  luogo  di  y il  suo  valore  ^ x , si  avrà 

a . b 6*  , ò*  , ò*  * ò*  , ò*  . 

— r-=l x-f-jj sx  +~iX -x  + —x  — ec. 

a-f-bx  a 1 a*  a5  <r  a”  a» 

come  si  ottenne  nel  secondo  esempio  del  numero  citato. 

Lez.  di  Alg.  ‘,0 
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517.  La  formolo  (7),  il  cui  primo  membro  si  riduce  a |/(a-t-x/, 
può  applicarsi  a determinare  le  radici  approssimate  de  numeri  che 
non  sono  potenze  esatte.  In  fatti  cambiando  nella  formula  (7)  a 
in  x.  ed  x in  a,  si  ottiene 


(a-t-x) 


P 

-t-  - xa 
7 


E(E-t)  £_*  C(E_X )(£_*)  E 3 
~*~~i~T^x*a  +*123 — ~X'a*  ■**  CC' 


che  si  può  scrivere  sotto  questa  forma 


E E, . p x 
(a+x)!=aV+jà' 


p[p — **  , f>(p— 7)(P~ fy) 


7.27 


7.27.37 


' * i 
a,4'eCV’ 


e se  facciamo  a=bq,  questa  formula  divenla 


(11) 


p{p-q)[p—‘ 27) 
7.27.37 


Per  applicare  con  vantaggio  questa  forinola  all'estrazione  delle  ra- 
dici approssimate  de’ numeri,  si  deve  decomporre  il  numero  dato 
in  due  parti,  in  modo  che  una  sia  potenza  esatta  del  grado  della 
radice  da  cstrarsi,  c l’altra  clic  sia  molto  più  piccola  della  prima. 

Sia  per  esempio  da  estrarsi  la  radice  quadrala  da  3.  Se  de- 
componiamo 3 nelle  due  parli  1 c 2 , la  seconda  parte  2 non  è 

2 

minore  della  prima  1 , laonde  le  successive  potenze  di  - non 
onderebbero  sempre  più  diminuendo.  Ma  se  facciamo 


3.121  363 
121  421  ’ 


sara 


t/*VS HT**- 


e possiamo  decomporre  363  in  361 -+-2=19* -r-2,  onde  sarà 


l/363=l/l9*-f-2, 


che  paragonata  a l/(67-t-x)p,  dà  6*=19*,  x=2,  p=l,  e 7=2, 

cc  2 

e sarà  c I®  formola  (11)  darà  % 


1/3= 


19  . 1 

iii1+icT 


2.361*  2.361*  8.361 


i-t-ec 


■)* 


della  quale  espressione  soltanto  i primi  quattro  termini  danno  la 
radice  esatta  fino  all’ottava  cifra  decimale,  perche  si  ha 


1/3=1,73205079. 
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LEZIONE  XXXIII. 

Sviluppo  in  serie  di  «*,  di  n*,  e di  1(1+#) 

518.  Nella  forinola  del  binomio 

(1)  (y-h:)m=ym~hjzy<"-i-] — — -y-^ i-y,-j+ec. 

che  dimostrammo  esser  vera  per  qualunque  valore  razionale  che 
si  assegni  ad  m (n.  5/3),  se  si  fa  y=l,  z=.«x,  ed  m=-,  verrà 

i 

(2)  (l+<*x)“= 

1^l+^1-“)+m(1^X1-2«)+i:|^l(l--)(1-2«)(1-3»)+ec. 
Se  in  questa  equazione  facciamo  x=\ , avremo 

i 

(i +«r= 

1+ 1 +o;l— a^1— 2a)+  3“^+ec- 

e facendo  convergere  « verso  zero , si  avrà  nel  caso  del  limite  , 
cioè  quando  si  fa  «=0 

ì 


lim.(l+a)“=l+ 


1 


1 


+ 


1 


-t-ec. 


1^  1.2  1 1.2.3  1.2. 3. 4 

Ma  il  secondo  membro  è precisamente  la  serie  del  numero  oli, 
la  cui  somma  fu  indicata  con  e , dunque  sostituendo  , verrà 

i 

(3)  lim.(l  -+-«)“=*. 

Inoltre  nella  stessa  formola  (1)  facendo  y=l,  z=*x,  ed  m 
si  ottiene 

1^-  1 1~*a!  (1-«#)(1— 2»x)  (l-«#)(l-2»#)(l-3«.r) 

sl+«x)  -I'hi  + TF'’  m h 1.2. 3. 4 +eC’ 

nella  quale  elevando  ciascun  membro  alla  potenza  x verrà 


F 

l 

L(i+«rJ 

£_ 

=(l+«x)“= 

1 , 1—  , (t— «0?){1 — 2*# 

A l”  A O 1 t , » '<»■ 

■+- 

(1 — *#)(! — 2*#)(1 — 3*#)  , 

Or  questa  equazione  e l’altra  (2),  hanno  i primi  membri  eguali, 
dunque  i secondi  membri  sarunno  anche  eguali;  e perciò  dovrà  essere 
/ 1 1—  xx  , (1— »#)(!— 2»#)  . (1— «#)(1— 2*g)(l—3«.r)  t iiii 

Vl+Ì4'  1.2  + 1.273  1727371  V 
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E facendo  convergere  « zero,  si  avrà  pel  caso  del  limite, 

(1-f'i+o+ro"HT23T44'cc-)  =1+r+n+a3+i.i3.i  +cc‘ 

Ma  nel  primo  membro  la  quantità  racchiusa  tra  parentesi  è il 
valore  di  e,  dunque  sostituendo  sarà 

(4)  « — 1.2.3  1.2. 3.4  "HìC‘ 

519.  Rappresentiamo  con  a una  quantità  positiva  qualunque,  e 
dinotiamo  con  < la  caratteristica  de'logaritmi  neperiani,  sarà  evi- 
dentemente 

a=ela,  e quindi  sarà  ax=ezla. 

Ma  nella  formola  (4)  messo  xla  in  luogo  di  x,  si  ha 

, , , . (xla)*  (xla)'  I xla )* 

e — 1-t -xla-h  i 2+i  23-I  i.2.3.4”*~ec‘  ’ 

dunque  sarà 

T , , (xla)*  (xla)1  (xla)* 

a =1  +xla+  + ec. 

520.  Nella  formola  del  binomio 

ec. 

passando  l'unità  nel  primo  membro  c poi  dividendo  l’ equazione 
' per  ni,  si  ha 

'-t  ±5l!hÌ  — a-!.  l^II1  )(rn— 2)(w— 3)  C(,  . 

m 2 2.0  2.0.4 

che  può  scriversi  sotto  questa  forma 

(l-j-x)m—  1 x*,.  , x' m\  x*..  ,/.  m 1.  m, 

i =x-¥(l-m)-t-3-(l-m)(l-¥)-T(l-m)(l-^  (1— g-j+ec. 

In  questa  eguaglianza  facendo  convergere  m a zero,  si  trova  pas- 
sando a’ limiti  e per  ogni  valore  di  x compreso  tra  4-1  e — 1 


(5) 


lim. 


(t+x)m— 1 


X X X * 

zX~~lL  4 ‘ 


ec. 


Da  un’altra  parte  essendo 

(t-t-x)=e'<‘+*>  ; 

sarà  (l-l-x)m=em,i,+*) 

ed  osservando  che  per  la  formola  (4) 

emid+»)  ai+roi  (i  +-x)+  wyy + +cc. . 

sarà 

(I  +*)-=! +ml(!+*)  + +.  Wl+|!£  +ec. 
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dalla  quale  si  ricava 

— _ — _i h»+*h  i:ì — 1 no — het-’ 

e facendo  convergere  m a zero,  verrà  nel  coso  del  limile 

lim.- = f(l-t-x), 

che  paragonata  con  la  (5)  dà 

(6)  X -g-  -+-  g -J  +CC' 


521.  Questa  formolo  è esatta  per  tutti  i valori  di  x minori 
dell’unità,  e secondo  il  teorema  del  numero  512  il  suo  secondo 
membro  forma  una  serie  convergente,  la  quale  diventa  poi  diver- 
gente quando  i valori  di  x sono  maggiori  dell' unità,  ed  in  questo 
caso  la  formolo  cessa  di  essere  esatta. 

Se  nella  stessa  formola  (6)  si  fa  x=l,  verrà 

Facendo  x— — 1,  si  ottiene 

*•(0)=—  (l  +|+5  +J  ■+•  ec.)  : 

e siccome  nel  secondo  membro  la  quantità  racchiusa  tra  le  paren- 
tesi è una  serie  divergente  che  ha  per  limile  l'infinito  (n.  508), 
perciò  sarà 

l(0)= — oc 

risultamento  esatto  (n.  248). 

Nella  medesima  formola  (6)  facendo  x=0,  si  ottiene  11=0, 
risultamento  anche  esatto  (n.  248). 

522.  Per  modificare  la  formola  (6)  affinchè  valesse  per  qualun- 
que valore  di  x,  facciamo  x=-  , ed  osservando  che 

• n 

verrà  la  formola 

l(l+n;=l»+l-Ai  + ^_-ec. 

lo  quale  perchè  è poco  convergente  , richiede  che  si  calcoli  un 
gran  numero  di  termini  per  avere  i logaritmi  con  una  mediocre 
approssimazione.  Ma  si  può  ottenere  una  formola  che  avesse  una 
rapida  convergenza  , e che  per  conseguenza  desse  i logaritmi  con 
una  grande  approssimazione;  ed  ecco  in  che  modo. 
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Nella  formola  (6)  messo  — x in  luogo  di  x,  si  ha 

, X*  X*  X1 

K l—x)=  — x—w  — -w—T-ec.  , 


che  sottratta  dalla  (6),  dà  per  resto 
(7)  1(1+*)— 1(1— a:)  = 2 (a: -t- l’- 

Or facendo 


1+x n+1 


1 — x 


onde  si  ricava 
sarà 


X 2n+l  ’ 


ossia  l(l+x) — 1(1 — x)=l(n+l) — In. 

Onde  sostituendo  questi  valori  nella  (7)  e trasportando  In  nei  se- 
condo membro  si  ottiene 


,8;  l(n+i;— ln+2(2n_)_1  + 3j2n+1j,  + 5(2n+l)* + ec*) 

la  cui  convergenza  è tanto  più  rapida,  quanto  più  grande  è il  va- 
lore di  ri. 

Se  in  questa  formola  si  fa  n=l,  e si  osservi  che  11=0  (n.  prec.), 
si  avrà 


n 1 1 1 \ 

2 ( 3 3 . 3' + 5 . 3“ + 7 . 3’  ec<  ) 

nella  quale  i primi  dieci  termini  bastano  a darci  il  12  con  dieci 
cifre  decimali  esatte,  e si  trova 

12=0,6931471806. 

Ed  osservando  che  14=212,  sarà  perciò 
14=1,3862943612. 

Nella  stessa  formola  (8)  facendo  n=4,  si  avrà 

< 5=  1 4+2  (jj  + jj-g;  + ^ + ec .] , 


in  cui  i primi  cinque  termini  bastano  a darci  il  15  con  dieci  cifre 
decimali  esatte.  Calcolando  dunque  i primi  cinque  termini,  indi 
raddoppiando  la  somma  ed  unendovi  il  valore  trovato  di  <4 , si 
trova 

15  = 1,6094379124. 

Ed  essendo  110  = 12  + 15,  si  avrà  perciò 
110=2,3025850930, 

che  come  dicemmo  al  numero  260  è il  modulo  del  sistema  nepe- 


Digitized  by  Google 


— 479  — 

riano,  vale  a dire  è il  fattore  costante  pel  quale  si  dovranno  mol- 
tiplicare I logaritmi  briggiani  per  avere  i neperiani. 

In  fine  siccome  il  modulo  M del  sistema  briggiano  è quanto 

(n.  259),  così  sostituendo  in  luogo  di  ZÌO  il  suo  valore  trovato, 
si  ottiene 

M==2, 302585093  ==  °>*342944S2. 

523.  Siccome  i logaritmi  volgari  si  ottengono  moltiplicando  i 
neperiani  pel  modulo,  così  moltiplicando  i due  membri  della  (8} 
per  M,  ed  osservando  che 

M/(n+l)=log.(n-t-l) , ed  M/n=log.n , 

verrà 

log.ln+lMog.n^Mf^+p^.+gp^  + ec.) 

eh’ è la  serie  che  si  adopera  per  calcolare  i logaritmi  volgari. 

La  convergenza  di  questa  serie  si  aumenta  successivamente  a 
misura  che  cresce  la  scala  de’  numeri  interi  n , e ben  presto  i 
calcoli  diventano  considerevolmente  rapidi.  Per  esempio,  nel  cal- 
colare il  logaritmo  di  101  con  otto  cifre  decimali  esatte  bastano 
i primi  due  termini  della  serie 

,og.101=2+“Ml(20T“t' 372Òf)  ' 

Per  calcolare  il  logaritmo  di  1001  basta  il  solo  primo  termine 
Iog.l001=3+2M.§^I, 

e con  più  ragione  anche  per  i numeri  superiori  a questo  limite. 
Dunque  per  i numeri  maggiori  di  1000  la  formola  (8)  può  ri- 
dursi al  solo  primo  termine  della  serie 

!og.(n-t-l)=log.n  4-  » 

e quindi  tutta  la  difficoltà  del  calcolo  si  riduce  a dividere  il  va- 
lore costante  2M=0,868588964  pel  numero  variabile  2n-+-l. 

LEZIONE  XXXIV. 

Teoria  delle  funzioni  derivate. 

524.  Vedemmo  al  numero  347  che  quando  f[x)  è una  funzione 
intera  della  variabile  x , se  questa  variabile  riceve  un  accresci- 
mento h,  la  funzione  diventa 

f(x+h)=f(x)+\r(x)+  j£h*)  ■+■  ì^rw+ec. 


Digitized  by  Google 


— 480  - 


Or  passando  f[jc)  nel  primo  membro , e dividendo  tutta  I'  egua- 
glianza per  li,  si  ha 


n*+h)-f[x)  = f{x)+ £_r{x) + j^r{x) . 


•ec. 


nella  quale  /‘(x-t-A) — f(x)  rappresenta  l’accrescimento  che  riceve 
la  funzione  in  conseguenza  di  quello  di  A fatto  alla  variabile  (*) , 
c perciò  il  primo  membro  di  questa  equazione  indica  il  rapporto 
dell’accrescimento  della  funzione  a quello  della  variabile.  Or  se 
questo  accrescimento  A fatto  alla  variabile  converge  verso  zero  , 
in  tal  caso  il  rapporto 

f[x+h)-f\x) 

h 


convergerà  verso  f(x)  ; laonde  nel  caso  del  limite , quando  cioè 
si  fa  A = 0,  si  dovrà  avere 


\mA*+h)-M=r(x). 


Dunque  : la  derivata  di  una  funzione  intera  di  una  variabile  è 
il  limile  verso  il  quale  converge  il  rapporto  deir accrescimento  della 
funzione  a quello  della  variabile , quando  quest'  ultimo  converge 
verso  zero. 

Questo  proprietà  della  derivata  di  una  funzione  intera  è stata 
presa  per  definizione  della  derivata  di  una  funzione  qualunque  F(x), 
con  chiamare  derivata  di  questa  funzione  il  limite  del  rapporto 

F(x-fA) — F(x)^  quando  h converge  verso  zero. 

Segue  da  ciò  che  : 

1. °  la  derivata  di  una  quantità  costante  è zero  : 

2. ”  che  la  derivata  di  f[x) — a , in  cui  a è costante,  ò lu  stessa 
di  quella  di  f(x),  cioè  f(x): 

3. *  che  la  derivata  di  — f(x)  è — /”(x),  ed  in  generale  la 
derivata  di  af(x)  è af'(x). 


Derivata  della  somma  di  più  funzioni. 

525.  Sieno  u,  c,  io,  diverse  funzioni  della  stessa  variabile  x, 
e sia  y la  loro  somma;  sarà 

y=u  -t-r-t-  tc. 

Rappresentiamo  con  Ax  l' accrescimento  che  si  fa  alla  variabile  x, 
con  Ay,  Au,  Ap,  ato  gli  accrescimenti,  o le  variazioni  che  in  con- 
seguenza ricevono  queste  funzioni;  e con  y\  u\  to'  le  loro  ri- 
spettive derivate:  sarà  evidentemente 

Ay  = Au  -t-  do  + Atc  , 


(*)  Per  accrescimento  s’ intende  la  variazione  della  funzione  , tanto  se  questa 
variazione  è positiva,  quanto  se  è negativa. 
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che  divisa  per  Ax  dà 

Ay Au  Ad  Au? 

Ax  Ax  Ax  Ax 

Or  supponiamo  che  l’accrescimento  Ax  fatto  alla  variabile  con- 
verga verso  zero,  è chiaro  che  anche  gli  accrescimenti  Ay , A «,  Ab,  a«j 
delle  funzioni  convergeranno  verso  zero,  e quindi  i rapporti 
Ay  Au  Ao  Aio 

Ax  ’ Ax  ' Ax  ’ Ax  ’ 

convergeranno  verso  i rispettivi  loro  limiti,  i quali,  per  defini- 
zione, sono  le  rispettive  derivate  y',  u',  t>',  e to':  dunque  nel  caso 
del  limile,  quando  cioè  Ax  si  riduce  a zero,  dovrà  aversi 

y — «'-+-»'■ 4-  to'; 

cioè  a dire  : la  derivala  della  somma  di  più  funzioni  di  una  slessa 
variabile,  è la  somma  delle  derivale  di  queste  funzioni. 

Derivata  del  prodotto  di  più  funzioni. 

526.  Rappresentiamo  con  u e e due  funzioni  della  variabile  x, 
e con  y il  loro  prodotto;  sarà 

y=uv. 

Or  se  la  variabile  x riceve  l’accrescimento  Ax,  le  funzioni  y,  ti,  e v 
riceveranno  gli  accrescimenti  Ay,  Au,  At?,  e si  avrà 

y-j-Ay=(«-(-Au)(«+Ao^=MO-t-wAB-(-BAu-i-AuAi' 
dalla  quale  sottratta  l’eguaglianza  precedente  y=ut? , resta 
Ay=uAc-j_fAu-4-AuAt'a 
e questa  divisa  per  Ax  dà 

Au  Ad  Au  Au  . 

— — — u — — f—  t?  - — l « Ab  . 

Ax  AX  Ax  Ax 

Ma  facendo  convergere  l’accrescimento  Ax  della  variabile  verso 
zero,  è manifesto  che  i rapporti  ^ convergeranno  ver- 

so i rispettivi  limiti  che  sono  le  corrispondenti  derivate  y\  u,  *?'; 

Atl 

e nel  secondo  membro  l’ultimo  termine  — • At?  diventa  zero,  per- 
chè nel  caso  del  limite , ossia  di  Ax=0,  il  primo  fattore  — di- 

àx 

venta  u',  ed  il  secondo  fattore  At?  diventa  zero.  Dunque  nel  caso 
del  limite  si  avrà 

y'—uv'-hvu1, 

ossia  che:  la  derivata  del  prodotto  di  due  funzioni  di  una  stessa 
variabile  è uguale  alla  prima  funzione  moltiplicala  per  la  derivata 
della  seconda,  più  la  seconda  funzione  moltiplicata  per  la  derivala 
della  prima. 

Lez.  di  Alg.  i;i 
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Sia  ora  il  prodotto  di  tre  funzioni 

y—uvic. 

Facendo  t=i'u>  , sarà  y=M? , e quindi  In  regola  precedente  darà 
(1)  ! ; 
ma  essendo  7=010,  secondo  la  stessa  regola  sarà 
?'=rto'-b  tea'  ; 

onde  nell’ equazione  (1)  mettendo  in  luogo  di  7'  c di  7 i rispet- 
tivi valori,  cioè  rre'+wu',  c tic  si  ottiene 

;/'=  m-ic'-H  Micr'-t-  vwu'. 

Dunque  possiamo  stabilire  che:  la  derivala  del  prodotto  di  più 
funzioni  di  una  stessa  variabile  è quanto  la  somma  de’ prodotti  che 
si  ottengono  moltiplicando  la  derivata  di  ciascuna  funzione  pel  pro- 
dotto di  tutte  le  altre  funzioni. 

Sia  per  esempio  il  prodotto 

y = (3x—  1)  (2*4-3)  (4x— 2)  ; 

sarà 

«/'=  (3*— 1)  (2x-t-3)-4-t-(3*-l)  (4*— 2)  • 2+(2a:+3)  (4x— 2)  • 3= 
72a:M-32a: — 26. 

Derivata  del  quoziente  di  due  funzioni. 

527.  Sicno  u e v due  funzioni  di  una  stessa  variabile,  e sia  ij 
il  quoziente  della  prima  divisa  per  la  seconda;  sarà 

« 

fr- 
onde si  ha 

(2)  vy=u; 

per  la  qual  cosa  prendendo  le  derivate  si  ottiene 

u', 

clic  moltiplicala  per  v diventa 

v*y'  -t-  vyv’—vu1  ; 

e sostituito  nel  primo  membro  in  luogo  di  vy  il  suo  valore  u dato 
dalla  (2),  si  Ita 

t'V-M<L''=t'u'  » 

dalla  quale  si  ricava 

, t-u'— ub' 

cioè  a dire:  la  derivata  di  un  quoziente  è quanto  il  denominatore 
moltiplicalo  per  la  derivata  del  numeratore , meno  il  numeratore 
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moltiplicalo  per  la  derivala  del  denominatore , il  tutto  diviso  pel 
quadrato  dello  stesso  denominatore. 

Dunque  quando  una  frazione  ha  per  denominatore  una  funzione 
di  una  variabile,  e per  numeratore  una  quantità  costante,  la  cui 
derivata  è per  conseguenza  zero , sarà  Ja  derivata  della  frazione 
quanto  il  numeratore,  preso  col  segno  contrario,  moltiplicalo  per 
la  derivato  del  denominatore , e diviso  questo  prodotto  pel  qua- 
drato del  denominatore. 

Derivata  della  potenza  di  una  funzione. 

528.  Sia  ti  una  funzione  della  variabile  x,  c sia  m il  grado  della 
potenza  a cui  questa  funzione  trovasi  elevata.  Possiamo  distinguere 
tre  casi,  secondochè  m è un  numero  intero  e positivo,  o un  nu- 
mero frazionario  positivo,  o un  numero  frazionario  negativo. 

1. °  Caso.  Dinotando  con  y il  valore  di  questa  potenza , sarà 
y=um.  E poiché  «m  6 il  prodotto  di  m fattori  eguali,  sarà  perciò 

y=u.u.u.u.u 

laonde  prendendo  le  derivate  di  ambo  i membri  verrà 
y'=um—,u'-f-um—lu'  + um_ 'u’-f-  ec.  ; 

c siccome  il  secondo  membro  è formato  da  m termini  ciascuno 
eguale  ad  um~iu',  cosi  sarà 

y'= muOT-,u'  ; 

cioè  a dire  che  : la  derivala  della  potenza  mC8ilM  di  una  funzione 
è quanto  la  derivata  della  funzione  moltiplicala  per  l'esponente  m 
e per  la  potenza  (m — l)l'sim*  della  funzione. 

2. "  Caso.  Sia  ora 

(3)  y=t?, 

sarà  y*=  um , 

c prendendo  le  derivate  de’  due  membri , secondo  la  regola  pre- 
cedente , verrà 

ny*-,y'=mum-iu' , 
clic  moltiplicata  per  uy  dà 

ny"  uy'=mumyu'  ; 

c togliendo  dal  primo  membro  il  fattore  y*  c dal  secondo  il  suo 
eguale  h”,  risulta 

nuy'—myu'. 

Or  sostituendo  nel  secondo  membro  in  luogo  di  y il  suo  va- 

m 

lore  «* , verrà 

Ut 

nuy'=munu'. 
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fi  dividendo  por  »m  c riducendo,  si  ottiene 


(*) 


y'= 


la  quale  ci  fa  vedere  che  la  richiesta  derivata  si  ottiene  con  la 
stessa  regola  stabilita  pel  primo  caso. 

3.”  Caso.  Sia  in  line 


sarà 


e perciò  sarà 


Oude  prendendo  le  derivate  sarà  (n.  52G), 

che  divisa  per  1««— i diventa 

uy'u-+-mu'y=0 , 

t» 

c mettendo  in  luogo  di  y il  suo  valore  u ",  verrà 


dalla  quale  si  ricava 

(5) 


ny'u-t-mu  " u'=0 , 


che  somministra  per  la  derivata  la  stessa  regola  del  primo  caso. 
Se  in  qucst’ultima  espressione  si  fa  n= 1,  onde 


verrà 


y'— — 


wu' 


Questo  risullamento  è conforme  alla  regola  stessa  dell'esponente 

intero  c positivo.  Inoltre  nell'equazione  (3)  facendo  m=l , ed  n=2, 
1 

si  ha  y—ui=y/ù,  e la  sua  derivata  diventa  (4) 


t*' 

2j/5’ 


cioè  : la  derivala  di  un  radicale  di  secondo  grado  è quanto  la  derivala 
della  quantità  che  sta  sotto  al  radicale,  divisa  pel  doppio  del  radicale. 


Derivata  della  funzione  esponenziale  a1. 


529.  Sia  la  funzione  esponenziale 

y=aT. 

Se  alla  variabile  x si  dà  un  accrescimento  &x,  la  funzione  ri- 
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coverà  del  pari  un  accrescimento , che  denoteremo  con  Ay , c si  avrà 

perciò  y + Ay  = a * 

dalla  quale  tolta  l’eguaglianza  precedente  resta 
Ay=a  — a =a (a  — 1) , 

c quindi  dividendo  per  &x , si  ottiene  il  rapporto  de’ due  accre- 
scimenti che  sarà 

. Ax 

Ax 


— 1 


AX 


Ax 


Or  se  facciamo  a — 1=»,  verrà 


(6) 


— 


Ax 


« 

AX 


Ma  dall’essere  aA* — 1=«,  si  ha  che  aAx=l4-a,  se  si  pren- 
dono i logaritmi  in  un  sistema  qualunque,  sarà 

AxLa=L(l -+•<*) , 
a_L(1+«) 


c perciò 


To' 


che  sostituito  nel  denominatore  del  secondo  membro  dell’equazio- 
ne (G)  darà 


«L a 




Ax  L(l-|-*)  1 


o‘La 


azLa 


jL(i+»)  L(l+*)* 

Or  quando  Ax  converge  a zero  , anche  « converge  a zero  , e 
la  quantità  (!+«)“  converge  verso  il  limite  e (n.  548  for.  (5)  : onde 
nel  caso  del  limite,  pel  quale  il  rapporto  diventa  la  derivata  y. 


si  avrà 


y==- 


a*La 

u ' 


Se  i logaritmi  si  prendono  nel  sistema  neperiano,  pel  quale  si 
ha  Le=l,  verrà 

y'—a’la  ; 

dunque  : la  derivata  di  una  funzione  esponenziale  è quanto  la  fun- 
zione moltiplicala  pel  logaritmo  neperiano  della  base  della  funzione. 


Derivata  di  una  funzione  logaritmica. 


530.  Sia  x un  numero  ed  y il  suo  logaritmo  relativo  ad  una 
base  qualunque , sarà 

y—Lx. 

Se  la  variabile  x aumenta  di  Ax,  il  suo  logaritmo,  ossia  il  va- 
lore di  y aumenterà  del  pari  ; c denotando  con  Ay  questo  accre- 
scimento , sarà 

y+ Aij~  Ux+Ax), 
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dalla  quale  lolla  I’  eguaglianza  precedente  , resta 
Ay=L(x4-Ax) — Lx  ; 
a:-(-Ax\  w . Ax 


ma 


L(x+Ax) — Lx=L(  XJ— L1  + , dunque 

Ay=L(l  + ^), 

che  divisa  per  A#  darà 


sara 


x * 

Ax\ 


^y_ 

Lx 


Ax 


Ax 


Or  facendo—  =«,  sarà  Ax  = xx  , che  messo  in  quest’ ultima 
espressione  darà 

1 

Ay_L(l+»)_jL(l+«)__L(l+»f . 

LX  x X 

Ma  facendo  convergere  Ax  verso  zero,  anche  « convergerà  a 

zero;  onde  passando  al  limile,  ed  osservando  che  lini.  ^=t/’,  c 

Ax 

1 

lim.  (t+a)“=e  (n.  5i8  for.  (3),  verrà 

, Le 

y=ir 

che  sarà  la  derivata  di  Lx. 

Se  il  logaritmo  si  prende  nel  sistema  neperiano , pel  quale  si 
ha  Le=l,  sarà  y'=-,  e se  si  prende  nel  sistema  briggiano  onde 
Le=loge=M  («.  260),  verrà 

, M 


LEZIONE  XXXV. 

Derivate  delle  funzioni  circolari  dirette  ed  inverse. 


DERIVATA  DEL  SENO 

531.  Sia  y=sen  x,  c proponiamoci  di  trovare  la  sua  derivala. 
Supponiamo  che  la  variabile  x riceva  l’accrescimento  Ax,  e che 
in  conseguenza  la  funzione  riccia  l’aumento  Ay,  sarà 

_»/  +•  A y=se  n (x  -t-  A x) , 
dalla  quale  tolta  y=sen  x , resta 

Ay=scn(x+Ax; — scn  x. 
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Quindi  prendendo  il  rapporto  de' due  accrescimenti,  verrà 

• Ay sen(x4-Aar) — senx. 

Ax  Ax  ’ 


ma  dalla  trigonometria  sappiamo  che 

sen(x-i-Ax) — senx=2sen^cos(x+-^) , 


dunque  sostituendo  sarà 

Ay 


Ck  Ax 

2senT 


Ax 


Ax 


Ax 


COSI  X- 


Ax 


sen- 

Ax 

T 


cos 


(•+t) 


Ax 
sen  — 

Or  quando  Ax  converge  verso  zero,  il  rapporto  — — — converge 

T 

/ À x t 

verso  l'unità  (*),  e cosìxh — converge  verso  cosx,  onde  il 

rapporto  ^ tende  ad  eguagliare  cosx.  Dunque  nel  caso  del  li- 
mite sarà 


y'=cosx , 

cioè,  la  derivala  del  seno  di  un  arco  è quanto  il  coseno  dello 
slesso  arco. 


(*|  Ogni  arco  più  piccalo  del  quadrante  è maggiore  del  suo  seno,  ed  è minore 
della  sua  tangente.  In  fatti  essendo  il  doppio  dell’arco  maggiore  della  corda  ch’è 
il  doppio  del  seno,  sarà  l’arco  maggiore  del  seno.  Inoltre  il  triangolo  rettangolo 
formato  dal  raggio,  dalla  tangente,  e dalla  secante,  ha  per  misura  la  metà  del 
raggio  moltiplicata  per  la  tangente  ; cd  il  settore  iscritto  ha  per  misura  la  metà 
dei  raggio  moltiplicata  per  l'arco.  Ma  il  settore  è minore  del  triangolo,  dunque 
l’arco  6 minore  della  tangente. 

Se  dunque  * è un  arco  più  piccolo  del  quadrante,  sarà  *<^tang«,  ed  »>  sen  *> 
c quindi  sarà 

sen».  sen*  scn«  .sena 

>— — c < , 

» tang*  » sen» 

E poiché 

sen»  sen»  , 

=cos»,  e =1, 

tang»  sen  » 

perciò  il  rapporto  di  - sarà  compreso  tra  cos*  ed  1 ; ma  il  limile  di  cos» 

Ct 

sen  in 

è 1’  uuilà,  dunque  con  più  ragione  — • — sarà  l’unità. 
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Derivata  del  Coseno 


532.  Sia  y=cos  x.  Ragionando  come  preccdcii temente  , si  ha 

\rr  Ax» 

, . . > — 2sen— sen,x-H — ;r 

iy cos(x-|-Ax)— cos  x 2 t 2 / 

Ax  A.r  A.r 


Ax 

— sen— 


Ax 

T" 


-sen 


K¥). 


e passando  al  limite,  verrà 

y — — sen  x ; 

vale  a dire  che  : la  derivata  del  coseno  di  un  arco  è quanto  il 
seno  dello  stesso  arco,  preso  col  segno  contrario. 

Derivata  della  Tangente  e della  Cotangente. 

533.  Sia  y=tangx,  e cerchiamo  di  determinare  la  sua  derivata. 

Essendo  fangx=^-^,  sostituendo,  verrà 
cos  x 

senx 
^ cos  x ' 

onde  prendendo  di  ambo  i membri  le  derivate,  sarà 
, cos  x . cos  x-f-sen  x . sen  x cos*x-)-5cn*x  1 
^ coi1*  cos*x  co9*x  ’ 

cioè,  la  derivala  della  tangente  di  un  arco  è quanto  l'unità  divisa 
pel  quadralo  del  coseno. 

534.  Sia  ora  y=colx,  e mettiamo  in  luogo  di  cotx  il  suo 
valore  cos  j,  verrà 


seti  x 


y= 


cosx 
”sen  x ' 


c prendendo  le  derivate  de-  due  membri  si  avrà 

, — sen*x — cos’x — (sen*x+cos*x) — 1 

® sea*x  sen*x  sen*x  ’ 

cioè , la  derivata  della  cotangente  di  un  arco  è quanto  — 1 diriso 
pel  quadrato  del  seno  dello  stesso  arco. 

Derivata  della  Secante  e della  Cosecante. 

535.  Sieno  y = secx,  ed  y=cosecx:  mettendo  in  luogo  di 

1 1 

seex,  c di  cosce  x i loro  valori  , ed  , verrà  . 

cosx  senx 


y=: 


cosx 


ed  y’=- 
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In  ciascuna  di  queste  eguaglianze  prendendo  le  derivate  de'  due 
membri , si  trova  (n.  527) 


y 


sen  x , . — cos  x 

= — i- . ed  y — — ; — ; 
cosx  3 seirx 


cioè  : la  derivata  della  secante  di  un  arco  i quanto  il  seno  del- 
l'  arco  diviso  pel  quadrato  del  suo  coseno , e la  derivata  della  co- 
secante di  un  arco  è quanto  il  coseno  preso  negativamente,  diviso 
pel  quadrato  del  seno. 

Derivata  del  Seno-Verso,  e del  Coseno-Verso. 

536.  Sieno  da  determinarsi  le  derivate  di 

y=seno-verso  x , e di  y=coseno-verso  x. 

Essendo  seno- verso  x=  1 — cos  x , 

coseno-verso  x=l  — sen  x , 

sostituendo  sarà 

y=l — cosx,  ed  y=l — senx; 
onde  prendendo  le  rispettive  derivate , verrà 

y'=sen  x , ed  y'= — cosx. 

Dunque  : la  derivala  del  seno^verso  di  un  arco  è quanto  il  seno 
dello  stesso  arco,  e quella  del  coseno-verso  di  un  arco  è quanto  il 
coseno  preceduto  dal  segno  negativo. 

Derivate  delle  funsioni  circolari  inverse. 

637.  Se  un'equazione  y(x,y)=0  tra  due  variabili  si  risolve  ri- 
spetto ad  y,  si  ricava  y = F(x) , ed  in  tal  caso  il  valore  di  y è 
una  funzione  di  x.  Ma  se  l' equazione  si  risolve  rispetto  ad  x , 
si  ottiene  x = /\y),  e questo  valore  di  x è una  funzione  di  y. 
Or  queste  due  funzioni  F(x)  e f(x),  perchè  dipendono  dalla  stessa 
equazione,  si  dicono  inverse  l'una  dell'altra.  Dunque  le  funzioni 
di  due  distinte  variabili  si  dicono  inverse  V una  dell'altra  quando 
derivano  da  una  medesima  equazione  or  risoluta  per  rapporto  ad 
una  delle  variabili  ed  ora  per  rapporto  all'altra. 

Cosi  l'equazione  (y — a)**=(x — b)H  risoluta  prima  rispetto  ad  y 
e poi  rispetto  ad  x dà 

n m 

y=(x—b)m+a,  ed  x=(y— a)"+6, 

che  sono  due  funzioni  inverse.  Per  la  stessa  ragione  sono  inverse 
le  due  funzioni  y—ax,  ed  x=log.y;  come  ancora  queste  altre 

x=seoy,  ed  y=arcsenx. 

538.  Ciò  posto  sia  la  funzione  inversa 
t/=arcsenx, 

Lez.  di  Alg.  62 
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e proponiamoci  di  trovare  la  sua  derivata.  Accresciamo  la  varia- 
bile di  &x,  c denotiamo  con  Ay  l’ accrescimento  che  riceve  la  fun- 
zione, sarà 

y-t-Ay = are  sen  (x-i-  a*). 

Or  da  queste  due  eguaglianze  si  deducono  chiaramente 
{1)  x=seny , 

x-t-Ax=sen  (y+Ay) , 

c sottratta  dalla  seconda  la  prima,  resta 

Ax = sen  (y-f- Ay)  — sen y = 2 scn  ^ cos  (y -f-  ^)  • 

Onde  il  rapporto  de' due  accrescimenti  Ay  e A#  diventa 


Ay 

Ay Ay  2 1 

Ax  2>en~-cos(y4-^)  sen-^  cos  (v+^) 
Ma  facendo  convergere  A#  verso  zero,  il  rapporto 


Ay 

2 


converge  verso  l'unità,  e cos(yH-^j  converge  verso  cosy;  dun- 
que nel  caso  del  limite  sarà 


(2) 


1 

cosy 


Ed  essendo  seny=x,  sarà  cosy=|/l — x*;  dunque  sostituendo 
questo  valore  nella  (2),  verrà 


(3) 


1 


l/1-.r* 

È da  notarsi  che  se  cosy  è positivo  cioè  se  l’arco  y è com- 
preso tra  — 90°  e +90°,  il  radicale  è positivo;  ma  se  cosy  è 
negativo,  ossia  che  l’arco  y è compreso  tra  -t-90°  e -t- 270°,  il 
radicale  dev’ esser  preceduto  dal  segno  negativo. 


539.  Sia  ora  la  funzione  inversa 

y=arccosx, 

c proponiamoci  di  trovare  la  sua  derivata.  Ragionando  come  al 
numero  precedente  si  perviene  ad 

J/-4-  Ay=  are  COS  (x-H  Ax) , 

e da  questa  equazione  e dalla  precedente  si  deduce 
x+Ax=cos(y+Ay) , 
x=cosy , 
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e (olla  dalla  seconda  la  prima,  resta 

— A#=  cos  y — cos  (y + Ay)=2  sen  ~ sen 

« 

e perciò  sarà 


(Wf)> 


Ay . 
Ax" 


— Av 


A» 
" 2 


2 sen  A2-sen(5H-^) 


Ay 

sen  ~ sen 


Ma  facendo  convergere  Aj;  verso  zero , il  primo  fattore  del  se- 
condo membro  converge  verso  l'unità,  ed  il  secondo  fattore  ver- 
so — ; dunque  nel  caso  del  limite  sarà 
seny 


1 

seni/ 


E poiché  si  ha  cosy=x,  sarà  seny=l/l — x*,  onde  sostituendo 
questo  radicale,  verrà  per  la  chiesta  derivata 


, —1 
y = — — ■ 
t/i-** 

È da  osservarsi  che  quando  seny  è positivo,  ossia  quando  l'arco  y 
è compreso  tra  0 e 180°,  il  radicale  è preceduto  dal  segno  +-  ; ed 
al  contrario  sarà  preceduto  dal  segno  — , quando  seny  sarà  ne- 
gativo, cioè  quando  l’arco  y sarà  compreso  tra  180°  e 360°. 


540.  Sia  in  fine  la  funzione  inversa 


y = arctangx. 

Dando  alla  variabile  x l’ accrescimento  a*,  e chiamando  Ay  j|  cor- 
rispondente accrescimento  di  y,  sarà 

y-t-Ay=arc  tang  (x-t-Ax). 

Or  tanto  da  questa  equazione , quanto  dalla  precedente  si  ricava 


, . , sen(y+Ay)  . seny 

*+A*=lang(y+Ay)=_g_^,  *=tang!/=^. 


che  sottratte  danno 
ossia 


Ax= 


sen  (y+Ay) sen  y 

cos  (y+Ay)  cosy’ 


sen  (y+Ay)  cosy — cos  (y+Ay)  seny sen  Ay 

cos  (y+Ay)  cosy  cos  (y+Ay)  cosy’ 

e perciò  sarà 

Ay Ay  cos  (y+Ay)  cosy Ay 


A* 


sen  Ay 


sen  Ay 


cos  (y+Ay)  cosy. 


Ma  facendo  convergere  A#  verso  zero  , il  primo  fattore  del  se- 
condo membro  converge  verso  l'unità,  c cos  (y+Ay)  converge  verso 
cosy,  dunque  passando  al  limite,  sarà 

y'=cosay. 
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Inoltre  essendo  x=  long  y , sarà  1-Kc*=sec*j/,  e quindi  sarà 

1 1 

1 = r-  = COS*W. 

1-fc-x  secy 

Dunque  sostituendo  questo  valore,  verrà 


In  un  modo  consimile  si 
versa  y = arccot«,  è 


trova  che  la  derivala  della  funzione  in- 


541.  Bisogna  intanto  avvertire  che  nel  determinare  le  derivate 
di  tutte  queste  funzioni  circolari,  si  è sempre  supposto  che  il  rag-? 
gio  sia  l'unità;  ma  se  questa  ipotesi  non  avesse  luogo,  e che  il 
raggio  fosse  a,  allora  senza  rifare  le  calcolazioni,  basterà  rendere 
omogenee  le  espressioni  trovate  per  le  rispettive  derivate,  osser- 
vando che  queste  esprimendo  i rapporti  degli  accrescimenti  dello 
funzioni  a quello  delle  variabili,  debbono  essere  di  nessuna  dimen- 
sione, ossia  che  debbono  esprimere  numeri,  perciò  verrà 


derivata  di 

cosa? 

senas= 

a 

di 

— sena? 

cosa?= 

a 

di 

a* 

tangx— — s — 

° COS  X 

di 

a fl* 

cotx= — =- 
sen*  a: 

di 

a sen  x 
sec;r=— s — 

COS  # 

di 

— ocosa: 
cosec  .r= , 

di 

di 

di 

di 

di 

di 


senveras= 
cosver  x= 
are  sen  ar= 
arccosx= 


sena; 

a 

— cosa; 

a 

a 


I/o* — xa 


orclang 

arccot 


1/V— a;* 


V-f-x* 

—a* 

V+x*' 


LEZIONE  XXXVI. 

Massimi  e minimi  delle  funzioni  di  una  sola  variabile—  Valori 
delle  quantità  che  si  presentano  sotto  la  forma  jj,  Ox  oo , 
ed  oo  — oo- 

542.  Dicemmo  al  numero  296  che  una  funzione  si  dice  di  esser 
giunta  al  massimo  o pure  al  minimo  quando  acquista  un  valore 
più  grande  o più  piccolo  se  non  di  tutti  gli  altri,  almeno  di  tutti 
(inelli  che  le  sono  immediatamente  vicini.  Da  questa  definizione 
possiamo  dedurre  il  valore  che  deve  avere  la  variabile  c le  condi- 
zioni alle  quali  questo  valore  deve  soddisfare,  affinchè  la  funzione 
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possa  avere  un  massimo  o pure  un  minimo.  In  fatti  sia  y=f[x ) 
una  funzione,  e sia  a il  valore  della  variabile  x che  renda  questa 
funzione  massima  o minima.  Se  si  diminuisce  o se  si  accresce  a 
di  una  quantità  piccolissima  h , e nella  funzione  in  luogo  di  x 
si  mette  successivamente  a — h,  ed  a-i-à , è chiaro  che  i valori 
f(a — h)  e f(a+h)  che  acquista  la  funzione  saranno  immediatamente 
vicini  al  valore  massimo  o minimo  f(a)  ; e come  tali , in  virtù 
della  definizione , questi  valori  dovranno  essere  entrambi  minori 
di  fra),  nel  caso  del  massimo,  ed  entrambi  maggiori  nel  caso  del 
minimo.  Ma  dalla  forinola  di  Taylor  abbiamo  (n.  347). 

Aa-à)=/(a)-ftr(o)+^r'(a)-T^r,'(a)4-T^1r'(a)-ec., 

Ka+h)=f(a)+hr(a)+  f >)+j^r(«)+ec.; 

dunque  questi  due  sviluppi  dovranno  essere  entrambi  minori  di  f(a) 
quando  f{a ) è un  massimo,  ed  entrambi  maggiori  quando  f(a)  è un 
minimo;  e questa  condizione  richiede  che  f(a)  sia  zero,  perchè 
se  non  fosse  tale,  dando  ad  h un  valore  tanto  piccolo  da  rendere 
il  termine  hf (a)  maggiore  della  somma  de’  termini  rimanenti 
(n.  550),  sarebbe  il  primo  sviluppo  minore  di  f(a)  ed  il  secondo 
maggiore,  e quindi  la  funzione  non  ammetterebbe  nè  massimo  nè 
minimo.  Dunque  perchè  si  abbia  un  massimo,  ovvero  un  minimo 
dev’essere  f(a)= 0,  ed  i due  sviluppi  diventano 

Aa-A)=Aa)+orX«)-^r''(a)+i:^rT(a)-ec., 

fia+h)=f{a)+ («)+ rx3 r ™+ec- . 

1 quali  affinchè  sieno  entrambi  minori  di  f(d),  nel  caso  del  mas- 
simo, o entrambi  maggiori  nel  caso  del  minimo  , è necessario  che 
f'(a)  sia  negativa  nel  primo  caso  e positiva  nel  secondo. 

Dunque  acciocché  il  valore  x~a  possa  corrispondere  al  valore 
massimo , o al  valore  minimo  della  funzione  , è d’  uopo  che  sia 

f(a)= 0 , e /"(a)< 0 pel  massimo , 
e /y(a)=0  , e f"(aj>0  pel  minimo. 

Se  il  valore  a , che  rende  /'(«)= 0 manda  a zero  anche  f'(a),  allora 
i due  precedenti  sviluppi  diventano 

f(a—hf=f(a)—  r(a)+  f"{a)-e c. , 

f{a+h)=f[a)-h y-^3 H*.  , 

ed  in  questo  caso  perchè  la  funzione  possa  avere  un  valore  mas- 
simo o minimo  debbono  essere  questi  due  sviluppi  entrambi  mi- 
nori di  f(a)  nel  caso  del  massimo , ed  entrambi  maggiori  nel  caso 
del  minimo  ; ciò  porta  che  dev’  essere  f"\a)=0  , altrimenti  sa- 
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rebbe  il  primo  sviluppo  minore  di  f(a)  ed  il  secondo  maggiore. 
Inoltre  conviene  che  sia  f'J(a ) negativa  nel  caso  del  massimo  , e 
positiva  nel  caso  del  minimo  ; e cosi  appresso. 

543.  Da  ciò  si  deduce  che  : per  trovare  il  valore  che  deve  avere 
la  variabile  x affinchè  f(x)  diventi  massima  o minima , bisogna  egua- 
gliare a zero  la  prima  derivata , e determinare  le  radici  reali  del- 
l'equazione che  risulta.  Mettere  ciascuna  radice  nelle  derivate  suc- 
cessive , fino  alla  prima  che  non  si  annulla  e la  quale  se  è di  or- 
dine pari,  la  funzione  diventa  massima  o minima  con  la  radice 
sostituita  secondochè  questa  derivata  è negativa  o positiva  : se  poi 
la  derivata  che  non  si  annulla  è di  ordine  impari , la  funzione 
non  ammette  nè  massimo  nè  minimo. 

Esempio  i."  Tra  tulli  i punti  della  retta  AB  che  unisce  due  lumi 
determinar  quello  eh'  è meno  illuminalo. 

A j B 

C 


Sieno  m ed  n le  intensità  de'  lumi  A e B all’  unità  di  distanza  : 
sia  inoltre  a la  distanza  AB  de'due  lumi,  ed  x quella  dal  lume  A 
al  punto  cercato  C ; sarà  BC=a — x. 

Siccome  la  intensità  della  luce  varia  in  ragione  inversa  de'quadrali 
delle  distanze , cosi  se  l' intensità  del  lume  A all'unità  di  distanza  è m, 

alla  distanza  x sarà  (n.  177).  Del  pari  se  l'intensità  del  lume  B 

all'  unità  di  distanza  è n,  alla  distanza  BC=o — x sarà  ■; — 2_s.  Dun- 

(«— *) 

que  al  punto  C la  somma  delle  intensità  de'  due  lumi  sarà 


(1) 


m 

51 


a— a: 


si  tratta  dunque  di  rendere  questa  espressione  minima. 
Or  la  derivata  di  questa  espressione  è (n.  528 ) 

m + 2n- 

w x'  + (a — x)1  ’ 

che  messa  eguale  a zero  dà 


— 2m 


2n 


(a — x] 


,=o. 


dalla  quale  si  ricava  (a — x)\^m=x\yii , e quindi  sarà 

ol^m  aV' n 

, e perciò  a — x=  _ 


~ r " 

E siccome  la  seconda  derivata  dell'espressione  (1),  ovvero  la  prima 
derivata  dell'  altra  (2)  è 


Gm 


6n 

(*-<.)*  * 
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cosi  sostituendo  in  luogo  di  x e di  a — x i valori  trovati , questa 
espressione  diventa 

6m{l//m-+-\yrn)i  6n(l^ m-t-l^n)* 6(1/ m+V'n) 

a*ml '/m  a*nl/n  a*l^mn 

la  quale  essendo  positiva , fa  vedere  che  il  valore  trovato  per  x 
rende  la  funzione  (1)  un  minimo. 

Co*  valori  di  X e di  a — x si  può  stabilire  la  proporzione 

al^m  al^'n 

X:a  X::t/m+\/ 

ossia  AG  : CB  : : l ^m  : l^n  , 

la  quale  ci  dimostra  che  per  trovare  il  punto  cercato  C , basta 
dividere  la  distanza  AB  de’ due  lumi  in  due  segmenti  AC  c CB 
proporzionali  alle  radici  cubiche  delle  due  intensità  m ed  n. 

Se  m=n,  sarà  x=ga  , cioè  che  di  tutti  i punti  della  retta 

It 

che  unisce  due  lumi  di  eguale  intensità , il  meno  illuminato  è il 
punto  medio. 

Esempio  2.°  Tra  tulli  i con»  circoscritti  ad  una  data  sfera , 
determinar  quello  della  minima  superficie  totale. 

Sia  r il  raggio  della  sfera,  x l’eccesso  dell’altezza  del  cono  sul 
diametro  della  sfera , y il  raggio  della  base  del  cono  , e z il  suo 
lato  : sarà  x-t-2 r l’altezza  del  cono,  e per  conseguenza  sarà 

s=\/ (x-h2rf  y\ 

Or  se  per  1'  asse  del  cono  si  meni  un  piano  , la  sezione  che  fa 
col  cono  sarà  un  triangolo  isoscele  doppio  del  triangolo  generatore 
del  cono , e che  avrà  per  aia  (x-+-2r)y  ; ma  quest’  aia  è anche 
quanto  il  semiperimetro  moltiplicato  per  r,  cioè  è quanto  r(y-l-z) , 
dunque  si  avranno  le  due  eguaglianze 

x=V  (x-t-2 r)N-y*, 

(a:-+-2r)y=r(y4-z) , ossia  (x+r)y=rz. 

Eliminando  z si  ottiene  evidentemente 

(x-t-r)y=r|/(x+2r)*+y* , 
c quindi  successivamente  si  ricava 

x’y  N-2rry  * 4-  r’y  *=r*(  x+  2r)*  +■  r’y* , 
y*(ar*-+-2rx)=r*(x+2r)*, 
y»x=r*(x+2r)  , 

,_r*(x-h2r) 

J x ’ 

(« 
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Messo  il  valore  di  y*  solfo  al  radicale  del  valore  di  s,  si  ottiene 


(2)  *=(*+r)j/Epr. 

Da  un'  altra  parte  la  superfìcie  totale  del  cono  è espressa  da 

7ty*+iry3 , 

e sostituiti  in  luogo  di  y e di  s i loro  valori  (1)  c (2) , questa 
superfìcie  verrà  rappresentata  da 

«r*(x-|-2r)  , «r(<e+r)(<e-f-2r) 
h x 

che  si  riduce  a 

(3) 

Si  tratta  dunque  di  rendere  minima  questa  espressione,  o più 
semplicemente  quest'  altra 

(x-(-2r}‘  , 4 ra  , 

L-X-  >.  =x-\ h4r. 

X X 

Or  eguagliando  a zero  la  derivata  di  questa  espressione , si  ha 

ir* 

(*) 

onde  sarà  x*=4 r®,  e quindi  x=2 r. 

Per  conoscere  intanto  se  questo  valore  di  x renda  minima  la 
superficie  (3)  del  cono,  prendiamo  la  sua  seconda  derivata,  ossia 
prendiamo  la  derivata  del  primo  membro  dell'equazione  (4) , che 
8r* 

si  trova  essere  -p-,  la  quale  essendo  positiva,  quando  si  mette  2 r 

in  luogo  di  x,  fa  vedere  che  realmente  questo  valore  di  x rende 
l’espressione  (3)  un  minimo,  che  si  riduce  ad  8nr*,  cioè  al  doppio 
delia  superficie  della  sfera. 

Nei  valori  di  (1)  e (2)  trovati  qui  avanti  per  y e per  z,  ed  in  quello 
dell'altezza  del  cono  a>+-2r,  messo  in  luogo  di  x il  suo  valore  2r, 
si  trova  essere 

*+2r=4r,  y=rh/2,  e s=3rh/2, 

e quindi  fanno  vedere  che  nel  cono  della  minima  superficie  totale 
circoscritto  ad  una  sfera  : 

1. "  La  superficie  totale  è doppia  di  quella  della  sfera; 

2. *  La  superficie  della  base  è doppia  di  quella  di  un  cerchio 
massimo  della  sfera  ; 

3. ®  L’altezza  è doppia  del  diametro  della  sfera. 

Esempio  3.°  Iscrivere  in  un  dato  cerchio  un  triangolo  isoscele 
della  massima  aia. 

Sia  r il  raggio  del  dato  cerchio,  x ciascuno  de’ due  lati  eguali 
del  triangolo  cercato,  X ciascuno  de’ due  angoli  opposti,  ed  Y 
l’angolo  al  vertice.  Sarà  Y=180° — 2X,  onde 

(5)  senY=seo2X=2senXcosX. 
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Di  più  essendo  X un  angolo  iscritto,  ed  x una  corda  ad  esso  op- 
posta, sarà  x=2rscnX;  e poiché  l’aia  di  un  triangolo  è quanto 
la  metà  del  prodotto  di  due  lati  moltiplicato  pel  seno  dell’angolo 
compreso,  cosi  essendo  2rsenX  e 2rscnX  due  lati  del  triangolo 
cercato,  ed  Y l’angolo  compreso,  sarà  2r“ seu* X sci» Y l’aia  del 
triangolo:  si  tratta  dunque  di  rendere  quest'aia  massima. 

Sostituendo  in  luogo  di  sen  Y il  suo  valore  (5),  quest'aia  diventa 

4r*sen5XcosX  , 

la  cui  derivata,  o più  semplicemente  la  derivata  di  sensXcosX  è (n.53l) 

3 sen*  X cos*  X — sen*X=sen*  X(3cos’X — sen'X)  ; 

che  posta  eguale  a zero,  e divisa  per  sen'X  (non  potendo  senX 
esser  zero,  perchè  sarebbe  perciò  X=0,  ed  il  triangolo  cesserebbe 
di  esistere)  diventa 

3cos*X=scn*X=l — cos'X , 
dalla  quale  si  deduce 

4cos’X=l.  e cosX=±|- 

Or  questo  coseno  non  può  essere  negativo,  perchè  l’angolo  X sa- 
rebbe ottuso  , ed  il  triangolo  avrebbe  due  angoli  ottusi , il  che 
è impossibile.  Dunque  dev'essere  cosX=ì,  onde  sarà  X=60°. 
E siccome  questo  valore  di  cosX  rende  la  seconda  derivata  nega- 
tiva , perciò  questo  valore  rende  massima  l’aia  del  triangolo.  Onde 
il  triangolo  cercato  ha  due  angoli  ciascuno  di  60° , e per  conse- 
guenza anche  il  terzo  Y sarà  di  60* , e quindi  il  triangolo  sarà 
equilatero.  Dunque  il  massimo  triangolo  che  possa  iscriversi  in 
un  cerchio  è l’ equilatero. 

1 i — 

Essendo  cosX=^,  sarà  sen X=gl/3,  che  sostituiti  nelPcspres- 

3 _ 3 u 

sione  dell’aia  4rsscn’XcosX, danno 4r*-g  1/3=  gr'l/3  per  l’aia 
massima. 

Esempio  4."  Trovare  un  numero  la  cui  radice  di  grado  eguale 
al  numero  , sia  un  massimo. 

Denotiamo  con  x il  numero  cercato  ; dovrà  essere  l/'x  un 
massimo. 

Prendendo  il  logaritmo  relativo  ad  un  sistema  qualunque,  si  ha 


la  cui  derivata  è ( n.  327) 

u , 

—x— L*  U—Lx 
5*  x*  * 

che  a zero  dà  Le — Lx=0,  onde  sarà  Lx=Le,  e passando  da’  lo* 
Lez.  di  Alg.  63 
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garitmi  a’ numeri  dovrà  essere  x=e.  E poiché  la  seconda  deri- 
vata di  , ossia  la  prima  derivata  di 

Le  — Lx  v 2 La: — 3Le 
e ? ’ 

quantità  che  diventa  negativa  quando  si  fa  x=« , perciò  questo 
valore  corrisponde  redimente  ad  un  massimo,  eh’ è | ‘/è. 

Essendo  6 = 2,718281828 , calcolando  questo  valore  massimo 
co'  logaritmi  , si  trova  essere 

1^7=  0,159768. 

Esempio  5°  Trovare  un  numero  la  cui  potenza  di  grado  eguale 
allo  stesso  numero  sia  un  minimo. 

Sia  x il  numero  cercato;  dovrà  essere  xx  un  minimo. 
Prendendo  il  logaritmo  relativo  ad  un  sistema  qualunque,  si  ha 
xLx , la  cui  derivata  è (numeri  326  e 530) 

Lx-t-x-  — , ossia  l^r-t-Lc, 

X 

che  eguagliato  a zero  dà 

Lx  -t-  Le  = 0 

ovvero  Lx= — Le,  e quindi  Lx=L*- 

Onde  passando  da’  logaritmi  a’  numeri  sarà 
x=-= 0,367879. 

t 

Per  conoscere  se  questo  valore  corrisponda  ad  un  minimo,  pren- 
diamo la  seconda  derivata  di  x ",  ossia  la  prima  derivata  di  Lx+Le, 

la  quale  è — ; e siccome  questa  rimane  positiva  quando  si  fa  x=-> 

perciò  questo  valore  di  x rende  realmente  minima  l’espressione  x 
che  diventa 

7 

Valori  delle  quantità  che  si  presentano  sotto  la  forma 

0 x A 

ó ’ So  • 0x*  - oc—  * * 

544.  Consideriamo  la  frazione 

M 

F(x) 

nella  quale  i due  termini  sieno  due  funzioni  intere  della  varia- 
bile x , che  diventino  entrambi  nulle  quando  si  fa  x=a , e pro- 
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poniamoci  di  determinare  il  valore  della  frazione  che  in  questo 
caso  si  presenta  sotto  la  forma 

Facendo  in  queste  funzioni  x=a +h,  indi  sviluppando  ciascuna  con 
la  forinola  di  Taylor,  osservando  che  f(a)= 0 e F(a)=0,  e togliendo 
il  fattore  h comune  a’  termini  de'due  sviluppi,  la  frazione  diventa 

f(a+h)_  /»+ A /»  + £3  r"W+ec- 
F(a+*)  F'(o)-f-oF"W-t-rFgF'"(o)-+-ec.  ' 

Mettendo  in  luogo  di  h il  suo  valore  x — a,  verrà 


(6)  , 

FW~F'(«H-i-aF''(0)(x-0)-t-ri3F'"(o)(x-fl)*+ec.  ’ 


nella  quale  facendo  x—a , si  ottiene 


M-1M 

F(a)  F'(o) 


Se  col  fare  x—a  anche  f{a)  c F(a)  diventano  nulle,  allora  sop- 
primendo ne’  termini  del  secondo  membro  (6)  il  fattore  x — a , e 
poi  facendo  x=.a , si  troverà 

M-£M 

F(o)  F"(a)* 

Similmente  se  anche  f '(o)=0  e F"(a)=-0,  togliendo  il  fattore  h, 
e poi  facendo  x=a,  verrà 


F(o)  F"'(o)  ’ 


e cosi  appresso. 

Da  ciò  si  deduce  la  seguente  regola  : per  trovare  il  valore  della 
frazione  che  diventa  ? quando  si  fa  x=a  ; bisogna  formare 
f’(x)  f"(x)  [""  ' 


la 


serie  delle  frazioni  p, 


0 


F'"(x)’ 


ec.  c Ira  queste  pren- 


dere la  prima  che  non  diventi  g col  fare  x=a 


Giova  intanto  notare  che  non  potrà  ma?  avvenire  che  tutte  le 

frazioni  £rr\,  , ec.  diventino  ^ quando  si  fa  x=a  : 

F(xl  F (x)  F"(x)  0 1 

poiché  se  ciò  fosse,  l'equazione  f[a-hh,—0  dovrebb’ essere  veriOcala 

da  qualunque  valore  di  h,  il  che  c impossibile. 


olii.  Esempio  1 ."  Trovare  il  valore  della  frazione 

a — b 


0 


che  divento  ^ quando  si  fa  x=0. 
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Prendendo  le  derivale  de'due  termini,  si  ha 
a'ia—b'lb 


cala — b*lb , 


c facendo  x=0 , verrà 


la — /6=i  r ; 
0 


che  sarà  il  cercalo  valore  che  prende  la  data  frazione  quando  si 
fa  x=0. 

Esempio  2."  La  frazione 

1 —sena; -(-cosa: 
sena:-)- cosa: — 1 

diventa  ^ quando  si  fa  ,z=90o;  ma  prendendo  le  derivate  dei 
due  termini,  si  ha 

— cosa: — sena: 
cosa: — sena:  ’ 

e facendo  ar=90*,  si  ottiene 

— 0-l_— i 
0—1  ~~—iz 

Esempio  3"  Sia  la  frazione 

7x\ 

a^-t-a: — sen  x ’ 

che  diventa  g quando  si  fa  x=0. 

Prendendo  le  derivate  de’due  termini,  si  ha 

aia:* 


1. 


3.r’+l — cosa?  ’ 


0 


che  anche  diventa  g quando  si  fa  Prendendo  di  nuovo  le 

derivate  de’due  termini,  viene 


12a- 


0 


6a?-|-  scn  x * 


che  del  pari  diventa  g con  fare  a?=0  ; ma  prendendo  un’  altra 
volta  le  derivate  di  ambo  i termini  si  ha 

12 


G-f-cosa?  ’ 


12 


nella  quale  facendo  a-=0,  si  ottiene  gq-j =6,  e questo  è il  va- 
lore della  data  frazione,  quando  si  fa  j?=0. 

346.  Quando  le  funzioni  f{x)  e F(a?)  non  sono  razionali  rispetto 
alla  variabile  oc,  non  è possibile  avere  con  un  metodo  elementare, 
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e nel  tempo  stesso  generale  il  valore  della  frazione  che  riduccsi 

n ^ quando  si  fa  x=a  ; e ciò  perchè  in  tal  caso  il  fattore  x — a 

che  si  annulla  trovasi  nelle  due  funzioni  elevato  a potenze  frazio- 
narie, e queste  funzioni  non  possono  più  svilupparsi  con  la  formolo 
di  Taylor,  onde  l'esposto  processo  a nulla  conduce.  Allora  bi- 
sogna prima  liberare  le  due  funzioni  dal  fattor  comune  (x — a),  e 
poi  fare  nella  frazione  risultante  x=a.  Ma  per  facilitare  la  sop- 
pressione di  questo  fattore,  giova  mettere  x — a=ft,  perchè  in  tal 
modo  il  fattore  da  sopprimersi  essendo  monomio,  è quasi  sempre 
più  facile  ad  esser  messo  in  evidenza.  Sopprimendo  dunque  questo 
fattore,  ossia  dividendo  ambo  i termini  della  frazione  per  la  più  alta 
potenza  di  h ad  essi  comune,  e poi  facendo  nella  frazione  che  risulta 
x=a,  si  ottiene  il  valore  della  proposta  frazione.  Ecco  alcuni  esempi. 
Esempio  4.°  Trovare  il  valore  della  frazione 

( x * — o”);4-a: — a 
(1+x — a)’ — 1 * 

che  diventa  jj  quando  si  fa  x=a. 

Sostituendo  a-t— /i  in  luogo  di  x,  si  ottiene 

(Ìa+h)ì+h 

(1+A)S— 1 " 3A-+-3AM-*1 

Sopprimendo  il  fattor  comune  h,  si  ha 

3+3A-H*  * 

c facendo  A= 0,  risulta  che  sarà  il  valore  cercato. 

Esempio  2."  Sia  da  trovarsi  il  valore  della  frazione 

l)a 

2ar*-&r*— 1-24®*— 39ar+18  ’ 
che  diventa  ^ allorché  si  fa  ar=?=l . 

Mettendo  1-t-A  in  luogo  di  x,  si  ha 

\/h{K+h)+Vh'[^W&v)' 

0SSI9  A^j/fO+A+A^  (5-t-6A-t-2Ay 

1 

sopprimendo  il  fattor  comune  A* , si  ottiene 
^f6-+-3A*-fV 
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nella  qualh  facendo  /i= 0,  si  trova 

Wl ’ 

che  sarà  il  valore  che  prende  la  proposta  frazione  quando  si  fa  x=l . 

547.  Se  col  fare  x=a  , le  funzioni  f{x)  e F(a»)  diventano  en- 
trambe infinite , allora  la  frazione  si  presenta  sotto  la  for- 
0 * * 

ma  di  y.  In  tal  caso  questa  frazione  può  considerarsi  come  rap- 
presentante il  quoziente  delle  due  quantità 

’Wi' 

le  quali  per  x=a  diventano  entrambe  nulle.  Per  conseguenza  la 
proposta  frazione  può  mettersi  sotto  la  forma 

i 

FfrJ  "31* 

A*) 

e prendendo  le  derivale  di  ambo  i termini  del  secondo  membro, 

F» 


verrà 


ir  («)]■_[/•(*: 

A/  - rr«/  i 


[F(x] 


»X 


laonde  sarà 


rt«) 

'irwY 


ri*)  * 


e dividendo  i due  membri  per  y|^j,  verrà 
!_  F'(o) 

FRrw 


dalla  quale  si  ricava 
Così  la  frazione 


M-(M , 

F(«)  F'(a) 

tXx*-l 


1 


1/x  ’ V^l 

si  riduce  a £5-  col  fare  x = l : per  trovare  il  suo  valore  prende- 
remo le  derivate  di  ambo  i termini , ed  avremo 

2 


i 


1)» 
1 


2 Vz*  2l/(x— li* 
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che  co)  fare  £=1  diventa  e quindi  la  questione  non  viene 
risoluta.  Ma  osservando  che 

1 , i 

2l/J*  2l/(i— 1)>  2l/**(*— 1 )*  ’ 

sostituendo  si  ottiene 


4l/x’(x — 1)’ 

che  per  la  soppressione  del  fattore  l/(x — 1)*  comune  a' due  ter- 
mini, si  riduce  a 


41/? 

i/(?R)i(i/(^ir,-i-i/^)‘ 


Or  facendo  in  questa  espressione  x—l,  si  trova 


1/8 


pel  valore  della  proposta  frazione. 

Allo  stesso  risultamento  si  arriverebbe  se  nella  data  frazione  si 
mettesse  1-t-A  in  luogo  di  x,  perchè  verrebbe 


ìji+h) 

1/2A+A» 


1 8(1+*) 
Vh  I/24S 


2(1  -»*) 
1/2-+-A 


l/i  + A + l/S 


' < / |A 
J/X  VtTÀ 


+-1 


) ^ 


*,  + i 

1+A 


e facendo  A=0,  si  avrebbe 


ò48.  Quando  le  funzioni  f(x)  e F(x)  sono  intere  rispetto  ad  x, 
esse  non  possono  addivenire  infinite  se  non  quando  è infinito  x, 

ed  in  tal  caso  per  ottenere  il  valore  della  frazione  ^ basta  ordinare 

i suoi  due  termini  secondo  le  potenze  crescenti  di  x , e poi  di- 
viderli per  la  più  alta  potenza  di  x eh' essi  contengono. 

Sia  per  esempio  la  frazione 

fx ax  m-+-bxm~  * +cx“— * + ■ • • 

Fx  Ax"+Bx"— ,-)-Cx*--*H 

e sia  in  primo  luogo  m<n,  sarà  x“  la  più  alta  potenza  conte- 
nuta ne' due  termini  della  frazione.  Onde  dividendo  per  xn  si  ha 


7W 

m 


xn—  m-hl 


- m-f-2 


A+;+?+* 
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c facendo  ìc=  o*>  si  ottiene 


Ffx)  A 


Se  poi  è m—n,  dividendo  ambo  i termini  per  xm,  si  ha 

/». 


F(*)- 


b c 

<»+-+-.+• 
' . , B C , 


clic  col  fare  #=00  si  riduce  a 

/(«)_  a 

F(x)  A 

In  fine  se  si  ha  m^>»,  sarà  xm  la  più  alta  potenza  contenuta 
ne  due  termini  della  frazione,  onde  divisi  questi  per  a:"*,  danno 


(M- 

Ffxf 


b c 


_.tn— n-f-1 


x x 

clic  pel  caso  di  x=  oo  diventa 

f[x ) a 

- — — !.  Q(5  » 

F(x)  0 

Dunque  quando  col  valore  x=  oc  la  frazione  razionale  ed  in* 
tera 


W) 


diventa  g§-,  il  valore  della  frazione  è zero,  finito,  o in* 


finito,  secondochè  il  grado  del  numeratore  è minore , eguale , o 
maggiore  di  quello  del  denominatore. 

Cosi  le  frazioni 

2x* — 5x-)-3  3x*-7x+-3  bz'-ìx'+'ìx— 1 

x*— 3x*4-7x— 4’  4xM-3x— 10’  2x*4-3x— 7 ’ 

che  si  presentano  sotto  la  forma  ~ quando  si  fa  hanno 

per  valori 


ax8— &x+3  _A  3x*— 7x4-3  3 5x‘— 2x»4-3x— 1 


wa/'ro  uu.  • « »*/  1 un/  J 

c* — 3x’-)-7x — 4 ’ 4x*4~3x — 10  I’  2x*4~3x — 7 


: 00. 


349.  Se  il  valore  x=a  rende  frx)= 0,  c F(x)  = ac,  il  prodotto 
f{x)  x F(x)  si  presenta  sotto  la  forma  0 x 00  ; ma  il  prodotto  di 
queste  due  funzioni  può  considerarsi  come  il  quoziente  di 

^):F^j*  0 P"rC  F(*):/fe’ 

0 00 

che  pel  valore  x=a  diventano  rispettivamente  s ovvero  — . In 

U cc 

questo  caso  dunque  per  ottenere  il  valore  del  prodotto  f(x)xF(z) 
basta  applicare  i metodi  esposti  alla  frazione 

, o all'altra  — 

F(*)  f\*) 
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Esempio  4.°  Il  prodotto  di  x"-log.x,  quando  si  fa  x=0,  diventa 
(ÌXoo , e per  ottenere  il  suo  valore , mettiamo  questo  prodotto 
sotto  la  forma 

lo?.® log.® 

1 x~n 

x* 

Prendendo  le  derivale  di  ambo  i termini  si  ha 

log^  _ «»■>•«  log.«__  1jB[  _ 

x n .r  n ' 8 

— nar"-' 

Facendo  adesso  x = 0 , si  ottiene  0 , clic  sarà  il  valore  cercalo. 
Esempio  2.°  Sia  da  trovarsi  il  valore  dell’ espressione 

(t — x)  lang.-jj-x , che  per  x = 1 diventa  Oxoc. 

SC11 , 1 ftX 

Sostituendo  a lnng.i-x  il  suo  valore  ; 7— 1 , si  ha 

0 * COS-~«r.T 

f 1 — x)sen  ? * x 
cos  • j *x  * 

e facendo  x=1 -+-/»,  questa  espressione  diventa 

— h senJjK-l-^  *h)  _ — hcOs{«h COS7W1 

cos(i«r+j«'/i)  — seni*/i  , sf  i)  1 </i 

JwV 

Passando  al  limite,  ossia  facendo  h = 0,  ed  osservando  clic  in 

questo  caso  e cosO  = J,  questa  espressione  diventa  — =- 

che  sarà  il  valore  che  acquista  l’espressione  (1 — x' tangi^x  quando 
si  fa  x = l. 

5)50.  Se  per  un  valore  di  x—a  la  differenza  delle  due  funzioni 
f(x)— F(x)  diventa  oc  — oc , il  valore  di  questa  differenza  si  tro- 
verà osservando  che 

_i i_ 

„>•,/.  1 > t-'x  f\x) 

f\X)  F(x) — ! ! — 1 • 

/fji  fi*) 

che  si  riduce  a = quando  si  fa  x=a.  Dunque  trovando  il  valore 

di  quest' ultima  espressione,  si  avrà  quello  della  data  differenza. 
Esempio  4.°  Trovare  il  valore  della  quantità 

x — l/x*— 2 ax—a*  , 

che  diventa  oc  — ae  quando  si  fa  x=se  . 

Lez.  di  Alg.  64 
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Moltiplicando  e dividendo  questa  quantità  per  x+\/ x“ — 2ax — a’ 
si  lia 

2 ax-ha* 

x-\-V'  x1 — 2 ax — o* 

clic  con  la  divisione  di  ambo  i termini  per  x diventa 

,,  n* 

2a-\ — 


r xx* 


Facendo  in  questa  x=oo  , si  ottiene  a che  sarà  il  valore  cercato. 
fcsevipio  2.°  Trovare  il  valore  dell’espressione 

stanga; — ^seex 


che  diventa  oc — oo  quando  si  fa  x= 


2 


Sostituendo  a lang.r  e seca:  i loro  valori 


a:  sena: 


2 .rscna: — - 


sena: 
cosa; 
ir 


ed 


cosa: 


, si  ha 


cosa:  cosa;  cosa; 

Prendendo  le  derivate  de' due  termini,  si  ha 


senar-J-xcosx 

— sena? 


•1  — 


xc  osa? 
sena; 


clic  col  valore  , e quindi  di  cos~  = 0,  sen 1 , diventa 

= — 1 : questo  sarà  dunque  il  valore  cercato. 


LEZIONE  XXXVII. 


Decomposizione  di  una  frazione  razionale  in  altre  frazioni 
più  semplici. 

flx) 

551.  Sia  una  frazione  che  abbia  i due  termini  funzioni 
F(.t) 

intere  della  variabile  x.  Si  potrà  sempre  supporre  che  il  numera- 
tore sia  di  grado  inferiore  al  denominatore , perchè  se  fosse  di 
grado  maggiore,  dividendo  l'uno  per  l’altro,  si  avrebbe  un  quo- 
ziente intero  rispetto  ad  x,  ed  una  frazione  il  cui  numeratore  sa- 
rebbe di  grado  inferiore  a quello  del  denominatore.  Possiamo  an- 
cora ammettere  che  i due  termini  f(x),  c F(x)  della  frazione  sieno 
primi  tra  loro,  poiché  se  avessero  un  divisor  comune  si  potrebbe 
sopprimere  in  entrambi.  Dunque  se  m è il  grado  del  denomina- 
tore F(x) , quello  del  numeratore  f(x)  non  potrà  essere  tutto  al 
più  che  m — 1. 


Digitized  by  Google 


— 507  — 


Ciò  poslo , mettendo  il  denominatore  eguale  a zero  si  ha  l’equa- 
zione F(x)=0,  le  cui  radici  daranno  luogo  a tre  casi:  l.°  che 
sieno  reali  e disuguali  ; 2.°  che  sieno  reali  e che  ve  ne  abbiano 
delle  multiple;  3."  che  le  radici  ne  contengano  delle  immaginarie. 


552.  l.°  Caso.  Sieno  a,  b , c,  d...k,l,  le  m radici  reali  e 
disuguali  dell’equazione  F(x}  = 0 e proponiamoci  di  determinare 
i valori  che  dovranno  avere  le  costanti  A,  B,  C,  D,...L,  affinchè 
si  abbia  l’ identità 


(1) 


+ . . . +JL. . 

ì[x)  x—a  x — b x — c x — l 


Addizionando  le  frazioni  del  secondo  membro,  con  ridurle  prima 
allo  stesso  denominatore,  si  avrà  una  fraziono  il  cui  numeratore, 
che  dinoteremo  con  ft(x)  sarà  del  grado  m — 1.  Or  questo  nume- 
ratore ft(x)  si  renderà  identico  all’  altro  f(x)  del  primo  membro 
con  eguagliare  tra  loro  i coefficienti  determini  che  in  entrambi  con- 
tengono la  stessa  potenza  di  x;  ciò  che  darà  m equazioni  di  primo 
grado  tra  le  m incognite  A,  B,  C....L,  e quindi  danno  il  mezzo 
a determinarle.  Ma  la  risoluzione  di  queste  m equazioni,  fatta  coi 
metodi  ordinari,  è in  generale  un’operazione  lunga  e noiosa,  mentre 
i valori  di  queste  incognite  si  possono  trovare  con  somma  facilità 
per  mezzo  delle  derivale,  nel  seguente  modo. 

Moltiplicando  i due  membri  dell’equazione  (1)  per  F(x),  si  ha 


(2) 


f{x)=A 


F[x) 


B 


x — b 


•+L 


F(*) 


la  quale  perchè  identica,  dev’essere  soddisfatta  da  qualunque  va- 
lore che  si  assegni  ad  x.  Facciamo  dunque  x=a ; è chiaro  che 
il  primo  membro  diventa  f(a),  e nel  secondo  membro  tutti  i ter- 
mini svaniscono  a causa  del  fattore  x — a contenuto  in  F(x),  ec- 

Ff  3?)  0 

cetto  il  primo  termine  A-^— ^ che  si  presenla  sotto  la  forma  ^ 

a cagione  del  fattore  x — a comune  a’  due  termini  della  frazione 
Ma,  secondo  la  regola  del  numero  54i,  essendo  F'(x)  la 
derivata  di  F(x),  ed  1 quella  di  x — a,  sarà  F'(a)  il  valore  clic 
prende  quando  si  fa  x=a , c perciò  il  secondo  membro 
diventa  A.F'(a);  onde  l’equazione  (2)  si  riduce  a 
f(x)=A . F'(a) , 

dalla  quale  si  ricava 

v-.&L 


(3) 


A — '-ili.  • 

F'H 


Per  la  stessa  ragione  facendo  nella  medesima  equazione  (2) 
x—b , x—c , . . . x—\ , 

/W  r_/R  r_/ÌÌ 


si  avrà 


B= 


w 


y 


Digitized  by  Google 


— 508  — 


Dunque  i numeratori  delle  frazioni  semplici  sono  i diversi  valori 
che  prende  la  frazione  quando  in  luoyo  di  x si  mette  suc- 
cessivamente ciascuna  radice  a,  b,  C...1  di  F(x)=0. 

Esempio.  Voglia  decomporsi  in  frazioni  semplici  la 


frazione. 


2ji5 — 16x*-+-24x — 6 
x4 — 5x3-t-5x*-t-5x — 6 


Eguagliando  a zero  il  denominatore , si  lm  1'  equazione 
x4 — 5x3-t-5;caH-5x — 6=0 , 

le  cui  radici  sono  1,  — 1,  2,  3,  cioè  tulle  reali  e disuguali,  onde 
si  farà 

2x3—  16x*-t-24x— 6 __  A B C D 

x4— Sx'+ox'-i-ox — 6 x — 1 a-)-l  x — 2 x — 3 

Inoltre  essendo  4x3 — 15x’-t-10x-}-5  la  derivata  del  denominatore, 
si  formerà  la  frazione 


2x3 — 16  x*+24x — 6 
4x*— 15xl+10x-l-5  ’ 


nella  quale  facendo  successivamente  x=l,  x= — 1,  x=2,  ed  x=3, 
si  ottengono  i corrispondenti  valori  de’  numeratori  delle  frazioni 
semplici 


Con  la  sostituzione  di  questi  valori  si  avrà 

2-r3—  16xM-24x-G  _ 1 _2_  _2 3 

x*— SxH-ox’-i-ox — 0 x — 1 x-J-1  x — 2 x — 3 


553.  2.°  Caso.  Consideriamo  ora  il  caso  in  cui  l’equazione  F(x)=0 
abbia  n radici  eguali  ad  a;  sarà  F(x)  divisibile  per  (x — a)H,  e se 
dinotiamo  con  F,(x)  il  quoziente,  si  avrà  F(x)=(x — aj"F,(x),  la- 
onde dovrà  essere 


(4) 


f(*)__ fi*) 

F(x)  (x— «)"F,(x) 


Or  non  è possibile  sviluppare  questa  frazione  con  la  formola  (1) 
del  numero  precedente,  dacché  se  si  stabilisce  l'equazione 

f[x)_  A,  + A,  A,  | A,  <f[x) 

F(x)  x — o x — a "T_  x — a x — a F,(x)  ’ 

siccome  le  prime  n frazioni  del  secondo  membro  hanno  lo  stesso 

M 

denominatore,  così  la  loro  somma  si  riduco  ad , quando  si  fa 

M=:A1-}-A3-|-Aj+  • • • — t—  A ; 
e quindi  l’ equazione  diventa 

?(■*) M , <p(j)  MF,(x)-(-(x— n)if[x)_ 

F(.r)— x-n^F Jxf^  (*-«)F,(x)  3 
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risultamento  assurdo,  poiché  il  denominatore  del  secondo  membro 
tiene  il  fattore  x — a al  primo  grado,  mentre  questo  fattore  è 
alla  potenza  n“ima  nel  denominatore  del  primo  membro,  il  quale 
è una  frazione  irredutlibile. 

Per  conoscere  intanto  la  forma  clic  deve  avere  lo  sviluppo  della 
proposta  frazione,  stabiliremo  il  seguente  teorema. 


Teohema.  La  frazione  razionale 


JW 

FW 


il  cui  denominatore  ha  il 


[attore  multiplo  (x — a)“ , e che  perciò  è F(x)=(x — a)”F1(x) , potrà 

sempre  decomporsi  in  due  parti  , nelle  quali 

A,  è una  costante,  e f,(x)  un  polinomio  intero  e razionale. 

In  fatti  qualunque  sia  il  valore  di  A,  si  ha  sempre  identicamente 


(■6)  /!*)-  n*)  - A»  , /tx)-A0F,(r). 

K > F(x)  (x  — anF,(x)  (x — a)"  (x—afF^x)  ’ 

ed  affinchè  la  seconda  frazione  del  secondo  membro  non  abbia  al 
denominatore  che  la  potenza  (n — l)"ima  del  fattore  x — a,  è ne- 
cessario c sufficiente  che  x — a divida  il  numeratore  f(x) — A0F,(xj. 
e quindi  ò d'uopo  che  a sia  radice  dell’equazione  f(x) — A,F,(x)=0; 
vale  a dire  che  si  abbia 


dalla  quale  si  deduce 


fla)-A.Fx(a)=0 , 

M . 


* F .(•)’ 

c questo  valore  di  A,  non  sarà  mai  infinito,  dacché  F,(a)  non  potrà 
essere  mai  zero. 

Or  poiché  x — a divide  f[x) — AgF,(x),  se  rappresentiamo  il  quo- 
ziente cop  ft(x),  dovrà  essere 

t(x) — A.F  l[x)=(x — a)f ,(.c) 

e quindi  sarà 

f[x)— A0F,(a:)_  [x— a)  fa)  \[jp) 

{*—r*JLx)  -(x~oYUx)^p-a)^t\{xy 

che  messo  nell’equazione  (5)  darà  , . 

fi*) A,  <<  Afe)1 

F(ar) — (x — o)n  (x_o)»-«F,(x)  ’ 

eh’ è quanto  dovea  dimostrarsi. 

Couollauio.  Applicando  lo  stesso  teorema  alla  frazione 

Afe) 

(*— o)»-«FI(x)  ’ 

questa  potrà  decomporsi  nelle  due 

A,  , Afe) 

(.r — n)"~ * (x — a)n~iF1'x)  ’ 
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c del  pari  questa  seconda  frazione  potrà  decomporsi  nelle  due 
altre 


A, 


(x — (x— fl)n— ^(xj  * 

c cosi  continuando , si  vede  che  la  proposta  frazione  potrà 
decomporsi  nel  seguente  modo 


fi*). 

fw 


A, 


A, 


À»| — 1 


(x — a)*  (x — a)"— 1 (x — a)*—*  (x— a)" 


(*— «) 


essendo  A0,  A,,  A,,  A,,  ec.  quantità  costanti,  e fR(x)  una  fun- 
zione intera  di  x. 


554.  Per  determinare  i valori  delle  costanti  A0,  A,,  A,,  ec. 
si  usa  ordinariamente  ricorrere  alle  derivale  ; ma  queste  non  of- 
frendo pel  caso  attuale  un  mezzo  cosi  facile  come  quello  sommi- 
nistralo pel  caso  precedente,  noi  preferiamo  d’ impiegare  un  altro 
metodo  che  non  richiede  fuor  che  una  semplice  divisione  algebrica. 

Nell'equazione 

flx)_  f{x) 

Y[x)  (x — o)"F,(jr) 

facendo  x=a-t-A,  si  ottien» 

n«+h) f(a- f-A) 

F [a-\-h)  A'F,  (a-+-A) 


Ordinando  i due  polinomi  f{a-hli)  e F^a-f-A)  secondo  le  potenze 
crescenti  di  A,  indi  facendo  la  divisione  del  primo  pel  secondo, 
c prolungando  l’operazione  fino  a che  si  abbia  nel  quoziente  il 
termine  con  A"- •;  si  avrà  un  quoziente  che  può  essere  rappre- 
sentato da 


A^AjAH-A./^-t-AjA3-!--  • •+A«_jA*  *, 


ed  il  resto  sarà  un  polinomio  di  cui  ciascun  termine  sarà  divisi- 
bile per  hn.  Sia  A"R  questo  resto;  sarà  R un  polinomio  intero; 
si  avrà  dunque 


n«+ a) 


A.R 


-A0+A  • . .-f-A*_iA*  *4-  iry*— “tt 


F,(o-(-A)  1 1 1 ■ F,(a+h) 

Dividendo  i due  membri  per  A”  e poi  rimettendo  x — a in  luogo 
di  li,  verrà 


fi*)  _ A,  A,  A.  , , A.-1  /•,(*) 

(x— n)"F1(x)  (x — a)'1  (x — a}1»— * (x— a)»— * x — a F,(x)' 

essendo  f/x)  ciò  che  diventa  R quando  si  mette  x — n in  luogo  di  A. 
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• • «J*) 

Dunque  la  parte  dello  swluppo  di  di' è relativa  alla  radice 
multipla  a è 


Ab-1 


(x — a)'1  (x — 1)"— • (x — «)»-* 


(x — a)»—* 


555.  Si  possono  in  questo  modo  determinare,  indipendentemente 
le  uno  dalle  altre,  le  parti  dello  sviluppo  relative  a ciascun’ altra 
radice  multipla  dell’equazione  F(x)=0  ; ma  è sempre  più  facile 
applicare  immediatamente  lo  stesso  metodo  di  decomposizione  alla 

frazione  • che  completa  Io  sviluppo  precedente.  Per  esempio, 

*ir) 

se  l’equazione  F(x==0,  oltre  la  radice  multipla  a,  ammette  an- 
che l'altra  6,  allora  sarà  F,(x)=(x — b)rFJx]  ; ed  applicando  alla 

f f 3?  ) 

frazione  lo  stesso  metodo  di  decomposizione  si  avrà  lo  svi- 

*.(*) 

luppo 

fAx) Bq  i B,  j B, , i B;>— i t f,(x) 

(x — by  (x — b)P~l 


F,(x)  (x — by  ‘ (x — à)P~1  1 (x— bjP—' * 1 1 x — b ’ F,(x) 

Del  pari  se  c è una  terza  radice  multipla  della  stessa  equazione 
F(x\=0  , sarà  F4(x(=(x  — c)?F,(x) , e quindi  si  avrà  lo  sviluppo 

Ato  _ C0  , C, C. 

F,(x)  (x — c]1  (x — c)*—' 1 (x — c)i— * 

e cosi  proseguendo. 

Esempio  4.°  Sia  la  frazione  razionale 

3j»_5x-|-3 


+ 


. fiiy) 

x— c Fj(x)  ’ 


X4— 7XV18X1— 20X+18 

che  voglia  svilupparsi  nelle  frazioni  semplici.  Essendo 
x*— 7xJ-t-18x* — 20x-|-8='x — 2)’(x — 1) , 

sarà 

f[x)= 3x* — 5x-t-3  , F/x)=x — 1 , <i=2  , ed  n=3. 

Quindi  nella  frazione 

ftx)  3x“ — 5x-f-3 

P,(x)  X — i ' 

si  farà  x — 2 =A  , ossia  x = 2-t-A,  ed  ordinando  i due  termini 
secondo  le  potenze  crescenti  di  h , si  ottiene 

5+7A+3A* 

1+A  ’ 

Facendo  la  divisione  e limitando  il  quoziente  Gno  al  termine  con 
A”,  si  trova 

A* 


5-1-2A4-A*- 


i+A  ’ 
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clic  diviso  per  A’  e messo  x — 2 in  luogo  di  A diventa 

» . _a_  , A L 

(x— 2)*  ^ [x — 2)*  ^ ir— 2 ir— 1 ' 

clic  sarà  lo  sviluppo  cercato. 

Esempio  2."  Sia  da  svilupparsi  in  frazioni  semplici  la  frazione 
razionale 


3x’—  18x’-hl9x— 8 
ir*—  Sx’+Gx*— 3x“— 3x+2  ‘ 


Siccome  il  dcnominalore  si  decompone  ne’ fattori 
(x— l)’(x-i-l)*(x — 2) , 

cosi  per  trovare  la  parte  dello  sviluppo  relativo  al  primo  fattore 
(x — j)1  si  farà 

(x-l)5(x-t-l)*(x— 2)==(x— 1)*F,(x) , 

onde  sarà 


F,(x)=(x+l)*(x — 2)=x* — 3x — 2 , 
f;.z')—'3x' — 18xa-+-19x — 8,  a= 1,  ed  n=3. 

E perciò  nella  frazione 

f[x)  3x’— 18x*+19x — 8 

x*— 3x-2 

ponendo  x=t-v-A,  ed  ordinando  i due  termini  secondo  le  potenze 
crescenti  di  A , verrà 

fx)  —1 — 8/i— 9/i*4-3/ij  _4+8A-|-9A*-3As 

F,(x)  — — 4-h3A*+A’  — 4— 3 A* — .**  ~ ' 

Facendo  la  divisione  e limitando  il  quoziente  fino  al  termine  con 
A* , si  avrà 


fi*) 


= l + 2A-4-3A*- 


4A*-t-l  1AM-3A* 


F,(xj * ""  ' ' 4— 3A*— A*  * 

die  divisa  per  A1,  e poi  messo  x — 1 in  luogo  di  A,  diventa 
f[x)  1 2 3 3x*-t-5x — t 

(x-l)*F,(x)  ~ (x— l)*  + (x—  l)*  + x— 1 x*— ;ix— 2 * 


i cui  tre  primi  termini  sono  lo  sviluppo  relativo  alla  radice  tripla  -f-1 . 

Per  trovar  l’altro  sviluppo  corrispondente  alla  radice  doppia  — 1, 
osserveremo  che  in  quest' ultima  frazione  il  denominatore  si  de- 
compone in  (x+l)*(x— 2),  per  la  qual  cosa  sarà 


F,(x)=x — 2 , f,[x)= 3x*-t-5x — 4 , 6= — 1 , e p= 2. 


Quindi  nella  frazione 


f,(x) 3x*-f-5x — 4 

Fa(rr)  x— 2 

facendo  x— — 1 -t-A , ed  ordinando  i due  termini  secondo  le  po 
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lenze  crescenti  di  h,  si  ottiene 

/■(•*)_— 6 -ft-t-3/!8  G-H>— 3A* 

F,(ar)  — 3-f-A  — 3 — h 

Eseguendo  la  divisione  e limitando  il  quoziente  fino  al  termine 
con  h , ossia  fino  al  secondo  termine , si  ha  I'  equazione 

/«(*) O ■ k 

3 — h * 

che  divisa  per  A4,  e poi  messo  ar+t  in  luogo  di  h,  diventa 
A(f)  _ 2 . 1 , 2 

{é+lj1F.(*)— (*+!)•  *+-1  ^ ’ 

nella  quale  le  due  prime  frazioni  sono  lo  sviluppo  relativo  alla 
radice  doppia  — 1,  e l'ultima  è per  la  radice  semplice  2. 

Sostituendo  questo  trinomio  in  luogo  delia  frazione  che  com- 
pleta lo  sviluppo  precedente  , si  trova  che 

3#’ — 18x*-f-i9a: — 8 


x'— 3x!4-6x* — 3a-a — 3x4-2 

2 12  1 


2 


(x-1)1^  x— 1 (x-M)*  *4-1  *-2 

556.  3.°  Caso.  Tutto  quello  che  si  è detto  per  i due  casi  prece- 
denti rispetto  alle  radici  reali , semplici  o multiple , si  applica 
egualmente  al  caso  delle  radici  immaginarie  ; perchè  i ragiona- 
menti fatti  per  lo  sviluppo  della  frazione  razionale  in  fra- 
zioni semplici  sono  indipendenti  dalla  natura  delle  radici  dell'equa- 
zione F(x)=0  , e quindi  reggono  anche  quando  tutte  o parte  di 
queste  radici  sono  immaginarie.  Cosi  se  questa  equazione  ammette 
la  radice  «4/31/ — 1,  e quindi  anche  la  sua  coniugata  <t — pi/ — 1; 
in  tal  caso  i numeratori  delle  due  frazioni  semplici  corrispondenti 
a queste  radici  si  potranno  ottenere  come  per  le  radici  reali,  dalla 
formola  (3) , o dalla  regola  corrispondente  ; c questi  numeratori 
saranno  perciò 

e fi*— 

F'(*— pi/— l)  F'(*-+-p|/-l)  * 

onde  queste  due  frazioni  semplici  saranno  della  forma 
A+Bl/TI  A— B1/-1 

oc — » —pi/ — 1 x— «4-pl/ — 1 

Ma  per  evitare  in  questa  decomposizione  la  presenza  degl’ imma- 
ginari , basta  addizionare  queste  due  funzioni , il  che  dà 


A-f-Bl/— I A— Bl/^1  _2A(.r-*)— 2B3_2A.r--2'A*-t-lip; 

or— {*— “)*4-p2  •*•— 2*x-f**4-p*' 

Le:,  di  Alg.  83 
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la  quale  col  fare  2A — M,  e — 2(A«-hBj9)=N,  prende  la  forma 

Mx+N 
x'+px+q  ' 

Dunque  ad  ogni  coppia  di  radici  immaginarie  coniugate  corrisponde 
una  frazione  reale  che  ha  il  numeratore  di  primo  grado , ed  il 
denominatore  di  secondo. 

557.  Supponiamo  in  ultimo  clic  il  denominatore  F(x)  della  data 
frazione  contenga  n volte  il  fattore  di  secondo  grado  x*+px-t-q 
proveniente  dal  prodotto  (x — « — jSJ/ — l)(x — — t)  , e 

che  perciò  si  abbia 

F(x)=(x*-f-px-H)nF,(x)  : 
in  questo  caso  si  farà 

F(.t) 

M0a;+N0  M,x+N,  , Mn-i.r+Nn-i  <p,(x) 

(a;“-|-px— q)"  [x'+px +9)"-1  {x'+px-ì-qy'-*  r x‘+px—q 

Facendo  sparire  i denominatori  con  moltiplicare  il  primo  membro 
per  F(x)  ed  il  secondo  per  (x’-hpx+qfl'/x),  di' ò quanto  F(x), 
verrà 

^(x)=(M0.r+N0)F,(x)+(M1x+NI)(x*/)x4-(/)F1{x)4  (M.x+N  J(x’+-px+9)*Fl(x)+, . . 
-h(M»_  ìX-t-Nn-^fx’-f-px  -H?)"- ,F1(x)+(x’+px+  q)n?(x) , 
e quindi  sarà 

(6)  f(x) — (M,x+N0)F/x)= 

(M,x-f-NI)(x*-f-px-f-g)F,(x)-|-(M,x-l-N11)(x,,+/)x-+-g),F1(x)-t- 

...+(M»_ix+-NI1-i)(x’+px+q)"-,FJ(x)+(x*-f-px-t-qnf'x). 

E poiché  il  secondo  membro  è divisibile  per  x*-t-px-t-<7,  il  primo 
lo  sarà  del  pari;  onde  se  rappresentiamo  con  ft(x)  il  quoziente 
dovrà  essere 

(7)  ft®)— M0x4-N/F1(x)=(x*-t-px-4?)/‘l(x). 

Ma  in  questa  relazione  il  secondo  membro  si  annulla  con  fare 
x ss  a ■+■  8j/. — 1,  dunque  anche  il  primo  dovrà  annullarsi,  e perciò 
dovrà  essere 

f(a  + i SI/ITÌ)  — [M0(«  + j5l/~l)  + N0]F,(«  -HSt/“l)=0  . 

nella  quale  eguagliando  tra  loro  le  quantità  reali  e tra  loro  i 
coefficienti  di  1/ — 1 , si  avranno  due  equazioni  con  le  due  inco- 
gnite M0  ed  N0,  e quindi  queste  incognite  resteranno  determinate. 
Mettendo  nella  (6)  in  luogo  del  primo  membro  il  suo  valore  dato 
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dalla  (7),  poi  dividendo  ambo  i membri  per  x'+px+q,  si  ottiene 

+(M»_iJH-Nn-i)(®,'+-pa:-t-9)*_sFI(x)’H-(x*H-px-|-g)»-,f(ar)  ; 
che  somministra 

/"«(*) — (M,«+^)F,(a:)=(M1*-t-N,ìi>,+par+-g)FI(a:)H- 

(8)  +(Mn-ix-+-X„_i)(a:* — ■px+q)n-*+(x*-+-px+q)*-tf'x). 

Ma  il  secondo  membro  di  questa  è divisibile  per  x*-\-px -f- q , 
dunque  lo  sarà  anche  il  primo  ; onde  se  dinotiamo  con  fjx)  il 
quoziente  sarà 

(9)  /■.(*)— $hx+Xl)Y/x)z=(x‘+px+q)ft(x). 

Or  se  in  questa  equazione  si  fa  x=a+pl^ — 1 il  secondo  mem- 
bro diventa  zero,  dunque  sarà  zero  anche  il  primo,  e quindi  sarà 

/“.(«  -I-  py~l)  - [M,(«  4-  Pì/^—ì)  -KN,]F,(a + P\/~\) = o ; 
ed  eguagliando  tra  loro  le  quantità  reali  c tra  loro  i coefficienti 
di  1/ — 1,  si  otterranno  due  altre  equazioni,  per  mezzo  delle 
quali  si  potranno  determinare  i valori  di  M,  e di  N,. 

Nella  (8)  messo  in  luogo  del  primo  membro  il  suo  valore  dato 
dalla  (9)  e poi  tolto  il  fattore  xa-\-px-\-q  comune  a’ due  membri, 
resta 

fj*) — (M^c-t-N JF,»+ . . . 

-t-  ^Mn  _ ì x-f-Nn-iX*"-+-p^-t-</)B''  : 

c quindi  sarà 

/■,(*)— (M.a :+N,)F,l»= 

. . .+(MH-i*+Nn-i)(a;,-|-;)a:-t-g),*-3F1(ar)-t-(a;*-+-px+q)"-*r(a;). 

Ma  il  secondo  membro  è divisibile  per  x*-\~px+q , dunque  lo  sarà 
anche  il  primo , c perciò  se  indichiamo  con  fjx ) il  quoziente  , 
dovrà  essere 

fjx) — (M.x+N,)  F,(x} = {x'-hpx+q(fjx) . 

Or  se  in  questa  equazione  si  fa  x=<*+p\/ — 1,  il  secondo  mem- 
bro va  a zero,  dunque  andrà  a zero  anche  il  primo;  c quindi 
dovrà  essere 

fi*  + pi/—  l) — [M,(«  4-  (3l/—l)+  N,|F,(«  -4-  fV— 1)=0 , 

e questo  si  divìderà  in  due  allre  equazioni  con  eguagliare  separa- 
tamente tra  loro  le  quantità  reali,  ed  i coefficienti  di  l/ — 1,  e 
queste  due  equazioni  faranno  determinare  i valuri  di  M,  e di  N.. 
Nello  stesso  modo  procedendo  si  determineranno  successivamente 
i valori  di  M,  ed  N, ; di  M,  ed  N4...  di  M„_i  e di  N„_j. 
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558.  Esempio  4."  Sia  da  decomporsi  in  frazioni  parziali  la  fra- 
z.one  razionale 

Per  trovar  primieramente  la  parte  dello  sviluppo  relativa  al  fat- 
tore ( x — 1)*,  metteremo 

3x-+-l  A B 3x-+-l 

(x — l)‘(x*4-l)*  “ (x— 1)*  + + (x*4-l)* 

e per  determinare  A e B faremo  x = 1 4-  A , ed  avremo 


l4-3/i 14-3A 

A*(24-2A4-A*)*  ~ A,(44-8A4-8A,4-4A*4-A*)  ‘ 

Facendo  la  divisione  c limitando  il  quoziente  al  secondo  termine, 
si  avrà 


„ 5 L . 2A*4-6A’4-4A4  -f-J  A»  ' 

1 4 " ^ 44-8A4-8A*4-4A54-A‘  ’ 


che  diviso  per  A*,  e messo  x — 1 in  luogo  di  A , somministra 

3x-+-l  1 5,1  5xs4-x*-f-7x— 5 

1 ' (x— l)‘(x,4-l),— \x—  1)*  4(x— 1)+ 4 (x*4-l)* 

Per  avere  poi  lo  sviluppo  relativo  alle  radici  immaginarie  x=\/ — 1 
ed  x— — l/—  1 provenienti  da  x*4-l=0 , si  farà 

,,,,  5x’-|-x*4-7x — 5 Mx4-N  , M'x+N' 

' ' (x*4-l)*  — (x"4-l)4  x*4-l  ’ 

che  per  la  sparizione  de'  denominatori  si  riduce  a 

5x’4-x*4-7x— 5=Mx4-N4-(M'x4-N')(x*-+-1) 
c quindi  sarà 

5xs4-x*4-7x— 5— (Mx4-N)=)M'x4-N')(x*4-1). 

E da  questa  equazione  si  vede  che  il  fattore  M'x-t-N'  è il  quo- 
ziente del  primo  membro  diviso  per  x*4-l.  Inoltre  siccome  il  se- 
condo membro  di  questa  equazione  si  annulla  quando  si  fa  x=l/—  ì, 
il  primo  deve  anche  annullarsi,  onde  dev’essere 

14-71/—1— 5— (MI/— Ì4-N)  = 0 


che  coll’  eguagliare  separatamente  a zero  le  parti  reali  ed  i coeffi- 
cienti di  1/ — 1 , dà 

M=2,  ed  N= — 6. 


Con  questi  valori  la  quantità 

5j,4-x,4-7x — 5 — (Mx-t-N) 


diventa 


3x3  4-x*4-  5x  4-  l=(ox4- 1)  (x*4- 1 ) 
la  quale  divisa  per  x’4-1,  dà  5x4-1,  laonde  sarà 
M'x4-N'=5x4-1. 
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Con  la  sostituzione  di  questi  valori  1* equazione  (11)  diventu 
5**-t-x*4-7x — 5 2x— 0 , 5#+*  . 

JZ+tf  — (TO?  x*+l  ’ 

onde  la  (10)  darà  per  lo  sviluppo  cercato 

ar-t-l  1 3 . . *—'• 8 , _j>g±L . 

4(*— i) + 2ix*+i)*  *p+i) 

Esempio  2."  Sia  da  decomporsi  in  frazioni  parziali  la  quantità 

7x*-22x,423x— 10 

*)(*■— to+5?' 

Per  avere  la  prima  parte  dello  sviluppo  relativa  alle  radwi  imma- 
ginarie 1*1/— 1 somministrate  dal  fattore  x*-2x-H  2=0 , 
faremo 

4 Tx’ — 22x*-f-23x — 10  Mx4N  M*x4N' ! (Mi — 

(12)  (;r— l)(x-2)(x*— 2x42)  (x*— 2x+2)*  x*— 2x42  (x— l)(x  2). 

clic  liberata  da’ denominatori  diventa 

7x5 — 22x*-f-23x — 10= 

(Mx4N)(x — l)(x — 2)+(M'*4N')(z — l)(x — 2)(x*  2x42)4A(x)(x*  2x42)> 
e quindi  sarà 

( 1 3)  7xJ — 22x*423x— 1 0— (Mx4N)  (»— 1 ) (x— 2)=s= 

(M'x-t-N')(x — 1)  (x-2)  (x*— 2x-t-2)4  f.(»)  (x»-2x42)V 

Ma  il  secondo  membro  si  annulla  quando  si  ta  xz=\+ì/—\  * 
dunque  anche  il  primo  deve  annullarsi , e perciò  dev  essere 

7(l +j/—l)5 — 22(l  4l^T),423(l4l/^l)-10= 

[M(l4l/—  Ì)-+-N](l4l/—  l-~l)(l4l/— 1—2) 

che  si  riduce  a 

_l_7l/Zrj—_N— (2M4N)1/— 1 . 

onde  sarà  M=3,  ed  N=l.  . ... 

Messi  questi  valori  nell’  equazione  (13)  si  ottiene 

4xJ — 14x*420x — 12= 

(M'x— lN')(x— i)(x— 2)x*-“2x42)4r,(x)(x*— 2x42)\ 

che  divisa  per  x* — 2x42 , dà 

4x — 6=(M'x4N')  (x— 1)  (x— 2)4/‘i(x)(x*— 2x42)  . 
e quindi  sarà 

(14)  4x — 6 — (M'x4N')  (x— 1)  (x— 2 )=(Jx)  (x‘— 2x42)- 
Ma  il  secondo  membro  va  a zero  quando  si  fa  x = 1 4 V—  1 . 
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dunque  anche  il  primo  andrà  a zero,  e perciò  dev'essere 
4(1+.^!)— 6=[M(l+|/^T)+N](l+l/^I— 1—2) 
ossia 


— 24-41/— I=— N— (2M'+N')t/— 1 , 

che  somministra  M'= — 3 , ed  N'=2. 

Con  questi  valori  l’equazione  (14)  diventa 

3x‘ — llx*4-16x — 10=/'l(x)  (x* — 2*4-2) , 
che  divisa  per  x* — 2x+2  si  riduce  a 
3x — 5 =fl(x). 

Onde  nell’equazione  (12)  sostituendo  i valori  di 

M=3,  N=1 , M’=— 3,  N =2,  fl{x)=3x— 5, 


si  ottiene 


7x*— 22x*4-23x— 10 
(x-l)(x— 2)(x*— 2x+2)  — 


3x4-1 


3x — 2 


3x — 5 


x* — 2x-|-2)*  x* — 2x+2 

Or  per  avere  l’altra  parte  dello  sviluppo  relativa  a 
3x — 5 . 3x — 5 


(x — l);x — 2) 


(x-l](x-2) 


ossia  a 


x* — 3 2 ’ 


faremo 


3x— 5 _ A , B 
x* — 3x4-2  x — 1 "+"  x — 2 * 

e per  determinare  i valori  di  A e di  B , formeremo  la  frazione 

3x — 5 
2x — 3 ’ 


nella  quale  il  denominatore  è la  derivata  di  x* — 3x-t-2  prodotto 
di  (x — l)(x — 2);  e facendo  in  questa  frazione  successivamente 
x=l , ed  x=2,  si  ottiene  A=2,  e B=1 , onde  sarà 
3x — 5 _ 2 1 

(x— i](x^2)  x — 1 + x— 2 ’ 

che  sostituita  noU’equnziono  (lo)  dà 
7x*— 22x*+23x— 10  2 1 3x— 1 3x— 2 

(x — l)(x— 2)(x* — 2x-f  2)*  x — 1 1 *-2+(x‘— 2*4-2)*  x'— 2*4-2’ 


559.  È da  notarsi  intanto  che  per  la  decomposizione  di  una 
frazione  razionale  in  frazioni  parziali,  oltre  a’  melodi  esposti  , 
potrebbe  anche  adoperarsi  quello  de’  cocflìcienti  indeterminati  : 
ecco  in  che  modo.  Prendendo  la  frazione  di  questo  secondo  esem- 
pio, si  farà 

7x* — 22x*4-23x— 10  _ A B Mx+N  M'x4-V 
(x  - 1 )(x— 2)(x*— 2x4-2)* — x— 1 + .r-24”  (*»— 2*4-2)*~f~x’— 2x-)-2 
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e facendo  sparire  i divisori,  si  ha 

7x’— 22x*-i-23x— 10=A(x— 2)(x* — 2x-t-8)*-+-B(x — l)(x'— 2x-t-2)* 
-KMx+N)(x— l)(x— 2)-HM'xH-N')(x*— 2x-»-2)(x— i)(x— 2). 

Sviluppando  il  secondo  membro  c poi  ordinandolo  secondo  le  po- 
tenze decrescenti  di  x,  si  ottiene 

7x’ — 22x*-t-23x — 1 0=A  x* — 6A  x^-f-lOAjx1 — 21 A x*-f-20A  x — 8A 
B — 5B  12B!  — 16B  12B  — 1B 

M'  — 5M'|  M — 3M  2M  2N 

N'  10M'  N — 3N  IN' 

i — 5N'  — 10M'  4M' 

| j 10N'  — ÌON'I 

Eguagliando  separatamente  i coefficienti  de’  termini  che  ne’  due 
membri  contengono  la  stessa  potenza  di  x,  si  hanno  le  sci  equa- 
zioni di  primo  grado 

A B-t-M  =0  , 

— 6A— 5B-5M'-+-N'=0  , 

16A-f-12B-t-M+-10M'— 5N'=7  , 

— 24A— 16B— 3M+N—  t0M'+10N'=— 22  , 
20A-+-12B+2M— 3N4-4M’— 10N'=23  , 

— 8A— 4B+2N-t-4N'=— 10  , 
le  quali  risolute  somministrano 

A =2  , B— 1 , M=3  , N=1  , M'= — 3 , N'=2  , 
e perciò  lo  sviluppo  cercato  sarà 
7x*— 22x*-|-23x— 10  _ 2 , 1 3x+l  3x— 2 

(x— l)(x— 2)(x*-2x4-2),— *i^+x— 2+(x*— 2x-+-2)«  x*— 2x+2 : 

come  si  è trovato  qui  sopra. 

Per  applicare  lo  stesso  metodo  alla  frazione  del  primo  esempio, 
si  metterà 

3x-t-l  A B Mx-t-N  M'x-f-N' 

(x— l)*(x,-H),—  (x—  l)*  + x— l^x’-t-l)*"*"  x*-t-l  ’ 
che  liberata  da’ denominatori  diventa 

3x-f-l= 

A(x*-flj*+B(x-l)(x,+l),+  (Alx+N)(x-l)*+(M'x+N'j(x-l)'(x,+  t)- 

Sviluppando  il  secondo  membro,  e poi  ordinandolo  secondo  le  po- 
tenze decrescenti  di  x,  si  ha 


3x  •+•  1 — B 

x'-f-A 

x*4-2B 

x*-+-2A 

x*-t-B  x-f-A 

M 

— B 

M 

— 2B 

M — B 

— 2M' 

2M' 

— 2M 

— 2N  — N 

N' 

— 2N' 

N 

M'  K 

— 2M 

— 2N' 

2N' 

Digitized  by  Google 


Eguagliando  i coefficienti  de' termini  clic  nc’due  membri,  conten- 
gono la  stessa  potenza  dia;,  si  hanno  le  sei  equazioni  di  primo 
grado 

B+M=0,. 

A — B — 2M'+N'=0  , 

2B-+-M+2M  — 2N'=0  , 

2A— 2B— 2M+N— 2M'+2N'=0  , 

B-t-M — 2N  -t-M' — 2N'=3  , 

. A— B— N+N'=1  ; 

dalle  quali  si  ottengono 

A— 1 » B= — | , M=|,  N=-|,  M'=| , N'»j. 

e con  questi  valori  si  ha  lo  sviluppo  cercato 

DjM-I  _ i 5 x-3  5x-fl 

(.T-lJ’tx’-H)*"-!*— 1)*  4(ar— 1)  't'2(x,+l)*  + .1(x*+l)  ’ 

che  coincide  con  quello  trovalo  precedentemente. 
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